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A lei dindmica do electrdo livre

por José Gaspar Teixeira

No seu notavel artigo «L’Etat actuel et
Pavenir de la Physique Mathématique (!)»,
H. PoixcareE refere-se a duas fases distintas
desta disciplina: «La Physique Mathematique
est née de la Mécanique céleste qui 'a en-
gendrée a la fin du XVIII® sidcle, an mo-
ment ol elle venait elle-méme d’atteindre son
complet développement», e desenvolveu-se,
consequentemente, com base na concepgio
de forca central: na mecdnica — a lei de
NEwTON — , na electrostitica — a lei de
CouLoMB —na magnetostatica—a lei de pDALLA
BeLLA— (%), referem-se a forgas (centrais) pro-
porcionais ao inverso do quadrado da dis-
tancia.

«Néanmoins, il est arrivé un jour ou la
conception des forces centrales n’a plus paru
suffisante, et c’est la premiére crise» da Fi-
sica Matematica. Entrou-se entio «dans la
seconde Physique Mathématique, celle des
‘principes» caracterizada pela circunstincia
de todos os seus resultados se poderem de-
duzir de seis pri.cipios fundamentais:

O principio de MAYER — conservacio da
energia ;

O principio de LaAvoIsiEr — conservagio
da massa;

(1) Vide pdg. 8 do presente nimero da Gazela de
Matemdtica.

(?) Joio Axtéwio panra Berra, primeiro director
do Gabinete de Fisica da Universidade de Coimbra
criado pelo Marques pe Pomsar, em 1782 — 3 anos
antes de Courome —descobrin com o ¢«famoso Iman...
presente do Imperador da China... a D. Joio V» a
lei das acgdes magnéticas. Cf. Comunicagdo apresen-
tada pelo Prof. Mir1o SiLva em 1938 4 Academia das
Ciénecias de Lisboa.

O principio de CarNoT — degradagio da
energia ;

O principio de NEwTON — igualdade de
accéio e reaccio;

O principio de Relatividade — covaridncia
das equagdes ;

O principio de Menor Accdo.

«Dans la seconde Physique Mathématique,
on retrouve les traces de la premiére, celles
des forces centrales; il en sera encore de
méme si nous devons en connaitre une troi-
sidme». Mas «la loi physique alors prendrait
un aspect entiérement nouveau; ce ne serait
plus seulement une équation différentielle,
elle prendrait le caractére d’une loi statis-
tiquen.

Asgim escrevia H. PoINCARE em 1904.

Na realidade, o progresso de técnicas ini-
ciadas por Porzuxov, PerrOoVv, LoODYGIN,
Porov, ZaLesov(') e outros, associado ao
aparecimento de grande niimero de novos
problemas em todos os ramos da fisica cria-
vam as condigdes em que se fez a passagem
da «segunda» para a «terceira» fisica mate-
matica.

Nesta, como se sabe, ji nio sfio validos
alguns dos principios fundamentais anteriores,
o a lei fisica toma, na realidade, duas formas
particulares —a de lei dinimica e a de lei
estatistica.

(1) Povzuxov, V.V. Perrov, A. N. Lopvein, A. S.
Porov, e Zavesov precederam respectivamente Warr,
Davy, Eprson, Marcoxr, e Parsoxs nas descobertas
da mdguina a vapor (1765), arco eléctrico (1803),
limpada eléctrica (1873), emissfio de sinais de rddio
a distincia (1895) e turbina de vapor. Cf. Eric Asapy
— Scientist in Rissia — Pelican books.

\
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TesLeTSKI () em 1950 considerando tnica-
mente as questdes fundamentais de prinecipio
da fisica estatistica geral apresenta a tese de
que na base de toda a teoria fisica estatistica
«il y a un micro-moddle dynamique et des
hypothéses statistiques, qui ne sont pas dé-
duites des lois dynamiques, mais déterminées
par la facon de séparer 'object de la théurie
de son entourage». K & luz destas ideias que
TeRLETSKI consilera os principios fundamen-
tais duma teoria estatistica \inica dos proces-
sos de nio-equilibrio, e o problema dos fun-
damentos da mecinica estatistica.

Na concepgio da lei dinimica «on retrouve
les traces de la seconde physique mathéma-
tique», pois que no sentido restrito da meca-
nica(?), por exemplo, ela exprime a possibili-
dade de representar todo o movimento dum
sistema de pontos materiais por um conjunto
de linhas do universo que sio completamente
determinadas pelas equag¢des do movimento
e respectivas condig¢des iniciais.

TerRLETSKI conclue, no seu trabalho:

«...nous avons des raisons suffisantes pour
considérer que la théorie des processus élé-
mentaires doit satisfaire aux conditions géné-
rales suivantes:

1. La théorie doit s’appuyer sur des repré-
sentations définies de 1'espace et du temps
réels.

2. La théorie doit admetre la possibilité de
la représentation compléte de tout le
mouvement dans son ensemble au moyen
de grandeurs liées a ’espace et au temps.
L’appareil mathématique de la théorie
doit permettre de calculer tous les mou-
vements possibles.

3. Les lois du mouvement doivent étre
symétriques par rapport au temps.

(1) Cf. Lois Dynamiques et Statistiques de la Phy-
sique.

() No sentido mais lato, as equag¢des de movi-
mento podem ser as equagdes de MaxweLL, a equagdo
de propagagio do calor, ete..

4. Si l'on sépare une partie d’un systeme
physique, le principe généralisé de 1’éga-
lité de l'action et de réaction doit étre
vérifié,

5. La théorie doit contenir des lois de
conservation, reflétant la conservation
de la matiére et du mouvement.

6. Les systdmes isolés doivent satisfaire
un certain principe de relativité.

Sans doute, la formulation des conditions
énumérdes n’est pas absolue et pourrait étre
complétée ou restreinte, 4 la suite du déve-
loppement ultérieur de la physique, mais elle
nous semble correspondre a 1’état actuel de
la science».

No exemplo seguinte (!) propomo-nos apre-
sentar um esquema concreto de lei dinimica
elementar a que daremos o nome de Leti
din@mica do electrdo livre.

Admitamos que se verificam as hipGteses
seguintes :

1—A teoria desenvolve-se na variedade qua-
dri-dimensional do espago tempo de MINKOWSKI;
as transformacdes de coordenadas admissiveis
sio portanto as do Grupo de LORENTZ que
conservam invariante a distdncia i

@Aty — (8z) — (Ay) — (Az).
2 —Na variedade espago-tempo, considera-se
definido um quadri-vector potencial

(A 4,54,52%).

3 —Em relacio a determinado referencial
admissivel, X, a distribuicio da matéria
faz-se de acordo com as duoas densidades
proprias

2(X, Y Z s TY=t 3 (Rl By, Bty )
o(X, ¥,Z, T)=ed(X—z, P=y,Z—z,T—1)
(1) Extraido da admirivel obra — The Classical

Theory of Flields da autoria dos cientistas L. Lanpau
e Z. Larsnirz,
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em que ¢(X,Y,Z,T) é a medida de Dirac
definida em X.

4—As equacdes do movimento podem resu-
mir-se na expressio

4) 3s=0,

invariante em face do grupo de LoRrRENTZ, que
traduz a estacionaridade da funcio

s=£ [—pcds+—z-(0,dr):|
=Sl (dpa)t o =102 3 L)

ao longo de gqualquer percurso entre dois
quaisquer pontos .. e B da variedade.

Comecemos por notar que a condi¢édo 3 equi-
vale a considerar localizada em P (x,y,z,t)
de X uma particula de massa m e carga e;
este facto permite que A4) tome a forma

~B
aj (—mcds + E(Q,dr)) =0,
4 c
sendo agora o integral tomado entre dois
pontos quaisquer A e B de uma linha de
universo da variedade.

Desenvolvendo os calculos, temos suces-
sivamente (indices mudos)

6$=IE[—mcads+£5(Q,dw“)]=
A N
=fx[mcM+i(Q“adx=) .{_
+_(w w)] J I: dax* . o:a;wt dzt-dda®

L@ dda)+ L(0,- dmﬂ =
C C

i B
ﬁ[(mcit‘-{-—ﬁg)ﬁaﬁ] +
4
—]—fB( medu*-da* — £dQ, .
4 ¢

+fam-dm*>=o.
[

0 x* +

Por um lado o 1.° termo é nulo; por
outro, como

do, =0 o 90, 8
e
du*
du* = —d dx* = u* ds
ds
vem
B dﬂ."’
08 = —me—
A ( ¢ ds *

i(dﬂﬂ —-&)u )5m“ds=0,
c \oga* oxb

donde, dada a arbitrariedade de dx*, 6

du®*
I) me“t — £ Fogub

ds [
em que F,p é o tensor electromagnético
associado ao quadri-vector @, isto é, como

se sabe

B AR SRR
G . = By a0 SH R
L W ot e SR TR e

SRR RS @R 0

As equagdes I), que desdobradas nas suas
componentes tomam a forma

d muv 1
al&}—m = G(E‘}"‘;’[V,HJ)

1I)
b}i Sh Al e(E,v)
dt V1—v¥/c? ks

U(‘Ux,'”y,”“ic)

representam a «accio de campo electroma-
gnético estacionario sobre uma particula car-
regada (!)» ; neste facto se baseia a justifica-
¢io do nome atribuido & lei dindmica em
estudo.

A expressio A) traduz, efectivamente, o

(1) P. G. Beramann — Introduction to the theory of Re-
lativity, pag. 135.
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principio da menor accio, e a lagrangeana
respectiva, como

oty
S= (—mcds-}-i(A:d:r‘—f-Aydm’-{-
c

ty

+ A, dz® — c¢dt))=f"<_mcz¢1_—w+
1y
+ E(A’:vz-k Aﬂvy+ Asv:s) = elp)dt,
c

pois que
ds = cdtV1—v¥c?,
é
L=— mc*Vl—v*/c2+i(A,v,+
c
+ Ayv,+ A.v.)—e .

Tomemos(!) como coordenadas generali-
zadas as trés variaveis espaciais da nossa
variedade, @,y,z; os respectivos momentos
conjugados sio

oL oL oL
el ST LT e o
on
m v, A,

= ——— e —
be v 1—v¥/c? c

componentes do vector do espaco vulgar da
mecdnica clissica —momento generalizado —

mv e
P=_—+_Al
Vi—v?fe? ¢

A fungiio de HamiLTOoN 6, por definigiio:

H@,y,z2,2,y,2,t)= £ p.x—IL

TyYs5

ou, como facilmente se vé,

m e

H=———+eV¥
Vi—vct

ou ainda

H = \/m“c‘+cg(P—§A)2+e‘F(’?).

(1) Cf. E. Buocn — L’ancienne et la nouvelle théorie
des Quanta — chap. XI1.

(*) A hamiltoneana costuma exprimir-se em termos
do momento conjugado.

Se o campo electromagnético é estacio-
nario, ha conservagio de energia e esta coin-
cide com a funcio de Hamiurox,

= el i
Vi—vijc

E= \/m*c‘+c?(P—5A)s+e'¥.
C

Além disso, a energia de uma particula
carregada depende apenas do potencial es-
calar, isto é, do vector tridimencional vulgar
campo eléctrico

E=—grad¥;

E +e¥

ou

noutros térmos, o vector campo magnético
H=rotA

ndo contribui para o trabalho da particula.
Notemos finalmente que as trés componentes
Pzs Py, p- do vector momento generalizado,

, : 5 : 7 4
P, associadas 4 quantidade £ constituem
c

as quatro componentes dum quadri-vector —
o vector impulsio do Universo, |: este
quadri-vector reune num s6 ser matematico
as nocdes de energia e momento generali-
zado (quantidade de movimento no caso sim-
ples de particula material) que estavam sepa-
radas na fisica classica.

Na Lei dindmica do electrio livre verifi-
cam-se assim os principios fundamentais se-
guintes :

1 — Principio da Menor Acgiio;

2 - Principio da Relatividade;

3 — Principio da Conservacéo da Impulsio.

Em qualquer dos casos particulares simples
a) p=0, on o que é 0 mesmo, e =03 ou
b) F,p=0, ou o que é o mesmo, E=0,
H = 0 num mesmo referencial admissivel,
se estd no dominio da pura mecéinica racional
—caso da particula material livre.
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A fungdo lagrangeana é com efeito,

L=—mec?V1 - v¥c?,

0os momentos conjugados sdio as componentes
do vector quantidade de movimento

pra—— mv..
P V1—vifc?

e a hamiltoneana, continuando a coincidir
com a energia, reduz-se a

1)

m c?
V1=t
Por outro lado, de 1) e 2) tira-se a relagio
importante

2) H=E

2
3 =p=.
) e
O quadri-vector impulsio do universo simpli-

fica-se também e &

2
I‘l._p?___,E_g___m2c2
C
donde
E2
4) —;=p”+m"ce
C
ou

expressio preferivel a 2).
Por outro lado, a equagido 4) da-nos

a B
65=—mcj ds=0
A

donde

B %
—mcf Eiti:i:.tr“‘t:l‘w:O
A ds

com ($a*)4= (3xB), =0. Entio as equa-
¢des da trajectoria sio(?)
du*

S0
ds

(1) Na variedade espago-tempo.

ou sejam, as equagdes paramétricas duma
recta do espago-tempo.

Suponhamos agora que num referencial
admissivel X se anulam identicamente as
componentes espaciais do quadri-vector po-
tencial

Q(0,0,0:Y%).

Neste caso, diz-se que o electrio esta,
na subvariedade espago vulgar de X sob a
acglio do campo eléetrico

E=—gradV¥.

Nio se prejudica a generalidade do pro-
blema admitindo que é, nessa sub-variedade,

B B By B O

e que a velocidade vulgar existe, no instante
t =0, no plano zoy.
As equacdes espaciais II,)) siio entio
ap

_meE
di

ou

Pz=¢eEt p,=py p.=0,

admitindo que p,= 0 quando ¢=0.
O movimento do electrio é plano.
Por outro lado, a equagio 4) toma a forma

E=cVm?c®+pl+e B2 =
=\/E§ + e R,

e por 3)
de. il oy cfeEBt . dystof - ofpy
RN E a BoF S
L
dt

Mas a.energia cinética E varia ao longo
da trajectéria; entio

de _ cteEt dy c®py
dt Y B eet EX e dt  VE:+ c®e*E?¢®
donde

ceEt

Eo

ar=;%\/£§+(ce£t)” yc‘%{; arcsnh
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e a trajectéria 6 uma catenaria

= E cosh erEy'

ek Poc

Se for v<<e¢, um desenvolvimento em
série da

oot ¥ (Eo = m ¢*, po = mwo)
2me?
equagio duma parabola.

No referencial admissivel ¥ em que o
quadri-vector potencial se reduz a

Q(4:,4,,4:,0)

o electrio estd, na sub-variedade espaco vul-
gar correspondente, sob a acgio do campo
magnético

H=rotA.

Se for mesmo A,=—H, A4,=0 A.=0,
H tem a direcciio de oz e as equacdes espa-
ciais de II) séo

dp

o FIE T
at i

Y

3) ainda permite escrever

L‘H:;‘EVAH
c? dt ¢

pois a energia E ¢é constante num campo
magnético. Conclue-se entio que

dv, dv,
= WUy —_—=— 0
dt dt
dv, ecH
—_— ) ==
dt ( E )

donde
d . 4 .
d_t(”:'i- tvy) = — i (v: + Tvy)

Uz + tvy, =vp et (@2 9 — const

e

z=wxo+rsen(wt+a) y=yo+rcos(wt+a)
z2 =120+ Vo: t
com

A trajectéria é pois uma hélice cilindrica
de raio r e passo v - K = 2O P (2)
2 el
A velocidade da particula é constante;
constante a sua projecgio sobre 2oy e cons-
tante ao longo de oz. Se vy.=0, a tra-

jectéria 6 uma circunferéncia.

(i) (pxw proj' de r sobre a«¢ y).
(3) (p. proj.do p sobre 0Oz).

Os vectores préprios comuns a operadores
lineares quase-permutéveis

por J. Joaquim Dionisio

Apresentamos nesta nota uma demonstragio
que nos parece nova de uma proposi¢io que
se relaciona com o teorema de FROBENIUS
sobre os valores préprios de uma compo-
sicio racional de matrizes permutaveis duas
a duas.

TrorEMA. Sejam A,, As, -+, Ay m opera-
dores lineares quase-permutdveis mno espago

linear R, a n dimensdes. Designem 1y, Ty, ---,
I'm 08 respectivos niumeros de valores préprios
distintos e tome-se
T = max } Ty Toy eee, l'mz.
Os m operadores admitem vectores préprios
comuns linearmente independentes em nimero
pelo menos igual a r.

Basearemos a demonstrac¢iio em dois lemas.



