GAZETA DE MATEMATICA

19

4046 — Sahe-se que a razdo entre o numero de
arranjos de m objectos distintos » a n e o nimero de
combinagdes desses m objectos n a n é 120, e que a
razdo entre o nimero de arranjos de m — 1 desses
objectos n —1 a n — 1 e o nimero de combinagdes
dos m objectos n an é 2. Qual o niimero m de objectos ?
R: Ar:Cr=120; A™: (A®/n!)=120, n!=120 ¢ n=5.
Art:Cr =2; Art:A"/n! =205 |[(m — 1) +++ (m —
—n+1)]-n!{:[m(m—1):--(m—n+1)]=2 ou m=60.

4047 — Resolver a equagiio

m z—1

e r—m

e dizer para que valores de m as raizes sio reais.

-1
R: —_— = —; x2—(14m) x+m?2=0.
m

Serd  A>0 A=(14+m)p—4m?S0;

—3m?+2m + 10 com as raizes 1 ¢ —i

1
Serd —E<m<1.

4048 — O que entende por fungio inversa de uma
fungdo dada ? Exemplifique.

4049 — Divida a importéncia de 200800 por 3 pes-
soas de forma que a 1.* receba mais 20800 do que a
2.2 e esta menos 30800 do que a 3.~

R: Se a primeira recebe x a segunda recebe (x—20)
e (x+10) a terceira.
x+ (x—20) 4+ (x+10) =200, donde x=T0
A primeira recebe 70800; a segunda 50800 e a terceira
80800.
Solugbes dos n.** 4026 a 4049 de J, 8. Paule.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

L. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — Exame final —
‘Hgigicianos — Prova pratica — 13 de Dezembro de

4050 — Dada a fungfio f (x)=arctg z—log {/1+ 2
resolva os seguintes problemas:

a) Desenvolva f(x) em série e determine o seu
intervalo de convergéncia.

b) Caleule Pf(x).

R: a) Como f'(x) =

integrando vem:

=1_xz+x4_xﬂ+...

14 x2
x3 TR

BB

integrando de novo, observando que f (o) =0:

fl(x) = arctgx =K=n + x —

x2 x4 x6
T-9 84 58
A condigiio de convergéncia € |x| <1

f(x) =Knx+

b) Pf(x) = - aret X i

- — — — ar X —
) (x) 2arch+2 5 arctg
1

-—Exlog(1+x2)+c.

4051 — H4 valores racionais de )\ para os quais

o sistema:
dx+2y+z=>La
2e+4y+2z=)y
c+2y+4z=0>Az

tem solugdes nio nulas?

R: Para o sistema homogéneo ter solugies ndo nulas
4-» 2 1 o determinante deve ser nulo.
2 (4-)) 2 Desenvolvendo o determi -
i | 2 (4-)) | nante e igualando a zero a
expressio obtida obtém-se a equagio (4--0)3—9 (4—N)+ -
+8=0 que tem as raizes )}y = 1,62772 Lk, =3 e
A3 = T,37228. Portanto o valor racional h3=3 €o
dnico que satisfaz ao problema.

4052 — Que guperficie é representada por uma equacfio
do tipo f(xz,z) =07 Qual serd a expressfio de f(x,z)=0
se a superficie for de revolugiio? Deduza a equagio
do plano tangente a esta superficie no ponto P (a,b,c)
e diga qual a posi¢io que ele ocupa em relagio aos
eixos coordenados. Esse plano tem apenas um ponto
de contacto com a superficie? Se ele for da forma
X=a a equacio f(x,z) =0 define alguma fungio

Z(x) na vinhanga de M (a,c) considerado no refe-
rencial ©02?

I. 8. C. B. F. —Mareudiricas Gerais — 4.* Exame de
Frequéncia extraordindrio — 41 de Abril de 1955.

4053 — Escreva a equagdo da hipérbole que passa
pela origem e cujas assintotas sfo as rectas x =1
e y=1. A hipérbole é equildtera? Porqué? Indique
o valor da excentricidade, determine as coordenadas
dos focos e as equagdes das directrizes.

Deduza a equagio do diimetro conjugade com a
direcgiio m e conclua que m + m' =0, (Utilize eixes
coordenados rectingulares).
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R: Utilizando o sistema x'0'y' onde os eixos sdo
os assintotas a equagdo € x' y! = k e desfazendo a trans-
lacgdo é (x—1) (y—1)=1 ou xy=x+y. A hipérbole
¢ equildtera porque as assintotus sio perpendiculares ;
a sua excentricidade é pots e = {/2. Para determinar
as coordenadas dos focos determine-se a intersecgio de
Xy =X +y com y=x: obtém-se os pontos O(0,0)
e A(2,2) e 0A=2a ou a=y/2. Comoc=ae, vem c=2

e por os focos estarem em y=x virdé F(1+/2,1+/2).
a 1
C d=—=1 - —Xt—=.
omo = vem y x_’/2

X=1Xp+ ot
y=yo+ Bt
d 0 seu ponto médio virad (xo+ at) (vo+ pt) = xg+ ot +
+ yo + Bt e, como o termo em t tem de ser nulo, vird
xgm—+yo—1—m=0 onde m=f/a ¢ a equagio do diame-
tro conjugado com m € mx +y —1—m =0 cujo coefi-
ciente angular € m' = — m e daqui m + m'= 0,

Considerando a corda { onde (xq, ¥o)

4054 — Conduza pelo ponto P (1,1,1) uma recta
=z—1

que se apoie na recta { e seja paralela ao

y=z+2
plano = +y+2+4+1=0.

R: A recta pedida serd a intersecgio do plano
n=2x + y — 3z = 0 definido pelo ponto P (1,1,1) e
pela recta dada com o plano ' =x+y+2z—3 =0 con-
duzido por P (1,1,1) paralelamente ao plano x +y +
+z+1=0.

4055 —a) Sejam u, e v, duas sucessdes mond-
tonas, a primeira crescente e a segunda decrescente,
tais que lim (v, —v,) = 0. Mostre que ¢ sempre

n=2

u,< v, e que um 86 numero % satisfaz 4 condig¢io
u, < k< v,. Que é &k em relagiio ao conjuntos u, e v, ?
b) Quando se diz que a série §) é uniformemente
convergente num conjunto X? Domonstre que a
série ¥ a, «" é uniformemente convergente em (0,a)
quando convirja para © = a.
1

¢) Prove que as séries de Bertraxp 3
n (icugﬂ)B
convergem se B>1 e divergem se B<1. O principio
geral que serviu de base A4 demonstragio anterior
pode também aplicar-se ao estabelecimento da con-

1
vergéneia de Y _-ﬁ quando f>17
n

4056 — a) Defina fungio localmente limitada num
conjunto X. Uma fungfio continua num conjunto
fechado é localmente limitada nesse conjunto? Porqué?

4) Baseie-se no teorema de Cawror para concluir
que se f(x) ¢é continua no intervalo fechado (a,b)
entdo este pode ser dividido num nimero finito de

sub-intervalos em cada um dos quais a oscilagio de
J(xz) ¢é menor do que um nimero positivo § prévia-
mente escolhido.

4057 —c) Sendo f(x) definida e crescente em (a,b)
com um ponto de descontinuidade ¢ interior a (a,bd)
indique o valor de w (c).

Poder-se-d4 modificar a defini¢fio de f(x) em xz=c
por forma a tornd-la continua lateralmente nesse
ponto? Porqué?

A fangfio poderd tornar-se continua em = =¢?

I. §. C. E. F. — Maremdricas Gerais — 1.° Exame de
Frequéncia — Ordindrio — 2 de Margo de 1955.

4058 — Considere a cénica de centro P (1,1) onde
o2=k+1 (k>0) éuma das directrizes e ¥ (2,1)
o foco associado. Indique os valores de & para os
quais a cénica ¢ uma hipérbole e escreva as equagdes
das assintotas.

Para que valores de &k a hipérbole é equildfera?
Escreva neste caso a sua equacgio.

Mostre que o didimetro conjugado da cénica (elipse
ou hipérbole) com a direcgiio & — 1 ¢é perpendicular
a recta que passa por P e por Q@ (2,k 4+ 1).

R: Fazendo uma translacgdo de eixos tome-se a nova
origem em P (1,1). No novo sistema x'0y' é F (1,0)
ouseja c=1ex=k +1 ¢ transformada em x' =k.

e
8 = ——
a
Entiio as relagies g diio imediatamente a? = k
a
d=—
¢

e e= o Para que a cinica s¢ja uma hipérbole é

preciso que e >1 ou 0 <k <1. As assintotas sia as

rectas y —1=+ \/] I k (x—1). A hipérbole é equi-

2 ou k= 3 e a sua equagio serd

latera quando e =

(= Nt—(y -1y =
2

x2  yR 1-k
Consid lo a hipérbole — — —=1 ¢ ==
onsiderando a hipérbole T Tk mm s

1
ecom m=k—1 vem m' =— =i 0 coeficiente angu-

lar de PQ é K e por isso estd verificada a perpendi-
cularidade. Idéntico raciocinio se faz para a elipse

4059 — Escreva a equagio do plano = definido
por P(0,—1,1) o TE{” Noraced
x—2=0,
o8 cosenos directores de » e as equagdes da sua pro-
jeccglo sobre o plano #' =2z +y—=2+1=0. ™
perpendicular a ='? Justifique.

Determine
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Mostre que a recta perpendicular a », conduzida
no plano =' pelo seu trago é perpendicular 4 projec-
¢do de r sobre o mesmo plane.

R: O feixze de planos que passa por r € (1+m)x—
—y+ (1 —m)z =0 eo que passa por P (0,—1,1)
€ aqueleem que m =2 ousga n=3x—y—z=0.

Determinados os pardametros directores h=1,k=1,

h,k,1 1,2,1

l=1 serd cosa,B,y= =+k2+13='i Ve

Para determinar a projecgdo de r sobre =' escre-
va-se o feiwe de planos que passam por r:(l+m)x —
—¥+(l—m) z=0 e escolha-se o que € perpendicular a
wlix—y+2z=0. A projecgio serd a recta

X—y+z=0
{2x+y—z+1—0.
pois ndo se verifica a relagio AA'+BB/'4+CC' = 0.

O trago de v em =' determina-se resolvendo o sis-
tema :

= ndo € perpendicular a ='

x—y+z=0
lx—-—z-() que tem por golugdo
2x4+y—z+4+1=0
1
X= — —
3
2
Y ity
1
Zem — —
3 . O feixe de planos que passam por =' €

1 2 1
A(x+—3—)+B(y+§)+C(Z+E)—0 € 0 que

é perpendicular a v € x + 2y +2+2=0. A recta

perpendicular a r conduzida em =' vem a ser entdo
x+2y+2+2=0

{2 x+y—2z+ 1=0 cujos pardmetros directores sio

hi =—9,ky =12 e |y =— 12. Os pardmetros direc-

tores da projecgdo sdo hy = 0,k, =3 e 1, =3 e como

hyhy + ky ks + 1j13 = 0 as rectas sdo pe»rpendt’ctdaru-

4060 — a) Supondo limitado o conjunto dos distin-
tos valores u,, prove que o conjunto dos sublimites
de u, ¢ fechado e o seu limite superior é Tim u,.

6) Enuncie a condigfio necessdria e suficiente para
a convergéncia de u, e mostre que uma sucessio mo-
nétona limitada verifica essa condigdo.

¢) Demonstre que sendo a, uma sucessfo mondtona
decrescente de nimeros positivos e se A4, é limitada
entdo L A4, (a, — a,,,) ¢ absolutamente convergente-

4061 — Seja f(x) definida e continua no interior
de (a,d). Supondo que se tem |f(z') — f(=")| <
< K|x'— «'"|, mostre que é possivel definir a fun-
¢do em a e b por forma que fique continua nesses
pontos. Em que condigdes o primitive campo de exis-
téncia ¢ transformado por f(z) num conjunto fe-

chado? A fun¢fo verificava a desigualdade condicio-
nada de Caxror antes do prolongamento do campo de
existéneia? Porqué?

I. S. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 2.° exame de
frequéncia (ordindrio) — 30 de Junho de 1955.

4062 —a) Calcule a primitiva de f(x) - e*-sen2z+
» 3z +1 aretg »
z(x2—1) 1+ x2

5) Exponha a utilizagio da formula de Tavror
no estudo dos mdximos e minimos de f(x). Aplique
esses conhecimentos para averiguar se x = 0 é extre-

a2 g
te d ) m et —e] — i — — —
mante de f(x) =¢ Bty = %7

R: a) Pf(x)=e*-sen?x — e5: (sen 2x — 2 cos 2x) +
(x —1)2  (arctg x)2
x(x+1) 2

b) Como ') (x) =e* € a primeira derivada que
ndo se anula para x =0e f'™ (0) = 1> 0, estamos
em presenga dum minimo.

+ C

+ log

4063 —a) Enuncie alguma proposi¢io que garanta a
diferenciabilidade de f(z,y) em P (a,b) e demonstre
a sua suficiéneia.

b) Dadas as fungles z = f(z,y),x=1¢ () e
¥ =4 () a que condigdes devem satisfazer para que

exista (i{g) onde F (t) = f(p,4)?
de /¢,

¢) Enuncie o teorema de existéneia das fungdes
implicitas e mostre que f(z,y)=zy+a+y+1=0
define na vizinhanga de P (1, — 1) uma fungio y (x).
Nesse ponto y (x) serd crescente? Porqué ?

4064 —a) Deduza as férmulas de Girarp. Pela and-
lise da equagfio 2" —a =0 (a complexo) diga quais
sfo os valores da soma e do produto das raizes indice »
do complexo a.

5) Em que consiste a transposi¢fo da matriz 4°?
Designando por A* a transposta de 4, prove que
(A4 + B)* = A* + B*. Sendo A do tipo (n><n) que
relagfio existe entre | 4 | e | A* | ? Justifique.

¢) BSendo A} o complemento algébrico do elemento
af, prove que as matrizes

aj af -+ aj AL A} - A
djpacal o o 444
a, ay -+ ay Aj 43 .- A}

estdo relacionadas do seguinte modo:
AAdm AAm|Ad|-T
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d) Quando é que as colunas duma matriz sdo
linearmente dependentes? Prove que a matriz qua-
drada de colunas linearmente dependentes ¢é singular,

e) Utilize a teoria das matrizes para estudar o
sistema:

z4+y+z+u=0

rT—Yy+z =1
y—z+u=1
) +u=0

R: e) O sist € indet
terminagio 1) .

minado (grau de inde-

1. 8. C. BE. F. — Mateudricas Gerais — 2.° exame de
frequéncia (extraordinario) — 6 de Julho de 1955.

4065 —a) Calcule a primitiva de f(z)=a?-log x+
+sen 2 x-sectic 4+ ——ﬁl——-—-
(22 + 2@ + 1)2

b) Enuncie e demonstre alguma proposi¢io que
garanta o desenvolvimento de f(x) em série de
Tavror para certo intervalo (a,a+k).

Desenvolva em série "de Mac-Lavrix a fungio

i
PR

e indique o seu intervalo de con-

x—2
vergéncia.
R: Pf i log x L sec? x
: a) (x) = 3 og 3 + se
1
-+ C.
2(xz+2x+1}+

: ' X 1 il 2
Dk kT 1+x+x-2) =

)

x bx: 'Tx* x\?
_§+T_T+"'+[(_1) x +<§)]+ |x|<1

1
=§[(1——x+xz—x3+--

4066 — a) Mostre que f (x,) ¢ continua em P(a,b),
onde tem derivadas finitas, desde que em torno deste
ponto uma das derivadas se conserve limitada.

b) Sendo ¢ (u) e ¢ (u) diferencidveis em u; e
f(z,y) diferencidvel em P[a = ¢ (ug),b =} (u)],
mostre que f(p,4) é diferencidvel em ug.

¢) Deduza a equagio do plano tangente & su-
perficie z = f(z,y) no ponto P(x,w,z) e aplique
o resultado para calcular a equagdo do plano tangente
4 superficie z=2?+y2+xy—1 no ponto P (0,1,0).

d) Discuta e classifique o lugar geométrico de
equacio,

w?t+dowy+42+2ka+4ky+4=0
R: c) Z=X+2(Y-1)

(k #0)

B E
d) A=B2—AC=0 e, como ATD’ a equagdo

pode escrever-se na forma u®+2ku+4=0, com
u==x+2y, e como o bindmio discriminante daquela
equagio € k2 — 4 a equagio dada representa duas
rectas paralelas para k< — 2 ou k> 2 e nada re-
presenta s¢ — 2 <k<<0 e 0 <k <<2.

4067 — a) Defina produto de matrizes e mostre
que a multipllcagdo de matrizes é distribuitiva.

b)) Se A4 = }al| é uma matriz regular

; Af
do tipo (nxn),a}‘—m‘—f e A= }|af|*, prove

que 4 A= A1 4=1T.

¢) Utilize a teoria das matrizes para mostrar que
os planos

z+3y+2—2=0
2e+4y+82+1=0
z+y+22—1=0

nio tem ci;lalquer ponto comum.

I. 8. C. E. F. — Maremdiricas Gerars — Exame final —
— Epoca de Julho — 46 de Julho de 1955.

4068 — Faca o estudo de f () =log (=2 + ax — 242)
(2> 0), calcule a sua primitiva e apresente o desenvol-
vimento, desta em série de Mac-Laurim caso seja
possivel.

R: a) Dominio (— oo, — 2a) (a,+0o0). Pontos de
descontinuidade : X = — 2a,x =2 e x = oo

2x + a

b)f! -—

JE ke x4 x—2a?
em (=,+c0) e decresce em (—co,—2a); ndo tem extremos.
2x? +2ax+ 5a2
¢) f!'(x) = AT OE
24 ax —2al
cavidade esta sempre voltada para baixo.
d) Assintotas: X = —2aeX =a
(x+ 2a)?

Pf(x)=xlog (x2+ax—24?) —2x+alog——— + C
X—x

e dai se conclui que f (x) cresce

<< 0 e portanto a con-

Niio € possivel efectuar o desenvolvimento em série
de Pf (x) .

4069 — Dado o polinémio f(z) = pp2" + p; 2"t +
+ py2*~* +++« + p,, que relagio deve existir entre os
coeficientes p,,p;, e p. e 0 grau de f(z) para que se
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anulem simultdneamente o segundo e terceiro termos
do transformado f(z+4) ?

R: Para que se anule o segundo termo terd de ser

Vh = — RN e, para que se anule o terceiro, € preciso
DPpo

que f*=? (h) = 0 ou seja
n
(2) (2)130 h? 4 (n—1) py h + p2=0.

Eliminando h entre (1) (2) obtem-se a condigdo

n—1
ok e (n—1)ps2 + npgpz =0

4070 — Sejam 4!, 4*,--- as sucessivas colunas da
matriz 4 =|af | (n><n). Junte pA* a A'e a d'a A4*
deixando sem alteragGes as restantes colunas.

a) Utilise o teorema de Jacos: para achar o deter-
minante da nova matriz B =| b | que assim se obtem.
Sendo A regular e a- Bs=1, que relagdo existe entre
as solugdes dos sistemas al x,=c; e b} y,=c; (i,h=1,-n)?

b) Substitua em A4 a coluna A* pela composigio
df A + df A +..-dk 4. Calcule o elemento genérico
da nova matriz bem como o seu determinante.

R: a) [B[=|A|—aB|A|

I,—ﬁ Xy
1—-apB

X, —aX

=y, para l5=s,t v, = -
x, =y para l5s,t y, 1=sp

A

b) O elemento genérico € 1} = af( ey + dnel —exe}).

O determinante da nova matriz calcula-se facilmente
aplicando o teorema de Liaprace & coluna k. O seu valor
€d|A].

L S. C. E. F. — Mareudricas Gerars — Exame final —
— Epoca de Outubro — 13 de Outubro de 1955.

4071 — Sendo
2z
=3 (x<<—1)
f@) =12 (—1<a<?)
1
5 @<2)

a) Indique, caso existam, os pontos de descontinui-
dade préprios. A fungfo é continua no infinito ?

8) Caleule £ (—1) e f,(—1) . Existe f' (~1)?

¢) Determine intervalos de monotonia, extremos,
sentido da concavidade e pontos de inflexfo de f ().

d) Algum dos teoremas fundamentais é aplicdvel
em intervalo que contenha m=—1 como ponto inte-
rior ? Porqué ?

R: a) A funcdo € descontinua em x=2 e no infinito.
BYP(—1) = @ L) (1) = i Como £ (—1) =
=+ f, (—1) ndo existe f' (—1) .

¢) A funglio é decrescente de —co a 0 onde atinge um
minimo, crescente de 0 a 2 e decrescente de 2a + oo ;
tem a concavidade voitada para baixo entre —eo — 1,
voltada para cima entre —1 e +oco . Ponto de inflexdo
em x=—1,

d) Ndo, porque f(x) ndo admite derivada nesse ponto.

4072 — a) Que superficie é representada por uma
equagdo do tipo f(y,2) =07 Intersectando essa super-
ficie pelo plano Ax + By+ Cz+ D=0, como determina
as equagdes das projecgdes da secgdo assim obtida
sobre os planos coordenados ?

®? y? 2
) Que representa o sistema a’+b, i para
g=k
os diferentes valores de k7 Se, em certas condigdes,
o sistema representar curva no espago determine a

equacgdo da sua tangente em ponto genérico.

R: a) E uma superficie cilindrica de geratrizes
paralelas ao eiwo dos xx . As equagdes das projecgies sio:

Sbreyiin f{y,z)-(},sobreny{qa{x,y)—D,ondeqw(x,y)
x=0 z=0

resultou da eliminagdo de z entre as equagbes

f (y,2) =0 Y (x,2) =0

{Ax+By+Cz+D=-0 e sobre x 0z { §y=0 onde

¥ (x,z) resultou da eliminagdo de y entre as equagies

f (v,z)=0

{Ax+By+Cz+D-0

b) Para k>b e k <—b o sistema nada representa;
para k=+b representa o ponto P (0,0, + b) e para
—b<k<b representa um elipse assente no plano z=k.
Para —b<<k<b a equagiio da tangenteem P (x,y,k,)
2x 2y 2k
S(X=x) + 5 (Y=¥) +53(Z—K)=0

€

Z=k

4073 — Considere o sistema al 2, = &, (i,h =
=1,2,...n). Deduza a sua solugdio na hipétese
|4|=|af|#£0. Faga =, =bfy, (k=1,2,-n) de
modo a obter o sistema pfy,=5H;. Qual é a expressio
de p}? Considere a hipdtese de | B |=|bf|£0, ex-
prima os yy em fungdo dos xx e deduza dai a ex-
pressdo dos P} em fungdo dos A} e Bf.

Enunciados e solugfio dos n.** 4050 a 4073 de F. de Jesus.
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I. 8. C. E. F. — Axfvise InFixiTiisivar — Exame final
— Epoca de Outubro — 14 de Outubro de 1954.

4074 — Considere a equagdio f(z,y,%) =2z8* +
+a?y? —2y —3z2=0 e prove que ela define uma
fungfo #2=g¢(x,y) navizinhangade P(—1,1, —1).
Escreva até aos termos do 2.° grau, inclusivé, o de-
senvolvimento tayloriano da fun¢fio z=g(x,y) se-
gundo as poténcias de (z+1) e (y—1).

A fungio z=¢(x,y) terd um extremo no ponto
(—1,1)? Justifique a resposta.

R: Como f(—1,1,—1)=0 ¢ f(x,y,z) € conti-
nua como fungdo de (x,y) e f,(—1,1,—1)=£0,
existe uma vizinhanga do ponto (—1,1) dentro da
qual existe uma fungdo z = ¢ (x,y) que substituida na
equagdo dada a transforma numa identidade.

fi(=1,1,-1)

A0 ) [y O B ik W) et IO e G
Zq{ ,1) f;(—l,l,—l) d
. 1.1 f;(—l’l,—l)
5 S e v o il
" fia(=1,1 )_1} -
L T v v s D
o faa(—1,1,-1)
it X B e
fp(=1,1,=1) _

A R g e
e portanto o desenvolvimento tayloriano de z (x,y) €0
seguinte:
z(x,y)=z(—=1,1) + (x+ 1)z (-1,1) +(y - 1)
z, (—1,1)+ (x +1)22%:(—1,1) +2(x+1)(y — 1)
=L D) +{y—1Psa(—1;)) + By~ L =
—2(x+1)*+8x+1)(y -1 —2(y —1)*+ Ry
Como o ponto (—1,1) faz z,(—1,1) =0 e
z,(—1,1) = 0 teremos de analisar o sinal de 82 —rt
para ver se existe um exiremo. Ora s? —rt=42 —
— (—2)(— 2) >0 e portanto néo ha extremo.

4075 — a) Prove que r{‘ gin=t ytn=t d dy -
el A

2 B (m,n)
4 (m +mn)
de circulo @2 + y? < r? situado no 1.° quadrante.

r2min m>0,n>0 onde A ¢ o quarto

al
b) Sabe que em certas condigdes j f(z) dz =
a
= f(c) (b —a) com a<<c<<b. Enuncie e demonstre
alguma proposi¢dio andloga para {-{ f(z,y) de dy

oo A

sendo A4 o rectingulo e e b, ey <d.

INFINITESIMAL

das polares

R: a) Fazendo a mud

vem
Jf xto—t yi=t dx dy =
A

vy el 4
= J pimini=1 g g ‘j 2 cos™1¢.gen?16do =
0 (1]

para coor ¢/

1 | *r
- _5 f(m,n) Jo pHetnl=t qp % pHm+n)

b) Sabemos que fh f(x)dx = f (¢) (b — a) quando

f(x) € continua em (a,b). Vamos entio demonstrar
a seguinte proposigdo: «Se f(x,y) €continua em rela=
gdo ao par de varidveis (x,y) no rectingulo a < x <
<byeLy<d entllo:

" d fi
[Tax [Ttwmay = b —a@-0 e,

onde (n,t) € um ponto do rectingulo».
Com efeito, sendo f(x,y) continua em relagio ao
par de varidveis (x,y) também o € em relagioa x e

d
a y separadamente, e entdo f f(x,y)dv =(d —
LS ¢

b
—ec)f(x,7), com e<rv<d, e f (d—e)f(x,7)dx=

= (d—c)(b—a)f(n,7) com a<<vn<b e o teorema
estd provado.

4076 — Achar uma eurva tal que se @ normal num
ponto M corta o eixo Oz num ponte P, o centro
de curvatura C ¢é simétrico de P em relagio a M.

1
R: Anormalé Y—y=—— (X —x) ousgja X —
A

—x+ ¥y (Y—y) =0 e as coordenadas de P sdo
(x+yy',0). Como CM = MP conclui-se facilmente

gque yy'' =1+ y'? e esta equagdo pode escrever-se dg
d I

seguinte modo yy' d_y =14y

y

dy y'dy y —— T e
v S0 Bl SR A P ey T+ vZ: v = — {/y2—C3
g e UL Sy ogVT+y7%; y 01‘/" 1

d
J +Cz;x—Cg-CIarcchL

= . —_—
X khﬁ:@ G

— O

e finalmente y = Cy ch 3 (catendria) .
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I. S. C. E. F. — Axdrise Maremirica — 1.° Exame de
Frequéncia — 7 de Janeiro de 1955.

4077 — Demonstre o segundo teorema da média ou
teorema de Bowxser sobre o integral de Riemanx duma
func¢io real de varidvel real

4078 — Defina integral curvilineo, enuncie condi-
¢oes suficientes de existéncia e reduza o cdleulo desses
integrais ao cdlculo dum integral de Rimmanx

4079 — Responda a duas das seguintes questdes:

Se F (z) e f(x) sfo fungdes de variagdes
totais limitadas no intervalo (a,b), prove que a fun-
¢lo ¢ (x) = F (x)-f(x) tem variago total limitada
naquele intervalo; indique um limite excedente dessa
variagdo no caso de

F (z) = logw f(.t:):z;lg a=2 b=4
R: Como:
2 e (i) —e () |= ; | F (i) £ (x140) = F (x) £ (x1)| <
< 2 F (=) —F x) |- | f(xig) | + ? [ f(xiga) —
—f(x)]-|F(x)|

e, com Vi e V, a representarem as variages totais de
F e f;Lg e Ly a representarem limites excedentes dos
conjuntos de valores de I e f; teremos

Ve < VerLy+ V- Ly

1
Ora, as fungies logx e = sdo mondtonas limitadas,
x
a primeira crescente com Lip=log 4=2log2, a segunda

il
com Ly= oz » bor ser descrescente limitada.

it
A variagdo total de —zlogx, no intervalo (2,4),
x
ndo pode exceder

1 1 1 5
log4d — log2) — ———)2:log2 = —log2
(log 0g2) o + (22 42) og2 = o log
4080 — Defina soma generalizada (de Cesiro) e
prove que toda a série convergente tem soma gene-
ralizada. Calcule a soma generalizada da série:

B Bp B BB =Bk 5

Dada uma série trigonométrica convergente de
soma f(x), exprima por meio de f(x) as somas de
Fourier e, em seguida, as somas de Frier.

3K—-1
R: Tem-se Syx =3 Syyy=0 ecom o= - ——
2 K
383 K
U,K+’~§K+1?
3

A soma generalizada é o =

4081 —xz—=¢ (t),y = ¢ (f) sHo fungdes definidas
no intervalo fechado (a,b) e, ambas, quaisquer que
sejam a <{<<{¢' <<b assumem valores iguais no extre-
mos e desiguais em ¢e ¢'; além disso possuem deri-
vadas limitadas. :

Mostre que a curva com aquelas equagdes é recti-
ficdvel e, demonstre que limita uma regifo plana
quadrdvel.

R: Com t no intervalo (a,b) as fungles ¢ e §, por
possuirem derivadas definidas, finitas, pois sio limita-
das, sdo fungies continuas. Temos pois wma curva de
Jomoaxn, fechada em virtude das outras hipdteses do
inicio do enunciado.

Fungbes com derivadas limitadas sdo de variagido
limitada, pois

Zg(te) —@ (0) | = 2| iy — ] - |9 () | <K - [a—D|
L 8. C. E. F. — Axiuise Maremdrioa — Prova Pritica
— 11 de Janeiro de 1955.
4082 — Desenvolver em série de poténcias de = a
solugéo da equagio ay=(1+x)y'; determinar inter-

valo de convergéncia e soma.

o -]
R: Ponha-se y = 3, 8,x"; y' = X na,x""' e tem-se
0 1

a ¥ a,x* = (14x) X na,x™! donde, para n=0,1,2,...
1] 1

a dg = 44
-1
ady=a; + 2a, ou az—u—ga;—)ao
a(e—1) (a—2
aa;=2a,+3a; ou Bﬁ%——l

(@a—n +1) (j
e por ger 8, = —————3a, , [em-se a, = g | a9
n

-
e portanto y = a9 %, (a) x" = a9 (1 + x)* wvdlido o
0 n

desenvolvimento para |x| <1,

4083 — Determinar as equagdes dos planos tangen-
tes 4 superficie a?+y?+ 22 — 92+ 5 = 0 paralelos

z—1 y =z+2

arecta r=——— =" = :

Sl v T s

R : A superficie € uma esfera x2+y2+ (z — 3)t=4,
os planos tangentes paralelos dquela recta sdo em ni-
mero infinito. Os pontos de contacto estdio num circulo
maximo cujas equagdes sdo

2x+8y+2(2—38) =0
{x2+y2+ (z—38)2=4
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Eate circulo mdximo € a secgdo plana feita na esfera
por um plano que passa pelo centro (0,0,3) e perpen-
dicular & recta.

4084 — Indicar como se racionalizam os integrais

f‘/g_:u'—_l:’z'id:c; fﬁ;.]”(zzu—logm)zdz;
[+ vaFR) s

e calcular efectivamente dois deles.
R: O primeiro integral pode transformar-se em:

['V-TE-D-FI6-)- 5]~

e 86 € real quando a e x estiverem no intervalo

Va3 V3

+ ._.) Nessas condiges a transforma-

e B AR
3
glo x-—-?_gsenq conduz a [—eoszpdq-
-J —(L+cos2¢)dg. O segundo integral, por ser
1

chi(x — 2)
forma-se, com z == th(x —2), em

y f{z‘—ﬂz‘-{-l)éz—:-

5
O terceiro integral dé :5- e Iogzxdx—-ﬂfx’logxdx

—gcht(x—2) =[1—th?(x—2)) trans-

3 1
mdeutemfxﬂogxdx-:%logx—g xtdx e

flog!xdx-xlog‘x—ﬂ(xlogx—x)+C. Final-

mente, pondo 2 + x = t3, o terceiro integral transfor-
ma-se em :

fa 1+ -2t dt.

1. S. C. E. F. — Anfvrise Mateufrica — 1.° exame de
frequéncia (extraordinirio) — 1 de Margo de 1955.

4085 — Demonstre que as variagées duma fungio
absolutamente continua, sio absolutamente continuas.

4086 — Diga em que consiste o problema de inter-
pelagdio de Henuire e apresente a respectiva interpo-
ladora.

4087 — Responda a duas das seguintes questdes :
f(z) ¢ uma fungdo limitada propriamente cres-
cente no intervalo (a,) com uma iunicades conti-

puidade no ponto interior¢: prove que, se f(x)<<a<0
antes de ¢ e f(x) >B>0 depois de ¢, o integral
f(¢)d¢ tem um 86 minimo interior ao intervalo.

R: A derivada ¥'(x) de F(x)—ff(t)dt ¢ igual

a f(x) sempre que em x a fungdo f for continua. Logo,
F (x) € decrescente no intervalo fechado (a , c-h) pois ai
Fi(x)=f(x)<a<0; F(x) € crescente no intervalo
fechado (c + h,b) pois ai F'(x) = f(x) >B>0. Isto por
menor gue seja |h| .

A fungio F (x) € continua em ¢ ; pode se afirmar, com
esta continuidade em ¢, que a fungdo tem minimo nesse
ponto ; ele € visivelmente tinico extremo interior ao inter-
valo, O valor do minimo € dado pelo integral impréprio

ff(t)dt—hmj';'_(;}dt

4088 — f(x) e g(x) sfo integrdveis em (a,d) e o8
limites de g(x) sfio ambos do mesmo sinal ; demonstre

f (@)
9()

R: Tem-se L>g(x)>1>0 ou |, <g(x) <L<0
mas em todo o caso por ser inlegrivel:

que

é integridvel.

lim 3 (L —=1) (5134 — x) =0.
max (Xj4q—xi)=>0
1 1
Tem-se sempre em qualquer dos casos <g = )<
i
}——l _lLﬁ—lnl<lL1 lloude o € o menor dos
L L [1i L | a?
valores absolutos dos nitmeros 1 e Li [supostos ndo nulos
em (a,b)].
Resulta daqui
fim S|t — | — <
—— — - X —_—
max (x4 —x) =0 L Ly a 3 a2

. lim
mAax (Xjyq — xi) =» 0

2L =] (=g —x) =0
. 1 ;
Demonstrou-se assim que E(_} é integravel.
X

4089 — Deduza a derivada de F (3) ff(z ) dx

em que a e b sio dependentes do pardmetro, depois
de efectuar a mudan¢a de varidveis x=a+ (b —a)u
que leva a limites de integragio constantes.

R: Fazendo a mudanga df'vaﬁdm'a x=g(a,))=
=a+(b—a)u, vem F () -j f[e(u,2),2]- (b—a)du.

0
Pcla regra de derivagdo sob o sinal de integral vem:
ofode of
I oo _,.,_. —
F () = f{aa:( 2+ (b—a)+

+4Ty 1]‘“" “)}



GAZETA DE MATEMATICA

Mas, como g’:— é o 3 d(t:i-;a); |.'lf :‘rn quatro inte-
grais para calcular F' (1) = f 3 d: (b —a)du +
"o d(b— a) of
+ — ————u(b—a)du+ — (b —a)du +
e =P ap- =2

+J: f(g)2) —— 20 = a)

Tiremos dos integrais tudo o que n&o contém u, nem
directa nem indirectamente F’(l)ﬁ — (b—a) j _— du 5l

+d(b 2 )J —audu-ﬁn(b—a)J —du+

d(b ’)f £[g,)du

Desfapa-!e a mudanga de varidveis nos diferentes
integrais

. of . d(b—a) 1
Fo)=5 az“—a:—'b—:

f lad(b “)ff(: 3) dx

O primeiro integral da:

-‘-j-f(x—'.]dx +

da

—[f —f(arx)].

3 [F(0,0) — £ ()]
Intregando por partes, tem-se

ff(x,i)dx

Atendendo a estes resultados e feitas as redugdes,
obtém-se :

f' E)-—(x—a} dx=[f (x,2) (x—a) ]t —

af
ax

Enunciados e solugles dos n.% 4074 a 4089 de J. R. Albnqnorqu.

db da
F' () =f(b,2) o —f(a,2) o+

ESCOLAS ESTRANGEIRAS

.U. R. E. E. P. — GeoMETrRiA ANaLiTICA E VECTORIAL —
Exame final — 2 de Janeiro de 1954.

4090 — Achar a envoltoria da altura B D de um
tridngulo A4 B C, tendo fixo o vértice 4 e o lado B C,
de comprimento constante, deslisando sobre uma recta
fixa.

4091 — Sendo a e b vectores perpendiculares mos-

trar a existéncia de uma infinidede de vectores ;tai,
que B G b6 exprimi-los em fuugﬁn dos dadoes e de

um escalar varidvel. Dar uma intrepretagio geomé-

trica & quest3o, admitindo varidveis as imagens de
- = -
a,bev.

4092 — Reconhecer se a superficie de equagdo 9 .0*+
+49y+ 122y + 82 + 12y — 13y + 85 =0 £ cilin-
drica e, em caso afirmativo, caracterisd-la.

U. R. E. E. P. — GeomeETRiA Awarnfrica — 2.* Prova
final — 23 de Novembro de 1954.
4093 — Uma superficie é representada pela equa-
cdo
52 +8y* + 52— 4dyz + Bza+ day—4a + 2y +
+ 4z2=0
que pode ser simplificada por uma rotag¢do dos eixos
de acordo com o seguinte quadro de cossenos direc-
tores

- y »
x 2/8 2/3 1/3
Y 1/3 —2/3 2/3
2 98 AR =98

Caracterizar a superficie depois de reduzida a sua
equagiio e procurar uma representagio da mesma em
coordenadas cilindricas.

4094 — Mostrar analiticamente que, num tetraedro
qualquer, as rectas que unem os meios das arestas
opostas passam num ponto. Achar as coordenadas

desse ponto.
Enunciados dos n.% 4090 a 4094 de M. Zaluar.
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O presente livro abre com uma exposi¢io cronold-
gica da evolugdo da geometria, desde Evcripes e os

seus Elementos até os trabalhos de Gauss, Losarsonz-
vsky e Borvar

A «Geometria Absoluta», no 2.° capitulo, assenta
nos postulados de Hiveert; ai se estudam os axiomas
de ordenagfdo, dimensdo, das congruéncias, as conse-
quéncias destes axiomas, alguns teoremas sobre a cir-



