GAZETA DE MATEMATICA

17

MATEMATICAS ELEMENTARES
PONTOS DOS EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Exames de aptiddo para frequéncia das licenciaturas
em Ciéncias Matematicas, CGiéncias Fisico-Quimi-
cas e Ciéncias Geofisicas, preparatérios para as
escolas militares e curso de engenheiros geé-
grafos. — Ano de 1955.

Ponto N.° 1
ARITMETICA
4026 — Provar que, se um nimero primo p é a
diferen¢a entre os quadrados de dois mimeros, cstes
p—1 p+1
B
R: Sejam a e b dois inteiros cuja diferenca de
quadrados € igual a p.
Entido a?—b2=p ou (a+b)(a—b)=p, por
hipdtese. Como p ¢ primo terd de ser a+b=7p e
p+1

2

dois nimeros sdo

a—b=1,

p—1
R
2

relagies que conduzem a a =

4027 — Determinar dois nimeros naturais, sabendo
que eles estdo entre si como 56 e 72 e que o seu
mdximo divisor comum é 25.

R: afb = 56/72 ou a/b =T7/9.
Segundo as hipiteses, a e b serdo equimiltiplos de
7 e 9, respectivamente, e ainda mialtiplos de 25.
a=(7-25) e b=(9-25)".
Dos infinitos valores que a e b podem assumir, indi=
caremos os menores a=175 e b=225.

4028— Se 15 divide o produto 77 n, qual o resto
da divisdo de n por 157 Justificar a resposta.

R: Dividindo 15 o produto T7-n e sendo primo
com T7 terd de ser n=15": — se um nitmero divide um
produto, divide necessariamente um deles, pelo menos —
O resto da divisdio de n por 15 €, pois, zero.

ALGEBRA
4029 — Determinar m de modo que as raizes da
equagio 22+2(m+1) =+ 1=0 sejam imagindrias.
R: Serd A=(m+1)2—-1<0;m(m + 2) <0,
donde —2<m<<0. v

4030 — Decompor em factores do 1.° grau o poli-
némio xt —5 x2 + 4.

R: xt—5x¥+4=(x+2) (x—2) (x+1) (x—1), sendo
Xi=—23x3=—1;x3=+1 e x5=—2 as raizes
da equagio proposta.

4031 — Desenvolver, simplificando o mais possivel,
fV’E— _1__) 7
K Ve
1 ; 1 5 ( T) )=
x——| =(x _7.—_ x)+21(—=) -
Re (VE—2) = (VR —7- = (/) + ot

b
Wy -ss( ) W) 8 )(m ~21 ()"
W +7 () VD - () = - xR e e

B —x) x4+ 20 (x — x )V + 85 (x1 — 1) yx.
Ponto N.> 2 |

ARITMETICA

4032 — Provar que, se a e b forem primos entre si,
também a+& e ab sio primos entre si.

R: Se¢ja K (5£1) um factor primo que divida si-
multineamente (a+b) e ab.

Sendo ab=k', oué a=k oué b=k,

Seé a=k-, serd também, b=k pois, por hipitese
a+ b=k . Entio aeb admitem um divisor k (5=1)
contra a condigio inicial de ser m.d.c.(a,b)=1.
Concluiremos, pois, a ndo existéncia de um k=1 di-
visor comum: a e b sdo primos enire si.

4033 — Determinar dois nimeros naturais, de todos
os modos possiveis, sabendo que a sua soma é 228 e
que, dividindo os dois mimeros pelo sen mdximo
divisor comum, a soma dos quocientos obtidos ¢é 12.

R: a+b=228

Seja m.d.e(a,b)=d. Fazendo a/d=x e bjd=y,
serd m.d.c(x,y) =1 e como x4y =12, teremos
para x=1,y=11, para x=5,y="T; ou para
x=T,y=5, para x=11,y=1.

Ora d-x+d-y=228; (x+y) -d=228; 12d = 228
e d=19. Os possiveis valores de x e de y, dardo,
respectivamente, as solugies pretendidas: a =19><1=
=19; b=19><11=209; a =19><5=95 ¢ b=19><
¥T7T=133 ¢ a=19<11=209 ¢ b=19><1 =19,

4034 — Quais os nimeros de trés algarismos que
sfio simultineamente miltiplos de 13 e de 14 ? Justi-
ficar a resposta.

R: Os nimeros divisiveis, simultiineamente, por 13
e 14 serdo miltiplos do sew m. m. e.

E m.m.ec (13,14) = 182 ¢ 100< 182 n < 1000
(n inteiro) ou 1< n<5H.
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Para n=1,2,3,4 ¢ 5 sdo 182><1 =182; 182 <
>2=364; 1823 =546; 1824 ="T28 e 182:<
<5 = 910 as solugbes pedidas.

ALGEBRA

4035 — Determinar m de modo que as raizes da

da equagio
—(m+1)x+m—2=0

sejam reais e desiguais.

R: A>0 A=(m+1)2—16(m —2)>0;
m?2 — 14 m 4 33> 0 cujas raizes sdo xy=11 e x3=3.

Entido, m>11 e m<3.

4036 — Decompor em factores do 1.° grau o poli-
nomio x4 + 3 22 — 4.

R: x443x2—4=(x+2¢)(x—2¢)(x+1)(x—1)
onde +2i e +1 sdo raizes da equagio proposta.

4037 — Desenvolver, simplicando o mais possivel,
(x—y V2P — (@+yV2p.

R: (s —y¥3F — (x + y V3 = 10-y/3xty—
— 40/2x2y3 — 4/2y5,

Exames de aptidao para frequéncia dos preparatérios
para a Faculdade de Engenharia — Ano de 1955.

Ponto N.° 1

4038 — Se a razdo entre o nimero de arranjos de
m objectos distintos 4 a 4 e o niimero de arranjos dos
mesmos m objectos 3 a 3 é 12, quantos sfio os objectos?

R: Sendo AP:AY =12 ¢ [m (m—1) (m—2) (m—
—8)]:[m(m — 1)(m — 2)] =12, donde m = 15,

4039 — Que valores se poderdo dar a m na equagio
8x2—(m—-1)z4+m—T7=0
para que as raizes sejam reais e iguais ?
R: A=0; A=(m—-1)2--82(m — 7) =0;m2—
— 84 m + 225=0 cujas raizes sdo m; =25 ¢ my=9

4040 — Sendo 120 0 4.° termo do desenvolvimento de

1\ 10
(a'.-i- E)

determine o termo seguinte sem fazer o desenvolvi-
mento.

R: A razdo de dois termos consecutivos do desenvol-
vimento do binémio de Newrox (x + a)", ¢, como facil-
mente se pode verificar: Ty iq: Ty =[Chy, avt . xr—le+1)];

n—
:{C:a'x‘"’]—p+11)-a--x", Y
n—p

'FM-! - Tn+l "pTl" a-x\.

Sendo Tsj=120 serd Ty=120><
10-3 1
N — s x 1 =9210.x"3,
341 x2 ~ v

1\ 10
Nota: O 4.° termo do desenvolvimento de (x + _z)
X

¢ T;=120.x endo T;=120, como se escreve no enun-

10 — 3 1
ciado., Assim, serd, Ty =120x}< ——+ — . x 1 =

3+ 1 x
= 210.x"2,

4041 — Resolver a equagdo
8624 —13224+1=0

R: A substituigdo y=x2 na equagio 36 x4—13 x2 4
+1=0 di a equagdo resolvente 36 y2—13y4+1=0
1 1

com as raizes Y1—T € Y2 = —-*.

1
Entdo x = + T— +—ex.=+ ---—+_

4042 — Classifique as fun¢des. D& um exemplo de
uma fungio algébrica irracional.

4043 — Uma mulher estd a pér laranjas em dois
cestos e verifica que tem um 30 e o outro tem 20, e ainda
estdo 15 laranjas fora dos cestos. Como deverd distri-
buir estas 15 pelos dois cestos para que se mantenha
a proporg¢io em que as laranjas neles estavam ?

R: E suficiente dividir 15 em partes directamente
proporcionais a 2 e 3 visto ser a proporgio em que os
laranjas estio distribuidas. Entdo: x:2=(15—x):3,
donde x=6. R: O cesto com 20 receberd mais 6 e o
outro mais cesto 9 laranjas.

Ponto N.° 2

4044 — Ache a expressio do desenvolvimento de
A4z)m + (1 — z)m
R: (14x)"=1+4mx+CP x24CP x34 --.
(1—x)"=1—mx+0CpPx2—CPx3+4 ...
A+x)""+(1—x)"=

o AR AL — se mfarpaf‘
2(1""0-3 x2+CP x4+ +mxm—|)_,, se m for impar.

+1m xm—-l +xm
‘_'!_"m xm—1 4 ym

Entido (1+x)"+(1—x)"=2 2 Og, x*

( =0,I,2,---e~§ sendo m par) e

(k=0,1,2, SN - e sendo m ;’mpar).
4045 — Simplifique a fracgio
2 x2 — 50
x2— 11 mﬁ
2 x? — 50 2(x+5)(x—5) 2(x+d)
xx—11x+380  (x—6) (x—3) _ (x—6)
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4046 — Sahe-se que a razdo entre o numero de
arranjos de m objectos distintos » a n e o nimero de
combinagdes desses m objectos n a n é 120, e que a
razdo entre o nimero de arranjos de m — 1 desses
objectos n —1 a n — 1 e o nimero de combinagdes
dos m objectos n an é 2. Qual o niimero m de objectos ?
R: Ar:Cr=120; A™: (A®/n!)=120, n!=120 ¢ n=5.
Art:Cr =2; Art:A"/n! =205 |[(m — 1) +++ (m —
—n+1)]-n!{:[m(m—1):--(m—n+1)]=2 ou m=60.

4047 — Resolver a equagiio

m z—1

e r—m

e dizer para que valores de m as raizes sio reais.

-1
R: —_— = —; x2—(14m) x+m?2=0.
m

Serd  A>0 A=(14+m)p—4m?S0;

—3m?+2m + 10 com as raizes 1 ¢ —i

1
Serd —E<m<1.

4048 — O que entende por fungio inversa de uma
fungdo dada ? Exemplifique.

4049 — Divida a importéncia de 200800 por 3 pes-
soas de forma que a 1.* receba mais 20800 do que a
2.2 e esta menos 30800 do que a 3.~

R: Se a primeira recebe x a segunda recebe (x—20)
e (x+10) a terceira.
x+ (x—20) 4+ (x+10) =200, donde x=T0
A primeira recebe 70800; a segunda 50800 e a terceira
80800.
Solugbes dos n.** 4026 a 4049 de J, 8. Paule.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

L. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — Exame final —
‘Hgigicianos — Prova pratica — 13 de Dezembro de

4050 — Dada a fungfio f (x)=arctg z—log {/1+ 2
resolva os seguintes problemas:

a) Desenvolva f(x) em série e determine o seu
intervalo de convergéncia.

b) Caleule Pf(x).

R: a) Como f'(x) =

integrando vem:

=1_xz+x4_xﬂ+...

14 x2
x3 TR

BB

integrando de novo, observando que f (o) =0:

fl(x) = arctgx =K=n + x —

x2 x4 x6
T-9 84 58
A condigiio de convergéncia € |x| <1

f(x) =Knx+

b) Pf(x) = - aret X i

- — — — ar X —
) (x) 2arch+2 5 arctg
1

-—Exlog(1+x2)+c.

4051 — H4 valores racionais de )\ para os quais

o sistema:
dx+2y+z=>La
2e+4y+2z=)y
c+2y+4z=0>Az

tem solugdes nio nulas?

R: Para o sistema homogéneo ter solugies ndo nulas
4-» 2 1 o determinante deve ser nulo.
2 (4-)) 2 Desenvolvendo o determi -
i | 2 (4-)) | nante e igualando a zero a
expressio obtida obtém-se a equagio (4--0)3—9 (4—N)+ -
+8=0 que tem as raizes )}y = 1,62772 Lk, =3 e
A3 = T,37228. Portanto o valor racional h3=3 €o
dnico que satisfaz ao problema.

4052 — Que guperficie é representada por uma equacfio
do tipo f(xz,z) =07 Qual serd a expressfio de f(x,z)=0
se a superficie for de revolugiio? Deduza a equagio
do plano tangente a esta superficie no ponto P (a,b,c)
e diga qual a posi¢io que ele ocupa em relagio aos
eixos coordenados. Esse plano tem apenas um ponto
de contacto com a superficie? Se ele for da forma
X=a a equacio f(x,z) =0 define alguma fungio

Z(x) na vinhanga de M (a,c) considerado no refe-
rencial ©02?

I. 8. C. B. F. —Mareudiricas Gerais — 4.* Exame de
Frequéncia extraordindrio — 41 de Abril de 1955.

4053 — Escreva a equagdo da hipérbole que passa
pela origem e cujas assintotas sfo as rectas x =1
e y=1. A hipérbole é equildtera? Porqué? Indique
o valor da excentricidade, determine as coordenadas
dos focos e as equagdes das directrizes.

Deduza a equagio do diimetro conjugade com a
direcgiio m e conclua que m + m' =0, (Utilize eixes
coordenados rectingulares).



