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Os espacos mélricos e a anélise cléssica:
o mélodo de ponto fixo

Com a publicacio do artigo intitulado, Os
espagos métricos e a andlise classica: o método
de ponto fixo, pretende a «Gazeta de Matema-
tica» criar uma secciio onde, de maneira tanto
quanto possivel acessivel e completa, sejam
expostos certos temas de Matematica que
entram no quadro das disciplinas professadas
nas nossas Faculdades de Ciéncias embora,
pela extensio dos programas dessas discipli-
nas, nem sempre nelas possam tomar o desen-
volvimento adequado.

A idéia nio é estranha aos objectivos que
sempre nortearam a «Gazeta de Matematica»,
pois o leitor pode facilmente encontrar em
nimeros anteriores da revista trabalhos de
M. Zaluar Nunes, A. SA da Costa e varios
outros colaboradores, escritos com essa ori-
entacio. S6 é novo o projecto de assiduidade
com que se pretendem publicar agora essas
exposicdes, — e isso justifica, supomos, que
ge crie uma sec¢do propria onde hio-de apa-
recer todos os trabalhos desta indole.

E claro que uma secgic com estas caracte-
risticas ha-de ser dirigida sobretudo (ou exclu-
sivamente) aos estudantes de Matematica das
nossas Escolas Superiores. E para que ela,
na verdade, lhes interesse, deligenciaremos
fazer uma sistematizacfio clara da matéria de
cada artigo ; oferecer meios de trabalho atra-

vés duma bibliografia completa e escolhida;
e, finalmente, chamar a atenciio para proble-
mas que com o assunto da exposigiio se pren-
dem, dando também, quando for caso disso,
algumas das suas aplicagdes. Este plano ndo
impde, entretanto, que se reproduzam demons-
tragdes demasiadamente longas, tiradas de
obras ou revistas de facil consulta; em tais
casos, sera preferivel remeter o leitor para
esses escritos.

Nio ha divida que uma secgéo desta natu-
reza vale na medida em que corresponde &
curiosidade ou &s necessidades dos seus lei-
tores. Por isso, e independetemente dos arti-
gos que estido previstos para serem publicados
nos préximos niameros, e cujos titulos se
indicario mais abaixo, a «Gazeta de Matema.
tica» prestard toda a atengdo e procurara
atender as sugestdes que nesse sentido lhe
comuniquem os seus leitores, considerando-as
mesmo indispensaveis para garantir a vida da
nova seccgio.

A seguir ao artigo acima citado, que foi
propositadamente escrito por J. Dionisio,
esperamos poder publicar os seguintes traba-
lhos : Equagdes diferenciais totais e equagdes
de derivadas parciais, por J. Farinha e
L. Albuquerque ; A dlgebra abstracta e a teo-
ria das matrizes, por J. Dionisio ; Principais
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propriedades da transformacgido de Laplace,
por J. Farinha; Teoremas fundamentais da
teoria da aproximagdo, por L. Albuquerque.
Mas o enunciado do titulo destes artigos nio
significa, porém, que ndo possa ser dada a

preferéncia a qualquer outro assunto que, de
acordo com o que antes dissemos, nos seja
sugerido pelos leitores da «Gazeta de Mate-
maticanr.

L. Albuguerque, J. Dionisio e J. Farinha

§ 1. Espacos métricos.

Seja £ um conjunto de elementos x,y,z,:--
em que se encontra definida uma relagiio de
igualdade por virtude da qual dois elementos
x e y ousho ignais, =y, ousdo diferentes,
x=y, gozando o caso de igualdade das pro-
priedades reflexiva (z=zx), simétrica (z=y
implica y = ) e transitiva (x=y e y==2
implicam @ =z).

Consideremos por exemplo o conjunto dos
pontos @,%,--- de um plano. Seja O um
ponto determinado deste plano e digamos que
é x=y se e 86 se x e y sio pontos de uma
mesma circunferéncia de centro em O. Esta
relagio é reflexiva, simétrica e transitiva e
é por isso uma relacio de igualdade.

A cada par ordenado (x,y) de elementos
do conjunto E fagamos corresponder um ni-
mero real J(x,y) nas seguintes condigdes :

3y) S(x,y)=0 seesose z=y;

%) 3z, y)<3¥(x,2) +3(y,2).

Dizemos entio que &(z,y) é a distancia
dos elementos ou pontos @ e y e que £ §é
um espago métrico. 6, e d; sio propriedades
conhecidas da distincia de dois pontos em
geometria (a segunda é a desigualdade trian-
gular). Sido os axiomas de distincia e destes
decorrem ainda duas propriedades igualmente
conhecidas :

8s) é(z,y) >0,

84) 3(x,y) =8(y,x).

Se em 3, fizermos y =a vem d(z,x) £
Zi(x,2)+d(x,2)=23d(x,2) ou, por 4,
0L238(x,2) donde d(x,2)>0, que 6 Js
com z em lugar de y.

Para deduzir d, ponha-se z=x em d:;
usando novamente 3; vem d(z,y)<L3(y,x).
Trocando = e y nesta designaldade (o que é
possivel por serem & e y arbitrarios) resulta
d(y,x)Li(x,y). Tem-se portanto d(x,y)<L
ZLid(y,x)£Ld(x,y) o que exige d(x,y)=
=d(y,).

No conjunto do exemplo de ha pouco defi-
na-se ¢(x,y) = diferenca (em valor abso-
luto) dos raios das circunferéncias de centro
em O em que estio situados os pontos x e
y. O leitor verificara que a fungio d(x,y)
assim definida é uma distincia, isto 6, que
ela satisfaz os axiomas J, e Js.

Consideremos uma sucesséio |,| de pontos
Ly Ly ees de um espago métrico .
Dado um nitmero =>0 e arbitrario, pode
acontecer que se tenha B(xm,m,.)<s para
além de uma certa ordem N(¢), quer dizer,
sempre que m> N(g) e n> N(e).

,a;'",-..

Dizemos entiio que a sucessido |a,| do es-
pago métrico £ verifica a condigdo de CaucHy.
Um caso particular importante de sucessdes
que verificam a condigiio de CaucHy é o da-
quelas que admitem um limite. A sucessio
zy| tem um limite x,limz,=z ou z,—x,

quando, dado =>0 e arbitrario, existe uma
ordem N(g) (dependente, como ¢ natural,
de &) a partir da qual, n> N(e), se tem
é(@,an)<e.

Suponhamos que }a3,| admite outro limite
@'. £ entio d(z',x,)<e a partir de outra
ordem N'(s). Tomando N'" igual ao maior
dos inteiros N e N', vem, usando dJ.,
(e, 2) L8 (x,xs) + (2 ,2n) <2e; mas
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¢(x,2") 6 um nimero determinado, ao passo
que ¢ ¢ arbitrariamente pequeno, logo
d(x,2")=0, donde, por &,,z=x'. Conclui-
mos que nenhuma sucessio pode ter mais
que um limite.

Demonstremos o que dissemos atras: que
sucessio |x,| com limite a satisfaz a condi-
¢io de Cauvcny. Tomando uma ordem N(¢)

tal que d(z,x,) < % para n> N(g), temos

0 (@m,@n) £ 0 (Fm,x) + 3 (xn,x) <e para
m=> N(e) e n> N(e).

Sucessiio que satisfaca a condi¢io de Cav-
cnyY pode, porém, nio admitir limite. 1 o que
se passa no conjunto dos nimeros racionais
@,y ,--- metrizado com a distincia ¢ (x,y)=
= |®# —y|, sempre que a sucessio conside-
rada tem limite e este é irracional. Mas ja
no caso dos numeros reais (com a mesma
funcio de distdncia) admitir limite é 0 mesmo
que satisfazer a condigio de CavcHy (teorema

de Caucny-BoLzaxo). Sempre que tal acon-

teca, dir-se-a do espago E que é um espago
métrico completo.

§ 2. Exemplos de espagos métricos
completos.

Vamos examinar neste paragrafo alguns
exemplos de espacos métricos completos que
adiante teremos necessidade de utilizar. Em
cada caso indicamos a func¢io de distincia
que se introduz, deixando ao leitor o cuidado
de verificar que ela satisfaz os axiomas ¢, e J.

(1) O espago K, das matrizes-colunas n><1.
As defini¢gdes fundamentais relativas as ma-
trizes-colunas

o= ﬂ?ln

o= g e

. .

Ly y n

(i ,y%, -+~ nimeros reais) siio as seguintes.
Matriz nula, @ =0, é aquela em que z; =
=gy =1+-+=ax,=0. As matrizes & e y sio

iguais se e 86 se a;=y;(i=1,..-,n). Soma
x + y das matrizes @ e y é a nova matriz
de elementos xy -+ y1, -+, @y + ¥n . Produto
ex do nimero real « pela matriz  é a ma-
triz com os elementos a®y, +«- ,aa,.

Mediante as defini¢des anteriores as ma-
trizes n>< 1 constituem um espago linear.
Introduzindo neste espago a funcio de dis-
tincia

3(z,y) = Izlla’l—yilx
obtemos um espac¢o métrico K, .

A distancia do ponto (matriz-coluna) 2 ao
ponto zero (matriz nula) é, por definigio, a
norma |x| de x: |x|=2¢(x,0).

K evidente que
e que

|z —ay|=|a| |2—y|
(teorema de THALES em K, se interpretar-
mos as matrizes-colunas como vectores).

K, é um espaco métrico completo.

Se a sucessiio

) = H-’.Emt

Lmn

satisfaz a condic¢iio de Caucny |z —2P) | <¢,

"
isto 8, D) |@mi — ax,i| <e para m>N(e) e
i=1
p> N(e), entio cada uma das n sucessdes
de ntimeros reais |&n:|(i=1,..-,n) satis-
faz a condiciio de CaucHY e tem por isso li-
mite : x; =lima,;(f=1,...,n). Estes n

Mm—»o0
limites @; sio as componentes de uma matriz-
-coluna @ que é limite da sucessiio ™. Com
efeito, é
|z —a™ =3 |z — 0| <e

=i
desde que |@ — @mi| < —(i=1,:++,7m), 0
n

que se da a partir de uma ordem conveniente
N{(e).
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(2) O espago m das sucessdes limitadas.
Uma sucessio de nimeros reais |E} diz-se
limitada quando existe um nimero M >0
tal que |&|<M(Z=1,2,...).

Designe m o conjunto das sucessdes reais
limitadas o= |&;},y={n|, .- e metrizemos
este conjunto com a func¢io de distincia

8(3131)“3‘:P1Ei““i|=

A distancia J(x,0) &, por defini¢io, a
norma |x| da sucessio x: |a|=sup|&;].

O espaco m é completo.

Seja @ = |t,;] uma sucessiio do espaco
m (isto é, uma sucessio de sucessdes limita-
das de nimeros reais: £y1,Ei, - -, 51,0
3Ea1, B0y« 5 E0i, --+) © suponhamos que ela
satisfaz a condicio de Caucny

a(;r(")’r(“)) = lup I imi = E.ni l <E ]
i

para m> N(e) e n> N(e). Temos entio
(*) |&mi—8ul<e (i=1,2,..-) para m,n>N(s),

logo a sucessio de niimeros reais &;;, £2i,
y*+*sEmiy - satisfaz a condi¢io de CaucHy.
Admite portanto um limite £;. B se fizermos
m — oo em (*), mantendo = fixo, vem

(**)  l&—bul<e (=1,2,--) para n>N(s).

Com os limites £; definimos uma sucessiio
x = |§;]. Esta sucessio é limitada, quer di-
zer, xem. Na verdade, fixando n> N(e),
resulta de (**)

{IEI'J—JEII‘II<|Ei‘HEIIi|<s’
donde
Gl <I|Bul+s <M, +¢,
supondo
|Gl <M, (i=1,2,..).
S6 resta mostrar que se tem x =lima, .

Mas é o que resulta de (**):
B(z,2") =sup |E — Eu| <e para n>N(s)

(3) O espago C das fungdes continuas num
conjunto fechado. Seja t uma variavel real

com valores num conjunto fechado D e con-
sideremos o conjunto das fungdes reais de ¢
continuas em D: a==x(t), y=y(t), z=
=2(t),--+. Introduzindo a funcio de dis-
tincia
8(w,y) = sup [z () —y (?) |
te D

obtemos um novo espago métrico C'.

O espago C é completo.

Com efeito, seja |a, ()] uma sucessiio de
Caucny em C. Dado >0, existe uma or-
dem N(¢) a partir da qual se tem

B (@ (1), 2. (1)) = —p | X () — 2, () | <=
e portanto

*) [ 2m () — 2 () | <e (te D),

0 que mostra que a sucessio de fun¢des con-

tinuas em D, (t),w2(t), -+ ,xn(t),---, 6

uniformemente convergente em D . Existe

pois (no sentido do Caleulo) lima, ()= (%),
nN=—>w

e a fungdo «(t) 6 continua em ). Fazendo
m - oo em (*), com = fixo, vem

|2 (t) =, ()| <e,
logo (sendo 7> N (g)),
3@ (0),2 (1) = sup|z(t) — 2 ()| <s,
teED

e isto mostra que a funciio x=x(t) 6 no es-
pago C limite da sucessido |a,(f)].

§ 3. Teorema de Banach

A cada ponto @ de um espag¢o métrico K
facamos corresponder um e um s6 ponto '
do mesmo espago. Fica assim definida uma
fun¢iio x'= U(x) de dominio % e contrado-
minio em K, que se designa por fransforma-
¢do ou operador U no espaco F.

Diremos que U é um operador de eontrac-
¢do quando se tem ,

3(a',y)<qd(x,y) com 0Lg <1,

quaisquer que sejam xe kK e ye k.
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- TEOREMA DE BaNacH. Se U é um operador
de contracgdo num espaco méilrico completo E
existe um e um 86 ponto x"eE tal que
ity ="

Por outras palavras. todo o operador de
contracc¢io num espago métrico completo pos-
sui um e um s6 ponto fixzo z=".

Dem. Tome-se um ponto o arbitrario e
construa-se a sucessio

(1) @y=U(wo), 2=U (@), > u=U @)y

Vamos mostrar que é uma sucessio de Cau-
cuy. Em primeiro lugar verifiquemos por
recorréncia que 6

(2) 8 (‘nn ? :rn—l) g qn—'l 3 {xi 2 3’}0) J

Para n=1, (2)é trivial. E partindo da vera-
cidade de (2) deduzimos

a (:cm}—l 1xn) =3 [U (93,,) ] U (I‘u—l)] <
éqa(:‘cns'r’n-l) <q"3[:31,1ﬂg) ]

que 6 (2) com n+1 em vez de 2.
Em segundo lugar, resulta da desigualdade
triangular (§ 1, d2) que, sendo n>m,

a (I“ ] :Em} < 8 (xﬁ ] xn—l) T
o 3 {xn—l » :cn—!) o ALEO 3 ("‘umi-l ] wm) 3y

donde, usando (2),
8 (2, 2,) < (¢ + "%+ o0 7 q") B (21, @)
Atendendo a que 0 ZLqg<1, temos

qn—l+qu—2+“,+_qmé q
1—g

]
logo

com k=38 (2, x) .

B) 3@,z <k

gm
1—¢

Quando m — o, o segundo membro de (3)
tende para zero. Por consequéncia, a suces-
siio (1) satisfaz a condi¢io de CaucHy.

O ponto limite da sucessiio (1), 2"=limx,,
n—=w

que existe por ser £ um espaco completo, é

ponto fixo- de U. Com efeito, temos

3w, U(x*)] < g8 (%0ey , =),
donde
lim3 [x,, U (+%)]=0,
quer dizer,
U@*) =lima, = a*.

Finalmente, se %* é outro ponto fixo de
U, temos

3(a%,y*) =3[U("),UE")]1<q3 (=" 9%,

o que 86 é possivel, por ser g<1, se
d(x*,#*) =0 e portanto &* =y*: o ponto
fixo é nnico.

Célculo aproximado do ponto fixo.

Se na desigualdade (3) fizermos n—oo e se
trocarmos depois m por » obteremos

@ 3, <k,

1—¢
Esta desigualdade é importante. Com efeito,
construamos a sucessio (1) a partir de um
ponto arbitrario ap. Se tomarmos , como
aproximagdio do ponto fixo ™ o segundo
membro de (4) dar-nos-4 um limite excedente
do erro cometido, avaliado este erro pela
distancia ¢ (@, 2*).

§ 4. Equagdes integrais lineares.

A equacio funcional

vk

M) e@=s@+2[ K@,9e@de,

em que o(x) representa a fungéo desconhe-
cida, é a equacgdo integral linear. O termo
livre f(2#) e o niicleo K(x,t) supdem-se
fungdes continuas no intervalo I={[a,bd] e
no rectingulo R=[aLe Lb,a Lt LDb],
respectivamente.

TeoreEMA. A equagdo (1) admite uma e uma
36 solugdo continua o(x) em 1 sempre que

[H{m—a)’ M—mgx]K(:,tH.
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Dem. No espago métrico completo C das
fungdes continuas ¢ (x),d(2), .-+ no inter-
valo 7/ a transformacio

b
Ll*(m)—f(ﬂﬂ)-i-l} K (x,8) ¢ (f)de

define um operador U(p) =¢. Temos
%
(0@ =@ = |+ [ K000 01
b
<IMM [ lei)—e)]dt,

e por conseguinte
S[U(91) y U(92)] =8 (41, d2) = 11;11}14‘1 (@) — 42 () |
<M M (b—a)sup | (t) — 92(8) |
tel
= | M| M (b—a)d(¢1,%2)
=3 (1,92

com ¢=|[A|M(b—a). Se |}|< 1

M (b — a)
6 g<1; U é6 um operador de contracgio e
admite por isso, em virtude do teorema de
BaxacH, um ponto fixo ¢(x), fungio conti-
nua em /. O teorema esta provado.

Ctleulo aproximado da solugdo.

Escolhido para ponto inicial em C a fungiio
identicamente nula 9,(2)=0, a sucessio

ot @ =1 @)+ [ K00

converge uniformemente para a solugio o(x).
E tomando ¢,(2) como aproximacio de o(x)
um limite excedente do erro cometido sera
dado pelo segundo membro da desigualdade

q’l
:t;r}itpn(z)~9(=c)i<k1—_~;
onde ¢ =|A|M(b—a) e k=max|f(x)].
xel

Exemplo. Considere a equaciio integral

1 1
@ () =x+mJo e*t g (1) dt.
Verifiqgue que possui uma e uma sé solucgio
continua 9 (x) no intervalo [0, 1]. Calcule a
segunda iteragio v;(x) e mostre que ela da
a solugiio da equagdo com erro inferiora 10-3.

(Continua no préximo nGmero)

O célculo das probabilidades e a teorizagdo
do comportamento econémico

por Gustavo de Castro

3. Resolugdes.

Todas as questdes que foram surgindo estio
ja resolvidas, ou vao ser resolvidas facilmente
se sbmente admitirmos a teorizag¢io anterior.
Assim a partilha das 64 pistolas devendo
fazer-se segundo os valores actuariais das
posigdes, segundo as expectagdes dos jogado-
res, bastara que se calcule a probabilidade
que cada tem de ganhar (ou, em rigor, a pro-
babilidade dum deles). O jogador que ja tem

(Continuagio do N.» 60-61)

dois pontos poderia ganhar em duas linhas
de acontecimentos, ou na 1* partida ou na
2* (neste caso, se o outro jogador fosse ga-
nhar a primeira partida e perder a segunda);
a sua probabilidade de ganho, soma das que
correspondem as duas modalidades, a segunda
das quais é uma sucessio de acontecimentos, é:

p=—+-S=2.

O jogador que tem um ponto sé6 ganharia se



