GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Mareuiricas Gerais — Exame final — Ju-
lho 1956.

4095 — a) Verificar que a imagem da fungdo
1

9y = 2» — 1+ — admite uma assintota e que esta se
€T

pode considerar limite da tangente.
b) Mostrar que os extremantes de f'(x) sdo abceissas
de pontos de inflexfo da imagem de f(x).

4096 — Determinar os planos que passam pela
recta x* = z=4 e que cortam a esfera de centro na
origem e raio 2, segundo as circunferéncias de raio 1.
Escrever as equagdes de uma das circunfer@ncias e a
equagdo da superficie cilindrica que a projecta para-
lelamente a 0X.

4097 — Transforme o polindmio =3 + 322 4 (3 —
— )@ + 3 — 2 noutro privado de 2.° termo.

Utilizando o resultado obtido, calcule A de modo
que o polinémio admita raizes iguais.

Calcule as raizes nesta hipdtese.

I 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 1.° Exame de
frequéncia (ordinédrio) — 7-2-1956

4098 — a) Determinar a expressio geral dos poli-
némios P (z) do primeiro grau tais que na decom-
22 + P (x)
(z—1) (2 +1)
numerador da fracgio cujo denominador é x2+1 seja

constante.

R: Kx+1

posigio de em elementos simples o

b) Determinar m por forma que a caracteristica da
quddrica xy + ys + o2 + x*+ my? sejaiguala 2 e
apresentar a sua decomposi¢io em quadrados.

R: 0 1 1b el .

:me= (.x: +§y+-§z) —Z(y—z)

¢) Aplicar a teoria da eliminagfo ao estudo do

sistema
234 bt —atx—atb=0
Bd—ax?—RrL+abr=0

R: As rafzes so x=a,x=—Db

4099 — Em que termos se pde o problema de inter-
polagio polinomial ?

Provar que hd apenas um polinémio que satisfaz as
condigdes do problema.

Descrever o processo para a obten¢fio dos coeficien-
tes do polinémio interpolador de Newron — f(z) —
e mostrar que este polindmio é independente da ordem
pela qual se dispde os valores de x. Justificar a regra
do ezig-zag» descrevendo a sua utilidade.

Que modificagdes sofrem os polindmios interpolado-
res de Newron e Laaravee quando os valores de x
estdo em progressdo aritmética de razio A7

4100 — Enunciar os teoremas de LarLice, escrever
as relagdes que os sintetizam e concluir destas a exis-
téncia da matriz inversa de 4 (n){n) (regular). Sendo
A~' a inversa de 4 qual é o valor de | 4| se A~ = 4*?
Justificar a resposta.

Provar que a inversa de uma matriz diagonal é uma
matriz diagonal.

Utilizande o conceito de matriz inversa deduzir a
solugdo do sistema 4 X = B (igualdade matricial) .

Relacionar a matriz adjunta de 4 com a matriz
inversa A1,

Qual é a matriz inversa da adjunta de A?

Justificar. .

- Provar que a transformada de inversa de uma matriz
6 igual a inversa da transformada dessa matriz.

L. 8. C. E. F. — Maremdricas Gerais — 4.° Exame de
Frequéncia Extraordinario — 20-3-56.

4101 — Dados uy=5,uy=10,u3 =20 e u3— —8
achar o valor de u; mediante a formagio da corres-
pondente tabela de diferengas. Justificar o processo
utilizado.

R: uy=—117.
4102 — Decompor em quadrados a forma
— a2 =3yt + 2+ 2ys—4daz+ By
Quais sdo os nimeros caracteristicos e o indice de
inéreia ?
Indicar como se determinam estes elementos sem

fazer a decomposi¢io em quadrados.

R: (x 4+2)’?+1 19 7 2462
= y L ﬁ( y— z)+ﬁz.
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4103 — Dados dois polimdnios A e B, indicar,
justificando, como se determina o seu m. d, c..

Enunciar o teorema de Bezour e deduzi-lo com base
na teoria da eliminag¢fio. Provar que divisor de 4 H,
primo com A, divide H.

Aplicando a teoria da eliminagfo, determinar para
que valores de m tem raizes comuns o sistema

2 —202 - 42
3 —8x2—x4+m+41
e calculd-las
R: m=2 e m==5. Para m—2 as raizes comuns
sio 1 e —1 epara m =5 a raiz comum € 2.

4104 — Provar que um determinante nulo, sendo
diferente de zero o complemento de certo elemento,
a coluna desse elemento é composi¢fo linear das res-
tantes colunas.

Definir matriz simétrica de A e provar que A4 4*
é simétrica; mostrar que, em geral, o produto de duas
matrizes simétricas 8¢ é matriz simétrica se os facto-
res sfo permutdveis.

Antemultiplicando o sistema 4 X = B por 4*
deduzir uma regra para resolver A*AX = A*E em
funcdo da solugiio do primeiro.

I. 8. C. E. F. — Mareudricas Gerais — Exame final
— Milicianos —17/12/55.
4105 — O polinémio f(z) de grau inferior a m+n
verifica as seguintes condigdes :

F @)= (@)= s =] ™ (1) =0, [ (1) = (m—1)!
S (22) =f" ()= o0 =0 (29) =0, [ (2g) = (n — 1) !
Utilizando a decomposigiio da fracgio

1 (=)
(z—21)" (x—zp)"
expressio analitica de f(x). Indique as raizes de
f(x) e os respectivos graus de multiplicidade.

£ (x) 1

(x—xp)™ (x —x2)"  (x1—X2)"(x—X)

em elementos simples, determine a

,—_— e
(32 —x1)" (x—x2)

e porianto
X—Xs

f (x) = (x —_ xi)"'" (X—xz)"_’ [{xi_xz)ﬂ s (xj:::)m].

O polinémio tem as raizes xy de multiplicidade m—1,
x; de multiplicidade n — 1 e a raiz simples
Xp (xp — X1)™ + Xy (x4 — Xp)"
(x2—x1)™ + (x4 — x,)"

4106 —Sendo g(x)=1+2x+322+ - +na 4 ...
mostre que f(z,y) =3y*+ 3y + 49 (x) =0 define
uma 86 fungdo y(x), qualquer que seja = compre-
endido no intervale de convergéncia de g(z).

Determine o sentido da concavidade de g(z) no
ponto P(0,—1).

8
R: f'x(X:Y)“{l—_.x—),|x1{1f'r(xd’)'=3(y2+1)¢0
portanto f(x,y) =0 define y (x) desde que |x|<<1.

dz
Como (E-x—};) << 0 a concavidade estd voltada para
Baing 0,—1)
4107 — Dado o determinante |a] a} aj|=-5
2 3 1
1 1 -1

calcular os elementos da 1.* linha sabendo que os
complementos algébricos da 2.* e 3.2 sfo, respectiva-
mente: 1 —2 —1, —3 1 3.

R: al=1 aj=0 aj=1.

I. 8. T. — Maremirica Gerais—4.° Exame de Fre-
quéncia — 1954-55

4108 — 12 dada uma sucess3o aj,az,...a,... que tem
por limite . Provar que a sucessfio ayy ,asp,aqp" **
tende para o mesmo limite.

4109 — Diga que valor deve ser atribuido & fun-
cosx—1

¢io no ponto =0 de modo que a

e*—1—senwz
fungdo seja continua.

4110 — Dada uma sucessfio ajazaz... que tende
para o limite = mostrar que sfio iguais o limite supe-
rior dos nimeros ¢, para os quais hd infinidade de aa
que lhes sdo superiores e o limite inferior dos nimeros
n para os quais hd apenas um nimero finito de aa que
lhes sdo superiores.

4111 — Se num grupo de ordem p" onde p é ni-
mero primo, C'; é o nimero de classes de conjugados
com p* elementos, em particular €, o mimero dos
elementos do centro, entfio é p*=C,+ Cy,+ Cop+ - —.

Prove que o centro dum grupo de ordem p" nfo ge
reduz ao elemento unidade.

4112 — Dados 2 elementos a e & que comutam
entre si, pertencentes a um dominio de integridade
com elemento um e caracteristica a prove que
(a Tk b)ﬂ?_ atT + bﬁ-'l.

1. S. T. — Maremiricas Gerais — Exame ordindrio —
24-6-1955.

4113 — Poderd ser convergente a série de termo

14+2i4+n

eral i indrio ———
geral 1magindrio R TR
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4114 — Escreva as equagdes que resolvem o pro-
blema seguinte :

1) dividir 20 em partes tais que o produto do
cubo da primeira pelo quadrade da segunda
seja maximo ou minimo.

4115 — Determine a equagiio do cone de revolugio
cujo vértice é: (0,1,0) e cuja geratriz faz 45° com
o respectivo eixo, este iltimo suposto em OXY.

4116 — Determine a caracteristica da matriz

—1 0 5 9 b
— 2 1 v S R
-1 0 5 9 5

3 -9 12 9 3

4117 — Resolva o sistema

ax — y + =z = 2
x —2y 4+ = 0
22 — y —2z =-3

4118 — Se K ¢é um corpo considere o dominio de
K[xz,y]. Mostre que se tem (x):(y) = (x)

4119 — Mostre que os anti-automorfismos e os auto-
morfismos dum anel formam um grupo de transforma-
¢bes no qual os automorfismos sio sub-grupo inva-
riante de indice 1 ou 2.

GEOMETRIA

F. C. L. — Geomerria Descrrriva — 1.° Exame de fre-
quéncia — 1954 - 1955.

4124 — Sejam «,B,2',B nimeros reais. Consi-
dere o conjunto dos pares («,f) e defina nesse conjunto
uma soma pela lei seguinte

(,B) + (2", B)=(a+<',B+ B)

Mostre que a correspondéncia (z,fl) +2, é um
homomorfismo, e determine o seu nicleo.

4125 — Determine o grupo dos automorfismos
de um grupo ciclico finito.

4126 — Considere um plano obliquo qualquer.

I. S. T. — Marewiricas Gerais — 1.° Exame de Fre-

quéncia — 3-3-1956.
z—1 y—1

1

4120 — Faca passar pela recta

—0
v um plano que diste 1 da origem. Determine

o dngulo desse plano com o plano =0y

4121 — Discutir o sistema de equagdes lineares

v+ 2y— z=k
dx+ y—23=2
—2 4+ y+ z=K

em fungdo de k.

Determine as solugbes positivas do sistema quando
o sistema é compativel. Se as equagdes do sistema
representassem planos, em que condigdes os planos
formavam uma superficie prismdtica ?

4122 — Resolva a equagio af — 1 = 0. Quais as
raizes primitivas ? :

4123 — Mostre que o afixo do complexo z=a + b.¢,
em que a e b 8o constantes complexas, descreve uma
recta quando ¢ varia de — ©° a + ©©. Qual a equagio
cartesiana dessa recta? Que curva descreve o afixo

1
de —7?
2

DESCRITIVA

Determine o seu trago no By, utilizando uma recta
de perfil do plano.

4127 — Dadas 3 rectas nfo complanas duas a duas,
mostre, construindo, que é possivel haver um recta
paralela a uma delas e que encontra as outras duas.

4128 — Dadas 2 rectas, uma paralela ao B,,; e
outra paralela ao B;,; conduzir por um ponto nio
pertencente a nenhuma das rectas dadas, uma recta
parela ao B,,, que as encontre.

Observagdo: Resolver o problema sem recorrer a
L T, no caso em que tiver solugdo.

Enunciar a condigdo necessdria e suficiente para
que o problema tenha solugdo.

ALGEBRA SUPERIOR

F. C. L. — Avcesra Sueerior — 1.* Frequéncia —
15-3-56.

4129 — G ¢ um grupo -0 e § um invariante
-0 de G. Suponhamos que |G/ = 656,06,

5...D6, = ()| ¢ uma série de composigliode G, e
suponhamos que

19D 9D D H = (=)}

¢ uma série de composigiio para §.
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Diga se & tem série de composi¢do e construa
uma tal série.

4130 — Seja $ um invariante em @& (Q vazio).
Mostre que =G < § em que G =B/%, se e s6 se
existe um endomorfismoe E, tal que » E - =, para
todoo 6.

4131 — Seja M um mddulo com respeito a S
(anel simples, com elemento um, e completamente
redutivel). MM tem um ndmero finito de geradores.
Supondo que um é operador unitdrio em 2%, mostrar
que M é completamente redutivel, e cada submdédulo
¢ isomorfo de um ideal de &.

4132 — Diz-se que o ideal & é primo, se o facto
de R =a-&,implicar, aC N, ou ECN. Mostrar
que qualquer ideal impotente estd contido em ideal
primo.

4133 — Mostrar que se a ¢ anel regular com um
s6 idempotente, ele é o elemento um. Mostrar ainda
que a ¢ simples, e ver se é ou nfo anel de divisfo.

F. C. L. — Arocesra SuperIoR — 2,° Exame de Fre-
quéncia — 1.* chamada — 11-6-1955

1

4134 — a) Decomponha em quadrados a forma qua-
drdtica seguinte :
2;\51 :cz—-E:\:; x4 + 61‘23.’53 = 3:z:§ + 21’3&4
b) Reduza a quddrica a4 forma candnica.

11

4135 — Seja f(x) um polinémio real de raizes
74y ra,eer, € designe F (z) o polindmio de raizes
— (r; — )2 (i k). Mostre que F' (x) tem também
coeficientes reais.

Sendo F'(x) completo de coeficientes todos positivos,
prove que f(z) ndo pode admitir raizes imagindrias
nem iguais.

Mostre que, reciprocamente, tendo f (x) raizes reais
e distintas F'(x) é completo e apresenta varia¢Ges nos
coeficientes. Determine a equa¢do F(x) =0, corres-
pondente & equagio

f(@) =2 +px+g

exprimindo os coeficientes de F'(x) nas fungdes simé-
tricas fundamentais das raizes de f (x).

Deduza dos resultados uma condig@o necessdria e
suficiente para que a equago real f(x) =0 tenha um
par de raizes imagindrias.

11

4136 — Sejam A4 e B (reais) 2 matrizes quadradas
(n><n) e designe A um valor préprio de 4 B .

a) Prove que A é valor préprio de B A.
b) Mostre que existe uma matriz coluna X nio
nula satisfazendo 4 equagfo matricial

BX=241X,

Considere em particular a hipétese de A e B serem
matrizes simétricas, sendo A matriz de forma quadrd-
tica definida positiva.

¢) Que se pode afirmar dos valores préprios de A7

e dos de A—'?
d) Prove que nas condig¢des indicadas, A é sempre
real.
I¥
4137 — Seja

T) B8y () 5 80y (2) 50+ 82 (2) 5 81 (%) , 80 ()

uma cadeia principal propria da matriz |4 + = I|
(A é simétrica real e de ordem n). (Em cadeira pré-
pria dois A; consecutivos nio sfo idénticamente nulos).
a) Quantas varia¢des perde a sucessfo T) na pas-
sagem de —co a + co?
b) Estude o comportamento da sucessfo na pas-
sagem por um ponto ¢ que ndo anula A, (z).
¢) Prove que A, (x) tem exactamente n raizes reais.
d) Mostre que se g 6 raiz de multiplicidade « de
A, (x) é de multiplicidade « —i para a,_;
(G=1,2,ca=—1)
e¢) Em que condigdes pode T) considerar-se como
uma sucessdo de Stumm ?
Comente os resultados para o efeito do estudo dos
valores préprios de 4.

F. C. L. — Areesra Suveerior — 2.° Exame de Fre-
quéncia — 2.* chamada — 15-6-1955.

I

4138 — Sejam r,;,7y,7; as 3 raizes de equacdo
23 + px + g = 0. Construa, utilizando a teoria das
fungdes simétricas a equagfo cujas raizes sio

ay = (r1—73) (r;—73)
az = (rz — 71) (ra — 73)
ag = (r3 — 7y) (r3 —72)

1I

4139—Seja f (z) um polinémio de grau n, com n
raizes reais e distintas:
a) prove que f(z). f"(x) <O qualquer que seja a
raiz « de f' (x).
b) Designem g (x) e r () o cociente e o resto da
divis3o de f(x) por f (z) . Prove que r (z) ¢é de
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grau n— 2 e as suas raizes separam as de
J'(x) e que as raizes de g (z).r (x) separam
as de f ().

¢) Prove, pelas condigdes indicadas, que a suces-
sio de Fourier de f(z) relativa ao intervalo
(— oo, + o0) é uma sucessio de Sturm.

d) Fagca pelo método de Sturm a contagem das
raizes reais da equacgio

B +bpad+5plet+1=0.

111
4140 — Sejam H,,H,,.--Hp com Ju.—(:f) 0s

menores de ordem r da matriz 4 (»><n) contidas
nas suas r primeiras linhas e K, ,K,,::+, K u 08 res-
pectivos complementos algébricos.

a) Por que motivo é

P [
|AA*|-(2H‘Ki) (EH;IG)?
1 1

b) Considere a hipétese das » primeiras linhas,
constituindo a sub-matriz B, serem perpendicula-
res as restantes » — n formando a sub-matriz C.

Justifique as segunintes ignaldades:
- -
|AA’|.-|BB"[|CC"I—(EH? (EE? -
1 1
¢) Deduza do confronto das rela¢des anteriores que

2(H; K, — H;K)? =0 (CE25)

e que, portanto, nas condigdes indicadas, cada
menor H; é proporcional ao seu complemento
algébrico.

d) Comente deste ponto de vista o comportamento
de uma matriz 4 ortogonal.

v

4141—a) Proveque S* C S é matriz simétrica sem-
pre que C seja matriz simétrica.

b) Mostre que se A (n><n) é decomponivel num
produto A == B C de matrizes simétricas o mesmo
acontece com qualquer matriz semelhante a 4.

¢) Tendo em atengdo que

"0... 027 [00...0017| = |20 ...0°
0... a1||00...010 1y 250
s T U Pt e e 01xr---0
53 goc0i ros000:] 4 L0 12

demonstre que toda a matriz quadrada é decom
ponivel num produto de matrizes simétricas.

d) Mostre que a matriz simétrica real, definida
positiva é congruente com matriz identidade por
transformagio real. Conelua daqui que na decom-
posi¢io

A=DBC
sendo B e C matrizes simétricas reais, B 86 é

definida positiva se 4 for semelhante a uma
matriz diagonal real.

GEOMETRIA PROJECTIVA

I

F. C. L. — Geomerria Prosecriva — Exame final —
1.* época — 2.* chamada — 7-1955.

4142 — a) Defina elementos conjugados e elemen-
tos polares em relagdo a uma cdénica. Indique como
uma cdnica pode determinar involugdes sobre as for-
mas de 1.* espécie do seu plano. Defina figuras polares
reciprocas em relagio a nma conica e diversas auto-
-polares, enunciando os teoremas que a estes respeitam,

4143 — b) Defina homologia plana, enuncie o teo-
rema que permite definir a sua caracterista e o respec-
pectivo coroldrio. Defina uma homologia especial e
uma homologia horménica. Enuncie as proposigdes
que respeitam As rectas de fuga de uma homologia e
defina as homologias particulares que conhece.

4144 — ¢) Defina quddricas regradas, enumere-as,
enuncie os teoremas que respeitam s quddricas dupla-
mente regradas e indique o mimero de rectas neces-

sdrias para definir uma quddrica duplamente regrada
e qual a sua posicio relativa.

1I

4145 — a) Defina uma homologia que converte a
circunferéneia circunscrita ao tridingulo rectingulo
[4 B €] dado, onde A =90° ¢ AB =4 C, numa’
hipérbole equildtera com eixo paralelo i recta B C.
Eixos, assintotas e vértices da hipérbole homoldgica.
Tangentes paralelas a uma direcgfo escolhida.

4146 — b) Considere um A[M N P] isdsceles

M N = M P e apardbolapassando em N e P, e nesses

pontos tangente a M N e M P respectivamente.
Determine :

a) o eixo e o vértice da pardbola.

b) a tangente paralela A recta 3 V sendo ¥V o vér-
tice pardbola.
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ANALISE INFINITESIMAL

F. G. L. — Civcuro InFrsrrésmarn — 2.° Exame de
Frequéncia — 2.* Chamada — 30-4-56.

4147 — 1. Determine os extremos da fungio

u=ayz[l—(z+y+2)].

4148 — 2. Estude os pontos singulares e a envol-
vente da familia de curvas = (x—1)*=(2—z) (y—2)%

4149 — 3. Considere a equagio

onde u ¢ fungdo de =,y e = e sejam £,7,L novas

varidveis dadas por § = = )= 4 ,t=2. Expri-
z z

mindo du nas varidveis x, ¥ e z e depois em £,
m e %, aproveite os resultados para achar a trans-
formada da equacgio dada quando «,y,z se substi-
tuem por §,+4,{.

4150 — 4. Enuncie o teorema relativo &4 existén-
cia e derivabilidade dum sistema de fun¢des impliei-
tas e deduza as expressdes das suas derivadas de
primeira ordem em relagio as varidveis de que
dependem.

4151 — 5. Defina indicatrizes esféricas relativas
a3 uma curva torsa e os vectores que considera para
as suas definigbes; escreva a expressio das compo-
nentes de tais vectores relativas a um ponto de uma
curva torsa definida por equagdes paramétricas em
coordenadas cartesianas.

4152 — 6. Escreva a equacfo vectorial das super-
ficies regradas. Indique o significado das grandezas
que nela figuram ; defina superficies empenadas e sua
linha de estricgfo e enuncie a lei de CrasLes que res-
peita a tais superficies.

I 8. C. E. F. — Ax{uise Mareuirica — 2.* Prova pra-
tica — 3-5-1955.

4153 — Mdximos e minimos dasuperficie de equa;aﬁo
z=03+ 93 —-3ay.

R: O sistema das duas primeiras derivadas par-
ciais 3x2—3y=0,3y2—3x=0 tem as solugbes
A (0,0),B (1,1). Esecreveram-se os resultados a formar
o segquinte quadro

A (0,0)|B (1,1)
0z 0%z
= —— = .2-—- -=—=B -aO‘ r:tﬁ
P % 3x2—-3y |r I x
0z ’ d*z
-l Byi=B - i | e
q ¥ 3y xzlty 320
0z ‘
t=—=6 =0 |=6
oy? y
s2—rt >0 [<0
No ponto A (0,0) néo hé estremo e no ponto B (0,0)
hi um extremo; por serem ‘—;1 e :;zz}() hd um mi-
nimo igual a f(1,1) =—1
4154 — Em que se transforma bza f dz‘f
dyz amz

quando se faz a mudanga de varidveis u= v+ bz,
v=y—bx?

R: A fungdo f(x,y) transforma-se em F (u,v)
e vem

OF OF
dz=d—udu+6_d =——(dy—|—bdx)+—{dy—bdx)——-
dE =g K dF JF of
b——b-——)dx dy= — ot
(611 dV) +(du dV)) Jx o +d)’dy
donde resulta
of oF oF of oF ¢F
FERLC T =8 e

of

f
Caleulando as diferenciais de i— e — temos
dx 9y

£ 2 0 2
d(i.)=bd du+b 0 dv—b Ll du —

0x ou? dugv dvou
_b‘:}_Fa ( r;zuz_bddvj) @y +bdx) +
+(bddn:v ‘::;)(dy bdx) =
(e e
+(b%—b%+b§—£— %)d
—%d +%}-’dy

donde resulta

o2 f h(aw #F  OF a*F)

azt~\gw " Juov avou T ow
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Andlogamente
8-S s TP
“(anz BT )(dy+bd )+(; ;‘v i;vz){ ¥
—bdx)= ( t; b;—:;; bdal:dv b?;vz)dx+
: 2 2 R
(5 + 3795+ aw * w47
2
“aiafxd" gyfzdy
donde resulta

i SR A o et
9yt 0w " gvou guav T ovE

Agora, vem imediatamente com os valores achados:
2f 2f 2 F 2 p
B a2 _é‘___)
SEEESGR S Jugy  Jvou

4155 — Calcular o volume do cilindroide cuja base
em XOY ¢ o segmento determinado na pardbola
y2=8x pela recta x=2, e cuja tampa é o plano
y+z=3.

R: O volume do cilindroide é dado por

V:ffzdxdy
A

onde A éabasee z="1(x,y) €a equacio da tampa ;
mas no caso que se estd a considerar, a eguagio da
tampa, z=3 —y , muda de sinal nos pontos de A e deve
d por-se o seg to de parabola em duas partes por
mewo da recta y =3 trago da tampa no plano da base.

Fizando entdo y entre —4 e 3, as rectas para-
lelas a O X cortam a fronteira da base em pontos de

2
abeissa —'Yé— e 2. Logo, o integral duplo relativo i

parte Ay da base onde z >0, serd

g
Viuffzdxdy=- dyf(3-—-y)dx——*:
A —4 P
8
3 1
=y e el A P
f:( et dr iy

27 81 43 44
— - — 4+ —4+24416— — — —
18 —9— 3 + 3 + 24 + 3 3
1029
€ vem Vi— TR

O integral duplo relativo a parte A, da base onde
20, serd

- e 2

Vz—f —zdxdy——‘j dy B—y)dx=
Az 3 ﬁ
8

“(e IEELAIAT .
Ja Yog T bgyjarmg

1034

Entéo, V=Vi+ Vo= 33

Fizxando x entre 0 e 2, devido & naturesa da fron-

teira da parte Ay, as rectas pararelas a 0Y cortam
a fronteira de Ay em pontos de ordenadas — {/8x

- 9
e +V'8x, sempre que x estiver entre 0 e -é-; as

rectas paralelas a 0Y cortam a frontiira de Ay em
pontos de ordenadas — \/ 8x e 3, quando x se con-

9
servar entre 7 e 2. Portanto,

a
8 Vs
V= fzdxdy=-f dxf B—y)dy+

o A ] -vix

= 8 1029

- dxf 3—y)dx=—

o= [, e—nax=Tg
.1

Para a parte A, da base onde z<0, vem

e Vs
V= f—zdxdyﬁu—f dxf (B—y)dy =
Ar a3 3 32
8

I. 8. C. E. F. — Axduise Maremirica — 2.* prova pra-
tica — 4-5-1955,

2
4156 — Em que se transforma a soma (g—:) -

z\2 ot e

+(3—) quando se faz a mudanc¢a de varidveis
y

r=1u-cos0—vsend, y=1u-send 4 vcosh?

dx =du cos 6 — dv sen

dy =dusen6+ dvcosh

du = dx cos 6+dy sen b

R: Diferenciando temos

[vend.
e resolvendo {dv=—dx sen 6 + dy cos 9.

Como a fungio z=f(x,y) setransformaem F(u,v),
temos

F E
dz‘%‘d +ad—d ==a_—-(dx cos 0 + dy sen 6) +
F F
L %—; (—dx sen 0+dy cos 6) = (g—u cos a-—j— sen a) dx 4

-+ (%gseno—f %coas)dyu %—dx-{— :—;dy
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donde se conclui

of oOF i) of OF oF
_J;g-é;c o—wsana é-;n—é—uesena+3=;cuna.
Portanto
2z 2 FoF
(g_;) z+ (j—;) = (‘Z—E‘) cos!n-23~u%-;senn cos f-+
M\ 2 oF gF

o F\2 0
L == = 2 S e
T(t)\') sen30+(du) sen B+2dn _avsenacosﬂ+

o F\2 dF\2 [gF\2
T gl ol 7
it (6") vy (du) % (d")
4157 — M4ximos e minimos da superficie de equa-

33 x3 ax? . 2
Sl e e e -— —_— n
3+(3+2 4)3; x 3:|=+1 +
R: O sistema das duas derivadas parciais x (x +

¢ldo z=

x3 x2
+1){)’—2)_0:)’2+?+?—4—0 tem as solu-

3 23
ches A(0,2)B(0—2)C(—1,\/-;-) D(—l,— F)
E (— 7 2) . Os resultados encontram-se no seguinte

quadro:

pP= 3_: =x?y+xy—2x2-2x |r= g =2xy+y—4x—2 |

oz x3 x2 2
= — emyl4 — —_— = =x2?
q 3 y+3-§-2 4|8 s x24-x

Pz
te= — =2
oy? ¥
23
A(0,2)[B (0,—2) C(—l, 5
| 23
- =—4 = —_ —
r|=0 2 \/Z>o
B —0 u=0 l:nﬂ
23
s2—rt| =0 =— 16 <0
23 3
D\ -1,— Sl e
(V-39
23
r|=2+ 3 =0
3
Si:lo = —
t 2 8 4
—— T —
s2—1t|{=0 =0

Nos pontos D e E ndo hd exiremos. No ponto C
2z 0’z

0% © oy?

23
¢ um minimo z-f(—l,\/;-). No ponto B hé

um mawximo de valor z=1f(0,— 2). A forma quadrdi-
tica correspondente & sequnda derivada no ponto A ,
reduz-se a o (A, r2) =433 e, vem sempre positiva para
todos os pares (M ,d20) e 56 se anula para 23 =0.

ha extremo e como sdo positives o extremo

. x
A superficie tem secges com minimos nos planos =
1

= yl;? (22 5= 0). O estudo prossegue apenas com o plano
2

3 i

y =23 =0). Tem-se: %J@EO e g—):).‘}EO e to-
das as outras formas sdo identicamente nulas em A\,
com iy =0. A secgdo que a superficie tem no plano
y = 2 reduz-se a uma recta. Portanto, a superficie tem
no ponto A (0,2) wm minimo no sentido lato ou largo,
com o valor z=1{(0,2). Os minimos da superficie
dispiem-se ao longo da recta: y=2,z=1(0,2).

4158 — Calcular o volume determinado pelo plano
x =0 na superficie de revolu¢io gerada pela revo-

luglo da curva ¥2+2p(x—a)=0,z=0 em torno

de OX.
R: A superficie € um paraboloide de revolugdo e o
volume do sélido ¢

v.ﬁaxfﬁmdyaz_J:'ax[n(‘/_z—p(m)ﬂ]

onde 8 (x) representa o circulo determinado no para-
boloide pelo plano x =K com K entre 0 e a. Tem-se

fﬁ( )dydz—« V=2p x—a))?

visto que esses circulos tém raio \/—2p (x—2); este
raio € real visto que 0<x<a. Resulta

. 2 a
V—'n:[ —2p{x—a)dx——2p-n:[x——ax:| —alpr.
Jo 2 o

I. 8. CG. E. F. — Ax{vise Maremitica — 2.° Exame de
frequéncia — 1-6-1955.

4159 —Dado um sistema de m equagdes a m+n ined
gnitas
Fi(@gy @2,y s Y1y Y2,y Y) =0 (F=1,2,---,m)
enuncie as condigdes em que ele se pode resolver nas
incégnitas @y ,x3,::,x,, expressas cada uma nos

Yis¥25-*y¥s”
Considere-se o caso particular

Fy=y;— fi (1,224, m)-o {£=l:2:“‘$m)
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o demonstre, & luz da proposigio anterior, a relagio
que hd entre os iacobianos
0 W1 y2Ym) O (x1a20--2,)
0 (@@ emn) " 0 (Y12 Un)
Em que condigdes o sistema
2 —aty —z3 =0
{w’ +y+az=0

(a é um pardmetro real)

define uma curva em torno da origem ? Considere a
familia de cilindros que projectam aquelas curvas
sobre o plano ¥ O Z e determine o cilindro envolvente.

R: As condigles enunciam-se assim:

Dado o sistema de m equagbes a m + n incégnitas
Fy(x1,%25 3 Xmy F19 Y25 "3 ¥u) = 0 (i=1,2,..)

1.9) seo sistema € verificado no ponto Py (x§,x§,--+,x8, ,
¥9:¥3,:--,¥0) de Ryy

2.°) se as fungdes F; sdo continuas no rectingulo
centrado em Py
|y —¥3l<b, |x,~x!|<a q=1,2,---;n r=1,2...;m
e neste rectangulo, admitem derivadas parciais continuas

OF,
0x,
8.°) se o determinante funcional
0 (Fy,Fpyeeey Fi)
0 (x1,X2,%0, Xp)

€ diferente de zero no ponto Pg (x§,x3,++-x% ,57,-+-y9)

Nestas condigbes existem m fungdes

X, =0 (y1,¥2)"*1¥n) (r=1,2,.-m)

definidas, finitas e continuas, em certo rectingulo de R,

centrado em Qg (y3,y3, -+ y1) e definido pelas desigual-
dades

. G=1,9,,m) (r=1,9,+,m)

[ Yol (q=1,2,-+,n)
A solugdo indicada € tinica, e toma em Q, os valores x?.
Para aplicar esta proposi¢io ao sistema particular
Fi=yi—fi(xg, %2, %) =0 (i=1,2..-,m)
supomos que em certo ponto Po(y},y3,---,y%,x{,
X970+, x0) se tem
o(Fy,Fa,:--,Fp) = 0 (Y1,¥2,°**¥m) +0
0 (X1,%X2;, 3 %m) 0 (X1, %2, Xn)
e ainda as outras condigies indicadas; entdo, existem
Jungies
X =6 (¥1,¥2,**3¥m) (r=1,2..-.m)
Ora, entre os iacobianos his a relagdo sequinte
0 (Fi 3 Bzymee Fy) | o(Fy Fz:"‘ 1 F)

9 (¥1:¥2 "1 ¥m) &' 0%, (Xa0 =+, Xp)
0(x1,%2,°+,Xp)

0(Y1,¥25 " 3¥m)

donde resulta imediatamente, na vizinhanga do ponto
Qo (¥1,¥2,* ¥m), @ relacdo

L OGTaeYa) 0 (Su%e ey )
0 (X1 X2,y Xp) 9 (¥1Y2y** 1 ¥Ym)

O sistema

{xz—azy—z3=0
x2+yd4+az=0

e satisfeito pelas coordenadas da origem, e a matriz

Juncional
2x — a? — 38z?

2x 8y? a

— a2 — 8z2

tem caracteristica dois, visto que :
| 8y2 a

na origem, se a 5=0
Entdo existem duas fungbes

{y =y (®)
zZ = z (x)
que sdo equagies paraméiricas da curva, interseccdo das
duas superficies nas vizinhangas da origem.
Os cilindros projectantes sio os que tém a equagio
obtida eliminando x , isto ¢: aly + 22+ y3+4az=0
Derivando esta equagdo em ordem ao pardmetro a;
2ay +z =0 e a eliminagio do pardmetro conduz ao
cilindro envolvente
z2 ’ 2 zt
AR R T
ou z22(y—1)+y4i=0

4160 — Diga o que se entende por cilindroide de
base quadrdvel a determinado por z = f(z,¥) .

Quando é que este cilindroide é cubdvel, e qual é o
seu volume expresso como limite dos volumes de
poliedros ?

Demonstre que a condigfo necessdria e suficiente
para o referido cilindroide ser cubdvel, é que f (x,y)
seja integral em A.

Se a fronteira T do dominio A é a curva formada
pelo arco 4B da pardbola y2 =z, e o segmento de
recta AB onde 4[4,2] e B[4, —2]; se a funcHo é
z = axy? + yi; justifique o facto de se poder exprimir
o volume do cilindroide com o integral curvilineo

v
[(r=0)

Calcule o volume do cilindroide.

R: O cilindroide C € cubdvel, se e s6 se, existe uma
sucessido de poliedros contendo C e de wolumes P,, e
uma sucessiio de poliedros coniidos em C e de volumes
P., de tal modo que a todo o & >0 arbitrario, se pode
Jfazer corresponder N tal que

P,—p.<& para n>N
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O volume de cilindroide € entiio V = lim P, = lim p,
O volume pode exprimir-se com aquele integral cur-

99
wilineo devido & formula de RieMaxs: ff‘ ;dx dy =
v ﬁ

=.er(x,y)dy.

Tem-se :

4 g

f (%3”+x_v‘) dy=jf (xy*+yhdxdy =

fd F 21yh)d 2fd + )V‘
'{f_x(xy yt) dy== x(!-g 5/,

9 1 fﬂdx 2&.2_ 91
g (3+3,D“ =557

216. 3 3.9216
AT DBt T

4161 — Defina ponto ordindrio e ponto singular
duma curva plana; diga como se estuda a curva na
vizinhanga dum seu ponto singular e classifique as
singularidades.

Indique a natureza dos pontos singulares da curva

@ (22 + y?) = a (4 + 3a?)

R: Sef(x,y) =0 € a equagio da curva, as condi-
o df 9f
gbes f(xq,y0) =0e (;—)0:#0 ou (dy)o =0
permitem afirmar a existéncia dum arco de curva con-
tinua passando por P (xy,yq) e admitindo uma tangente
ordindria nesse ponto que serd um ponto ordindrio da
curva.

Sef(x,y) =0, &

| P A S T L
’ox "oy

num mesmo ponto, o ponto € singular.
A féormula de Tavior, na vizinhanga dum ponto

= 0 simultGneamente

singular
f h k) = 6fh+at )+
(x+h,y+ (a T
af' df af (n}
+—k . 3
il 2o (g e
+Rn+1(x)

permite estudar a vizinkanga da ponto e determinar as
tangentes.
A curva tem um ponto isolado na origem.

4162 — Defina curvatura duma curva, tanto no caso
da curva plana como da curva torsa. Diga o que é a
circunferdneia de curvatura e deduza as expressdes
mais correntes do raio de curvatura.

Como determina a evoluta duma curva plana e que
relacdo tem ela com os conceitos anteriores ?

I.S. C. E. F. — Ax{uise Maremirica — Exame final
escrito — 15-10-1955.

4163 — Prove que o integral indefinido de Riemans
é func¢do continua e estude as condigbes de existéncia
da derivada.

Calcule a derivada da fungio

(=)
f (@) dw

alz)

F () =

Qual é o valor da constante a qne torna racional a
primitiva de
(x —2) (z — a)

rEo) -

R : No caso de f(x) ser continua para x=a ex=Db,
tem-se

B () = £[6 ()] ¥ () — fs (o)) -w' @)

(x—2‘j{x-—a) A
Ronda 1y I s
b C D
(x—1}3+ x—1

vem

x2—(a+2)x+2a=(B+D)x3+ (A—B+C+D)x2 +
(—2A—B +2C-D)x+(A+B+C—-D)

eliminando A e C entre o sequndo e quarto coeficientes
vem

B—D—a—-:!!-
2

€ com
Bt D0

a i
Biaates T) et i
2 4

Vé-se pois que a primitiva € racional para a = T

4164 — Diga guando existem os integrais

4o a

f(x)de f % (x) do
a b
sendo ¢ () infinitamente grande na vizinhanga
esquerda de x = b (a <<b).

Enuncie e demonstre condigdes suficientes de exis-
téncia daqueles integrais: utilize essas condigdes para
definir as fungdes B (a,b) e T (a).

4165 — Defina envolvente duma familia de curvas
planas : diga como se determina a equagfo discutindo
o sistema a que se chega.

A determinagiio da envolvente de f (x,y, a)=0 nfo
se pode fazer quando esta equagio estd resolvida
relativamente ao parimetro a: porque ?
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Determine a envolvente da familia das rectas cada
uma das quais, com duas rectas dadas, forma um
tridngulo de drea dada 2 K.

R: A determinagdo da envolvente de f(x,y,a) =0
conduz ao sistema

f(x,y,a) =0
{f’.(x,y,a) =0

Para deste sistema passarmos a oulro, equivalente,
onde

{3“?(3‘:}')
fa(x,y,a) =0

a primeira equagdo deste Ultimo sistema deverd ser a
Jungdio de x ,y implicitamente definida pela primeira
equagio do outro sistema, f(x,y,a) =0, e € precisa-
menté o que sucederd quando a resolvermos em ordem ao
parametro a .

Mas, a existénciu dessa fungio implicita s ficard
assequrada nos pontos (x,y) onde for f', (x,y,a)s£0
(teorema da fungio implicita)

Dagqui resulta geralmente a ndo equivaléncia dos dois
sistemas.

Tomemos as duas rectas dadas para sistema de eixos
€ se¢ja w o dngulo dessas duas rectas.

=
A equagio da recta varidvel serd — + % =1
a

e a drea do tridngulo formado pelas irés rectas
1
2K = g8 b sen w

onde a é o pardmetro varidvel
Eliminando o pardmetro entre as duas equagbes

a?.y-senw — 3-4K +4Kx=0

x y sen w
i e L
az+ 4K
resulta, por ser al= — e a=+ \/ 4K x
Y Eeén w yaenw
4Kx L9x=0
y sen w
4K K
ou ﬁ-—x—4x2 ou Xy =
y sen w T

A envolvente € uma hipérbole que tem por assintotas
as duas rectas dadas.

4166 — O que ¢ uma equagiio diferencial linear e
homogénea ?

Enuncie algumas propriedades devidas & linearie~
dade e homogeneidade da equagdo.

Demonstre que, se

Y1 (@) , 2 () 5

sio integrais da equacgio

Po(@) Y™ +py (@)Y + o+ +p! ()Y + pu (@) ¥y =0
linearmente independentes na vizinhaga de = = =y,
onde pg (xy)=0, aqueles mesmos integrais serfio linear-
mente independentes em todo e qualquer intervalo.
onde pg () 5=0.

Resolva a equagiio ' —4y'" +9y' - 10y =0
sabendo que €2* é um integral.

R : A demonstragiio pedida obtem-se a partir da for-
mula de Liouville, que se pede para estabelecer,

A equagdo caracteristica p3 —4pt+ 9p—10=0
deverd admitir a raiz p = 2 e com efeito: p? — 4 p? +
+9p—10=(p—2) (p>—2p +9)

As outras raizes da equagdo caracteristica sio: 1+2 i

O integral geral €: y=cye¥+cye*cos2xtcze*sen2x

“2Yn (:B)

MECANICA RACIONAL

F. C. P. — Mecixrca Raciovarn—41.° Exame de frequén-
cia — 2.* chamada — 3-1956

4167 —1) Um movimento rigide plano resulta,
por composi¢io, das rotagdes
w; (0,0,(1—44);0,0,0) w,(0,0,4¢;122,0,0)
e da translagio t = 24¢.J. (Unidades: metro e se-
gundo).

la) Exprima em f(¢{) a rotagdo intantinea w do
movimento, as coordenadas do centro instantineo de
rotagdo I (& ,y), as componentes da velocidade de
permutagiio V deste centro instantineo e as compo-

nentes da aceleragfio do ponto que momentineamente
coincide com ele.

1) Exprima em f(¢,8,v) as componentes da
aceleragiode um ponto M (§,+) qualquer da figura
movel e, por integracglo, tire das expressGes obtidas
as leis do movimento desse ponto sob forma paramé-
trica. Mostre acessoriamente que existe um ponto na
figura movel que descreve no plano fixo o eixo Q7.
Eixos de referéncia do movimento: QE&w.

1¢) Deduza as equacgdes das curvas polares: a da
base em coordenadas cartesianas, a da rolante em
coordenadas polares.

4168 —2) Um sistema é constituido como a figura
mostra. Disco eircular e trapézio s30 homogéneos e pe-
samrespectivamente p; e p2. Conhecidos estes pesos, as.
dimensdes do sistema e as posigdes dos centros de



46

GAZETA DE MATEMATICA

massa Gy e Gy, calcular a forga F que deve ser
aplicada horizontalmente ao trapézio 4 altura de G,

a A < i e |B ¥
TTTTTT 77777777777 /7777777777777 /777777777,

para equilibrar o sistema na configuragio represen-
tada. O cdlculo deverd ser feito

2a) pelo teorema do trabalho virtual

2b) pelo método das reacgdes, analitica ou geomé-
tricamente.

2¢) Exprima em fungfio dos pesos py,ps;, das
dimensdes do sistema e dos parimetros de que a sua
-configuragiio depende, todas as reacgbes que intervem
no estudo do seu equilibrio, indicando para cada uma
-delas grandeza, direcg¢lo e sentido.

Nio hd atrito.

4169—3) Examine se a mediana do trapézio consi-
derado no problema de estédtica pode ser eixo principal
-de inéreia nalgum dos seus pontos. (Assinala-se que é

nulo o integral J:rdyl dS estendido 4 drea do tra-

pézio, em que x; e y; sio coordenadas obliquas re-
feridas 4 mediana e a uma paralela as bases).

4170—4) Mostre que hd pontos M de uwm sélido em
movimento cujas velocidades contempordneas tem
suportes concorrentes. Prove que estes suportes per-
tencem a um cone de segunda ordem e que o lugar
dos pontos M considerados é geralmente uma eibica
de dupla curvatura. (Lembra-se que os eixos coorde-
nados para tratar o problema posto podem ser es-
-colhidos em posi¢do particular que simplifica os cdl-
culos ¢ pde mais em evidéncia as conclusdes a estabe-

NOTA: O aluno deve procurar responder is preguntas la),
i), 2a), 2b) @ 2c). As preguntas 3) @ 4) sfho facultativas.

lecer; e acrescenta-se que uma cibica de dupla
curvatura resulta da intersec¢io de duas quddricas
com uma geratriz rectilinea comum).

F. C. P. — Mecinica Raciowar — 1.° Exame de Fre-
quéncia (1.* chamada) — 2-1956.

4171 — A) Dado o estado cinético definido pela
expressio

Va=[(—4+Y+82) 1+ (—14—X—22)J +
+ (6—3X+2Y)K]-f(t) (unidades m,s),

em que X,Y,Z representam as coordenadas de um
ponto M num referencial OXY Z fixo no espago
e f(t) uma fungdo de ¢ a determinar:

1) mostre que corresponde a um movimento rigido;

2) calcule as componentes da rotacgiio instantinea
do movimento;

3) escreva as equagdes do eixo helicoidal tan-
gente, calcule as suas coordenadas vectoriais, deter-
mine o passo do movimento e mostre que o estado
cinético considerado corresponde a um movimento
permanentemente helicoidal;

4) examine se o movimento é dextrorsum ou
sinistrorsum ;

5) calcule, em mddulo, a velocidade, a aceleragio
tangencial e a acelaragiio normal dos pontos distan-
tes 3m do eixo helicoidal;

6) fixe a fungfio f(!) de modo que o movimento
seja uniformemente retardado a partir do instante
t=0 e cesse de sé-lo no instante ¢=5s5;

7) suponha que o referencial OX ¥Z do movimento
considerado nas alineas anteriores —agora movimento
relativo — estd animado de um movimento de trans-
porte, em relagio a Oy X; ¥y Z;, composto de uma
rotagio Q =0 (¢) K em volta do eixo Oy Z;, com o
qual OZ a todo o momento coincide, e de uma trans-
lagdo 7=t (¢) K (paralela a este eixo), e deduza uma
expressfo vectorial da acelaragio complementar de
um ponto H situado sobre o eixo do movimento re-
lativo;

8) supondo Q(¢) dada, poderd determinar t(¢) de
modo que o movimento absoluto implicito na alinea
anterior seja constantemente tangente a uma rotagio ?
No caso afirmativo que valor deve atribuir a = (7)?

4172—B) Um sistema plano é constituido como a
figura indica. Um embolo transmite o efeito p S da
pressiio p, que se exerce sobre asuafacel, ao botioda
manivela OM solidaria com o volante ¥ mdvel em
volta do seu eixo. Num ponto @ de V estd fixo um
cabo que se apoia contra a sua periferia e pende ver-
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ticalmente sob a acgiio de um peso P. Peso do vo-
lante p; peso da placa rigida B:py; despreze os
pesos proprios do cabo, das barras MO, M C,D E;

IR

G
_I.
!

volante e placa B sio homdgeneos; nfio hd atrito
entre a placa e as guias m e », nem em nenhuma
das articulagdes, nem no eixo de V. As articulagdes
sdo pontuais.

9) Para a configuragio desenhada, determine o
valor da pressio sobre o &mbolo que equilibra um
peso dado P, pelo método das reacgdes;

10) Determine completamente as reacgbes que se

‘desenvolvem em O e em M e entre a placa B e as

guias m (ou =n);

11) Partindo de P como um dado determine
graficamente as reacgdes exteriores e interiores e o
valor da forca p &, correspondentes & configuragio
de equilibrio considerada em 9);

12) Determine pS pela aplicagio do teorema do
trabalho virtual.

4173 —C) O centro das aceleragdes de um movi-
mento rigido paralelo a um plano fixo poderd coincidir
momentineamente com o centro instantineo de rota-
¢do? Se a resposta for afirmativa caracterize um
caso em que aquela coincidéncia se verifique.

4174 — D) Deduza as condigdes analiticas a que
devem satisfazer as coordenadas vectoriais (u,w) de
quatro rectas para ser possivel localizar sobre elas:

D1) um sistema de forgas em equilibrio.

D2) dois sistemas de forgas, linearmente indepen-
dentes, separadamente também em equilibrio.

NOTA —O aluno deve procurar responder is preguntas
1, 2, 8, 4, 5, 6, T, 9, 10, 12.
As preguntas 8, 11, C e D slio facaltativas.
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