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Nota sobre o problema da comparação das médias 
de dois universos normais 

por M. A. Fernandes Cosfa 

1. Designem X e Y duas variáveis inde-
pendentes e da mesma natureza que nos res-
pectivos universos e & t?m distribuições 
normais, 

XrxN (j.,,,,) e ^ ( , „ ^ . ( 1 ) 

Suponhamos coibidas em e V amostras 
de valores de X e Y, respectivamente 
(xt,a!i, ,xm) e (yi O pro-
blema estatístico aqui encarado é o de inferir, 
a partir destas amostras, conclusões sobre a 
plausibilidade da hipótese Ho: no caso 
em que se desconheçam tanto estas médias 
como ffi e (Tf. 

Para isso servirão as médias 
_ 1 m _ 1 " 
a > V 1y. 

m , n , 
e as variâncias 

Til | tl 1 

das distribuições observadas nas amostras. 

2. Como se sabe, o ensaio de uma hipó-
tese fundamenta-se sempre numa a estatística» 
(função das observações) cuja distribuição 
tenha uma densidade de probabilidade que, 
além de teórica e numèricamente tratável, 
seja independente dos parâmetros desconhe-
cidos. 

(!) Com X n i V ( ( i , o ) pretende-se significar uma 
variável normal de média p e variância o2 . Num caso 
geral, pode escrever-se A ' n / ( i ) para indicar que 
a densidade de probabilidade da distribuição de X é 
/(») e X | IIr\f(x) para exprimir que isso só é ver-
dade quando se verifique a hipótese II. 

Muito se gostaria de ver generalizada tão clara e 
sucinta notação. 

No caso simples em que m e n são sufi-
cientemente grandes (digamos > 30), o pro-
blema referido resolve-se -satisfatòriamente 
por recurso à estatística 

x — y 

s/ 
s + íi 
m n 

visto que E(x—y) = E(x) — E(y) = f̂ s, 
O numerador é uma variável normal de média 
nula quando seja verdadeira a hipótese -fíoO). 

. _ _ ff? , 
Por outro lado, \ar(x — y) = 1—' e> ' m ti 
quando m e n assumem valores elevados, 
g- g2 

— - ( — - é uma boa estimativa desta variância, 
m n 
Daqui resulta ( l) que se tem aproximadamente 

u | m — " N (0,1) 
e o ensaio do líQ faz-se então muito simples-
mente com o auxilio duma tabela da distri-
buição normal. 

3. O caso em que m e n tôm valores 
pequenos foi primeiro solucionado por R. A. 
FISIIER ( 1 9 2 Õ ) com a restrição adicional de 
se supor <Ti — <rs ( = cr) -

FISIIER observou que 

^ = -m + n — 2 

é então uma estimativa ainviciadan de tr! 

(i.e- tal que E fò) = cr») — sendo portanto 

( - + - ) \m nj 
uma estimativa inviciada de 

(!) Com efeito, sabe-se que, se for r\ W , dj) 
& Ztr\ N (ííij, , se tem 

a + b Zzr* N (amt + bmtl b' dj) 
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Var(x — y) — e utilizou em lugar de u a 
estatística 

sc, — y 
« ; ; 

V ii» n 

depois provou que, sendo verdadeira a hipó-
tese Ho j a distribuição de v é a de «Student» 
com m + n — 2 graus de liberdade (*), o que 
indicaremos escrevendo 

u | fti = (i2 í (nt 4- n — 2) . 

Na resolução prática do problema pode-se 
assim tirar partido das tabelas da distribui-
ção «tn de aStudents, 

O ponto fraco desta solução reside na pre-
missa um tanto arbitrária de ser <71 = 03, o 
que nem sempre pode justificar-se na prática 
— quer por considerações apriorísticas quer 
por ensaio estatístico da hipótese ai = . 

4. Situa-se precisamente aqui a fonte de 
uma das mais interessantes e importantes 
controvérsias que caracterizam o desenvolvi-
mento recente da Estatística Matemática. 
O problema do ensaio da hipótese = ^2 
sem aceitação da premissa cri = <r3 (o qual 
ficou a ser conhecido por «problema de 
B E H R E X S - F I S I I E R » ) for tambóm primeiro 
resolvido por F I S H E R [3] à luz da sua teoria 
da fidutial inference. Esta teoria, poróm, está 
muito longe de ser universalmente aceite, a 
ela se opondo uma outra, de inspiração fre-
quencista, criada por J . N E Y M A N e E. S. P E A R -

sox à roda de 1930. (a) 
Em muitos casos, os resultados das duas 

(i) Pode ver-se uma simples e elegante demonstra-
ção deste resultado no belo livro de Weatherburn [ l j , 
onde tão bem se introduzem os aspectos puramente 
matemáticos da E s t a t í s t i c a . V e j a - s e também 
[2 ] , pág . 56. 

(*) O leitor desejoso de se p3r a par das ideias que 
servem de fundamento ás modernas teorias do ensaio 
de hipóteses e da estimação encontrará exposições 
sucintas e elementares em [4] e [5] . Também estudará 
[6] com muito proveito. 

teorias coincidem, mas instâncias surgiram 
do profundas e graves divergências que muita 
tinta têm feito correr. Todavia, no caso par-
ticular do problema de BEIIREXS-FISIIER, a 
posição dos partidários da teoria de N E Y M A X -

- P E A R S O X era bastante incómoda: embora 
contestassem a validade da solução de F I S H E R , 

não sabiam opor-lhe outra. Quem conhecer 
a faceta polémica do grande criador da Esta-
tística moderna não estranhará que ele se 
valesse desta posição de vantagem para pro-
pagandear as suas ideias e lançar comentários 
mordazes aos seus adversários; ató que de 
entre estes já bavia quem no seu desânimo 
sugerisse existirem com certeza problemas 
não susceptíveis de solução... 

F o i só em 1947 que B . L , WELCH deu a 
lume um tratamento definitivo da questão sem 
recurso à teoria da Jidutial inference. O seu 
artigo [7], se não se presta a fácil leitura, è 
porém de importância capital; e a aplieação 
prática da solução de WELCH ficou possibili-
tada com a publicação de tabelas acompa-
nhadas de instruções práticas para o seu uso, 
de resto muito simples [8j. 

5. O objectivo desta nota ê, principal-
mente, chamar a atenção para a memória de 
W E L C H , que não parece ter ainda tido a di-
fusão que merece; mas aproveita-se a opor-
tunidade para expor uma outra solução — e 
muito engenhosa, se bem que de menor inte-
resse prático—que para o problema de BEH-
RENS-F ISHER d e u l i . SCIIEFFÉ [ 9 ] . 

Considore-se a estatística 

opde 
/»» - 1 s *( — «(— V/—V» e a 

V Ji m i 
(supõe-se »1 ^ n , o que é evidentemente le-
gítimo). 10 serve excelentemente para uten-
sllhar um ensaio da hipótese : = ps, 
pois se tem 

u>](il = (m — 1) , 
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sendo portanto a sua distribuição indepen-
dente de ffj e -

Julga-se de certo interesse dar deste resul-
tado uma demonstração elementar directa, 
pois ScnEFFÉ fá-lo depender de um enunciado 
mais geral. 

Para isso, comecemos por notar que 

(— — \ "a 
m — y) = — H — ** 

Var (sj) a? a] — m t2 
n 

E (3() - p.i 

desde que para comodidade se escolha a ori-
gem de modo que o valor comum de pi e 
(j.2 seja nulo; tem-se então 

O r a , recorrendo a uma transformação 
linear ortogonal (cf. [ 1 ] , págs. 104 e 169), 
é fácil mostrar que 

m m-~t 
S O v - i ) * - 2 í ? , 
1 i 

onde as variáveis , Çs, • • • , s ã o inde-
pendentes e 

logo, 
í? 

m t1 
[ij = jií n •/} (m - 1) , 

em que {m — 1) designa a distribuição do 
y2 com m—l graus de liberdade (cf. [ 2 ] , 
pág. 54). 

Por conseguinte, 

w* 
«1 — 1 2 (z, - zflm t' 

é o quociente de uma variável (1) por uma 
variável y2(m—l), e isto permite concluir 
O resultado enunciado ([1], pág. 187). 

6 , Por último, referir-se-á a curiosa solu-
ção de DÁRSIOIS [10] , a qual se baseia na 

construção de aregiões de confianças para o 
par de parâmetros 

Esta solução parece no entanto conter al-
guns pontos obscuros. Em particular, não 
está provado que o tipo de regiões de confi-
ança escolhido conduza a ensaios eficientes 
da hipótese p - i ' - = M . Por outro lado, não ó 
possível fixar prèviamente um valor do coe-
ficiente de riseo, mas apenas ura limite supe-
rior da probabilidade de cometer um cerro 
de primeira espécie», 
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