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GAZETA DE MATEMATICA

Nota sobre o problema da comparagcéo das médias

de dois universos normais
por M. A, Fernandes Cosla

1. Designem X e Y duas variaveis inde-
pendentes e da mesma natureza que nos res-
pectivos universos % e ¥ tém distribuigdes
normais,

XN (pyn) e Yol (p;0). ()

Suponhamos colhidas em % e ¥ amostras
de valores de X e Y, respectivamente
(@, @z, 000 y @) © (1592522 ,9m). O pro-
blema estatistico aqui encarado é o de inferir,
a partir destas amostras, conclusdes sobre a
plausibilidade da hipétese Fly: 1 =2 no caso
em que se desconhecam tanto estas médias
COmo G; © ags.

Para isso servirio as médias

S = O
s==—3Fz , y=—3Xy,
m n

e as variincias
1 m - n =
5] = E? (mi_x)‘ ] 53 = ;’2(9’5_‘3)2
das distribui¢gdes observadas nas amostras.

2. Como se sabe, o ensaio de uma hip6-
tese fundamenta-se sempre numa «estatistica»
(funciio das observagdes) cuja distribuigio
tenha uma densidade de probabilidade que,
além de tedrica e numéricamente tratavel,
seja independente dos pardnetros desconhe-
cidos,

(1) Com X~ N (n,0) pretende-se significar uma
varidvel normal de média p. e varidncia 2. Num caso
geral, pode escrever-se X ~ f(x) para indicar que
a densidade de probabilidade da distribuig¢io de X é
f(x) e X| Hn f(x) para exprimir que isso s6 é ver-
dade quando se verifique a hipétese H .

Muito se gostaria de ver generalizada to clara e
sucinta notagio.

No caso simples em que m e = sio sufi-
cientemente grandes (digamos > 30), o pro-
blema referido resolve-se .satisfatdriamente
por recurso a estatistica

@ —y

& 8;;
\/5 2
visto que E (z—y)=E (z) — E (y) = p1—pa,

o numerador é uma variavel normal de média

nula quando seja verdadeira a hipotese Hp ().

49 -8 0'2 2
Por outro lado, Var(x—y)= ;1‘- + -nl e,

quando m e m assumem valores elevados,

U=

2 2
85 8, - . .a .
—L - 2 é uma boa estimativa desta variineia.
m n .

Daqui resulta (') que se tem aproximadamente
u|py =p2n N (0,1)
e o ensaio de 7, faz-se entio muito simples-

mente com o auxilio duma tabela da distri-
buiciio normal.

3. O caso em que m e m tém valores
pequenos foi primeiro solucionado por R. A.
Fisuer (1925) com a restriciio adicional de
86 SUpor o, = g:(=0).

FisHER observou que
m 8§ + n s

;Z:.-____
m+n—2

6 entio uma estimativa «inviciada» de ¢®
(¢-e- tal que E(s%) = ¢?) — sendo portanto

o (i—k i—) uma estimativa inviciada de
m n

(1) Com efeito, sabe-se que, se for Z; ~ N (my,d;)
e Zy~ N (my,d;), se tem
aZy+ bZan(aml + bmy, Vatdi+ btdj)
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Var(x —y) — e utilizou em lugar de u a
estatistica

P-7

———
;\/1+1
m  n

depois provou que, sendo verdadeira a hip6-
tese H,, a distribuicio de v é a de «Student»
com m-+n—2 graus de liberdade (!), o que
indicaremos escrevendo

P =

v|lp=pst(m+n—2).

Na resolugio pratica do problema pode-se
asgim tirar partido das tabelas da distribui-
c¢io «t» de «Student».

O ponto fraco desta solucio reside na pre-
missa um tanto arbitraria de ser ¢;—=ga;, 0
que nem sempre pode justificar-se na pratica
— quer por consideracdes aprioristicas quer
por ensaio estatistico da hipdtese oy = o3 .

4, Situa-se precisamente aqui a fonte de
uma das mais interessantes e importantes
controvérsias que caracterizam o desenvolvi-
mento recente da Estatistica Matematica.
O problema do ensaio da hipétese py=yp;
sem aceitagio da premissa g; = g: (0 qual
ficou a ser conhecido por «problema de
Benrexs-Fisaer») for também primeiro
resolvido por FisHER [3] & luz da sua teoria
da fidutial inference. Esta teoria, porém, esta
muito longe de ser universalmente aceite, a
ela se opondo uma outra, de inspiragio fre-
quencista, criada por J. Neymax e E. S. PeAr-
soN i roda de 1930. (%)

Em muitos casos, os resultados das duas

(1) Pode ver-se uma simples e elegante demonstra-
¢do deste resultado no belo livro de Weatherburn [1],
onde tio bem se introduzem os aspectos puramente
matemdticos da Estatistica. Veja-se também
[2], pdg. 56.

(?) O leitor desejoso de se por a par das idéias que
servem de fundamento as modernas teorias do ensaio
de hipéteses e da estimacio encontrard exposigdes
sucintas e elementares em [4] e [5] . Também estudard
[6] com muito proveito.

teorias coincidem, mas instincias surgiram
de profundas e graves divergéncias que muita
tinta tdm feito correr. Todavia, no caso par-
ticular do problema de BEHRENS-FISHER, a
posicdo dos partidarios da teoria de NEYMAN-
-PEARSON era bastante incémoda: embora
contestassem a validade da solugiio de FisHER,
nio sabiam opor-lhe outra. Quem conhecer
a faceta polémica do grande criador da Esta-
tistica moderna nédo estranhara que ele se
valesse desta posigiio de vantagem para pro-
pagandear as suas ideias e lancar comentarios
mordazes aos seus adversarios; até que de
entre estes ja havia quem no seu desidnimo
sugerisse existirem com certeza problemas
ndo susceptiveis de solugio...

Foi s6 em 1947 que B. L. WELCH deu a
lume um tratamento definitivo da questio sem
recurso i teoria da fidutial inference. O sen
artigo [7], se ndo se presta a facil leitura, é
porém de importincia capital; e a aplicagéio
pratica da solugio de WELCH ficou possibili-
tada com a publicagio de tabelas acompa-
nhadas de instrugdes praticas para o seu uso,
de resto muito simples [8].

5. O objectivo desta nota é, principal-
mente, chamar a atencéio para a memodria de
WELCH, que nio parece ter ainda tido a di-
fusio que merece; mas aproveita-se a opor-
tunidade para expor uma outra solugio —e
muito engenhosa, se bem que de menor inte-
resse pratico—que para o problema de Bem-
RENS-F'ISHER deu H. ScHEFFE [9].

Considere-se a estatistica

@

_\/ ( _1} - = E
w m(m V%’ (Zi__)s

— 1 "

m o
z‘nmi_\/?y‘, e g—;‘ 2

1

(supde-se m £ n, o que é evidentemente le-
gitimo). w serve excelentemente para uten-
silhar um ensaio da hipétese Hp:py = p3,
pois se tem

onde

wlpg=pant(m—1),
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sendo portanto a sua distribai¢gdo indepen-
dente de o, e gs.

Julga-se de certo interesse dar deste resul-
tado uma demonstragio elementar directa,
pois ScHEFFE fa-lo depender de um enunciado
mais geral.

Para isso, comecemos por notar que

= af of %
Var (m~§)=«;+:=r-

m
Var (z) =of + —oci=mn?
n

E(z)=p— \/§H=0’

desde que para comodidade se escolha a ori-
gem de modo que o valor comum de p; e
p2 seja nulo; tem-se entdo

zAN(0,Ym 7).

Ora, recorrendo a uma transformacio
linear ortogonal (cf. [1], pigs. 164 e 169),
6 facil mostrar que

?(zi_;)n= '"il (581

onde as variaveis (;,%s,+++,%,-1 siio inde-
pendentes e

LaN(0,y/m7);
logo,

mi=1 C.’
§ —S|M=ma(m—1),

em que y®(m—1) designa a distribnigio do
72 com m—1 graus de liberdade (cf. [2],
pag. b4).
Por conseguinte,
w G-

m—1 3 b (zi = ;)szfm 4

é o quociente de uma variavel x?(1) por uma
variavel y®(m —1), e isto permite concluir
o resultado enunciado ([1], pag. 187).

6. Por idltimo, referir-se-a a curiosa solu-
¢io de Darmors [10], a qual se baseia na

construcio de «regides de confianga» para o
par de parimetros (1, ps).

Esta solucgiio parece no entanto conter al-
guns pontos obscuros. Em particular, nio
esta provado que o tipo de regides de confi-
anga escolhido conduza a ensaios eficientes
da hipétese py = ps. Por outro lado, nio é
possivel fixar préviamente um valor do coe-
ficiente de risco, mas apenas um limite supe-
rior da probabilidade de cometer um cerro
de primeira espécie».
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