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Uma exposição /nfr/nseca da feoria dos determinantes 
por Élon Lages Uma 

1. Infrodução. São conhecidos 3 proces-
sos para definir determinantes. O primeiro, 
que chamaremos de combinatório, ( L E I R N I Z , 

CAYLEY) define O determinante de uma matriz 
í i X « ( a í j ) por meio da fórmula det(«;j) = 
•= V sB « ,( !) ! a0{2) 2 • • • «(!<»)* V o segundo pro-
cesso, que chamaremos de axiomático, 
{ W E I E E S T B A S 8 , K R O S E C K E R ) consiste em de-
finir o determinante de uma matriz como uma 
função mnltilinear alternada dos vectores 
colunas dessa matriz, função normalizada 
pela condição de ser igual a 1 para a matriz 
identidade. Finalmente, o terceiro processo 
(a ordem, num certo sentido, (5 cronológica), 
que chamaremos exterior, é essencialmente 
devido a GRASSMAMN mas só recentemente 
foi posto em forma matemática correta por 
LIOURBAKI. Ele utiliza a álgebra exterior e 
consiste em definir, sem referência a matrizes, 
o determinante de uma transformação linear 
T sobre um espaço vectorial V de dimensão 
JÍ como o escalar i tal que o produto exte-
rior An T é igual a / vezes a transformação 
identidade de A n F . O processo combinató-
rio, se bem que seja o mais difundido em 
livros de texto elementares (v. [1])*, é o de 

* Os números entro colchetes referem-se à biblio-
grafia no fim do trabalho. 

mais complicada exposição, onde todas as 
demonstrações são feitas por «força brutas e 
as fórmulas são repletas de índices. O pro-
cesso axiomático (v. [2] ou, preferivelmente, 
[3]) representa nm progresso, não sòmente 
sob o ponto de vista da elegância de expo-
sição como da lógicaj pois mostra que 3 das 
mais simples propriedades dos determinantes 
são suficientes para caracterizá-los : todas as 
demais propriedades se deduzem destas. En-
tretanto, além de exigir um teorema de exis-
tência e unicidade, este processo ainda contém 
muitos cálculos complicados nas demonstra-
ções dos resultados cruciais, como: (1) det 
(AB) = fetA. det B í (2) d e t ^ i ^ O se e só 
se A possui inverso; (3) det (.4*) = det A, 
onde A* representa a matriz transposta de 
A ; ( 4 ) desenvolvimento de L A F L A C E . O pro-
cesso exterior, embora nada traga em bene-
fício de (3), que é demonstrado da maneira 
clássica (v. [4]) elimina completamente a difi-
culdade das demonstrações de (1) e (2) e dá 
a (4) uma demonstração de simplicidade con-
siderada maximal. Em virtude destas vanta-
gens e de ser o único intrínseco (isto é, sem 
referência essencial a bases e matrizes) o 
processo exterior é considerado o mais claro, 
simples e elegante para apresentar a teoria 
dos determinantes. Apesar disso, continua-se 
a ensinar esta teoria da maneira combinatória 
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ou, quando muito, axiomática. Motivo: em 
geral, quem está estudando determinantes 
pela primeira vez não conhece a álgebra de 
G R A S S M A N N . 

Nosso pro pró sito aqui é apresentar uma 
exposição intrínseca da teoria dos determi-
nantes que difere da de B O U R B A K I por não 
fazer uso da álgebra exterior. Tudo o que 
supomos conhecido do leitor são rudimentos 
da teoria dos espaços vectoriais sobre um 
corpo comutativo K que, de resto, pode ser 
pensado como o corpo real ou complexo. 
Para as demonstrações dos resultados que 
usaremos, veja-se [5]. 

2. Permutações. Resumiremos as pro-
priedades das permutações que usaremos nos 
parágrafos seguintes. 

Chamaremos de grupo simétrico S„ ao 
conjunto de todas permutações dos inteiros 
} 1 , 2 , , « | isto é, de todas as aplicações 
biunívocas do conjunto j 1 , * • « , » | sobre si 
próprio. Se p , a e S n , o produto op é defi-
nido como a permutação que consiste em 
aplicar p e depois a, Em outras palavras: 
ff p(t)*=ff(p(s)), 1 ra . Munido desta ope-
ração, Sn é um grupo, isto é : existe uma 
permutação 0 6JS„ tal que O a <=> a B = a para 
toda a e Sn (basta definir 9 (£) => i, para 
todo i, 1 dada cr e SH existe i r ' e S , 
tal que <7 cr-1 = f f - 1 ff=8 (basta definir ff-1 (j)=i 
se c(i) = j ) ' , e finalmente, O(PP) = (o-P)JA 
quaisquer que sejam a ) ^ ,\xeS I í . O grupo 
Sn tem n 1 elementos. Uma permutação a e Sn 

diz-se par se o número de inversões na se-
quência (ff(l), •••,(!(n)) é par e ímpar no 
caso contrário. Equivalentemente, considere-
mos o produto P = ( 1 — 2 ) (1 — 3) — (« —• 
— 1 — n) = J J (i — j ) . Uma permutação 

i<j 

aeSn é par se e só se P!— JJ(o-(i)—u(,?'))=• 
*<j 

é ímpar se e só se P'=—P. O sinal 
de uma permutação ff é o inteiro e» tal que 
Sa = -f- 1 se a è par e si = — 1 se a é ím-

par. É claro que = SjSs = e? e, = e? 

Entre as permutações, destacaremos as trans-
posições, Uma transposição * = ( £ ; ) , (1 < J < 
< j < i i ) é uma permutação tal que -r(í) = 
= J,^Ü) = i 6 * (&)=*& se 
Uma transposição T é evidentemente uma 
permutação impar, de modo que eT(J = — s j 
qualquer que seja a permutação o • Dada uma 
transposição (fixa) T, formaremos, para cada 
ae Sn , O subconj unto Cs = ) a , T ff j C S„ . 
Dois desses conjuntos Ca e C ? , ç , a 6 S n , 
ou coincidem ou não têm elemento em comum. 
(Pode acontecer que Co = C*P com ff^=p; 
isto se dá se e só se p = t <r). Portanto os 
conjuntos Co fornecem uma decomposição 
de Sn em partes disjuntas, cada uma com 2 
elementos. Logo há n 1/2 dessas partes, isto 
É : existem n ! /2 pormutações ffI, - * - , <T„I / • 

tais que 

(D) S . - C . U - U & m com 
e C 

Faremos referência a (D) como a decompo-
sição de S„ módulo T . Notemos que, em 
cada Ca = j <x, T ff j um dos elementos é par 
e o outro ó ímpar. Substituindo o-£ por pi = 
= Tff; (lembramos que Co = Cm) se neces-
sário, podemos supór que, em (D), todas as 
permutações ff; são pares. 

3 . Funções mulHlineeres. Durante todo 
este trabalho indicaremos com V um espaço 
vectorial sobre um corpo (comutativo) K e 
com rt a dimensão (finita) de V sobre JT. 

Se W é outro espaço vectorial sobre K, 
uma aplicação r-linear de V om W é uma 
aplicação f : Vx Vx - • • xV (r factores) ->- W, 
tal que, para 

/ ( x , a f ; -f- y, xr) — / ( a , xr) + 

f ( x i l >xr) — >•" l » f í " " j 

Em particular, so W = K , uma aplicação 
r-linear de V em K será chamada uma 
função r-linear sobre V. Este ó o caso que 
consideramos mais frequentemente. O con-
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junto Lr(V) de todas as funções r-lineares 
sobre V constituo um espaço vectorial quando 
se define soma de 2 funcOes e produto de 
uma função por um escalar, do modo natural. 
Em particular, se r = 1 , tem-se In ( P ) = 
= V = espaço dual de V . 

Uma distinção importante que faremos é 
entre uma sequência de inteiros (íi, • •., ir), 
1 < » * < » , e um conjunto de inteiros {*i ,* " , (r|, 
1 Uma sequência ó uma função defi-
nida no conjunto j 1, • • •, r} com valores no 
conjunto |1 f • -• >n|: 1 • •• ,r -* ir; por-
tanto, podemos ter t) = ít numa sequência, 
c o m j ^ / c , Diremos então que a sequência 
( í i , - - - , í r ) tem repetições. Num conjunto, 
porém, implica ij 4 ; não há repeti-
ções e, em particular, devemos ter r < m . 

PROPOSIÇÃO 1. Seja |et , ' " , e„| uma base 
de V. Para toda sequência (m , • • • , ir), 

f ixemos arbitrariamente (*) 
/ ( e i , , •* •, e,-r) e K. Então existe uma e sòmente 
uma função r-linear f sobre V com os valo-
res (*) nos pontos (e^, • • *, efr). 

Demonstração. Dada feLr(V), quaisquer 
que sejam xi, • • •, xr 6 V pode-se escrever 

n 
a ? / - 2 a 'i «<0' 1» ** ;>r) • Portanto f(xir.-,xr)~ 

t«i (n fl 

2 « i , l
e

I > - - - > 2 *<Vr «.V 

(,-X 1,-1 
n = 2 «.',1«.-,! «irr/fe,-,»ei,, eir)C*) 

o que mostra que uma função »--linear fica 
determinada por seus valores (*) isto é, existe 
no máximo uma fe Lr (V) com esses valores. 
Além disso, se definirmos f(xi, • • •, x,) por 
meio daigualdade(**), é evidente q ue fe Lr (V) 
e portanto existe realmente uma função r-li-
near satisfazendo às condições (*). 

Uma aplicação r-linear f de V em outro 
espaço vectorial W sobre K diz-se alternada 
se cumpre a condição 

quando a s j - ^ 

Uma aplicação r-linear alternada / ê também 
antissimétrica, isto é, 

Para demonstrar este facto, ponhamos 
f(x i,... ,x(, ... Xj, ,xr) = q>(a\ ,xj). Te-
mos O = o (xi -{- xj, Xi + xj) = f (Xi, Xj) + 
+ ? (XJ > xi) +?(#<) xi)+T («5f > = 9 &>«/) + 
-4- ® {xj, Xi), donde ® [Xi, xj) ~ — ç (xj, Xi). 
Mais geralmente, dada / alternada, para toda 
permutação aeSr, temos 

Reciprocamente, se K tem característica 
diferente de 2, é fácil ver que toda aplicação 
r-linear antissimétrica é também alternada, 
Representaremos por A r ( V ) o conjunto das 
funções r-lineares alternadas sobre V, isto 
é, o conjunto das aplícaçOes r-lineares alter-
nadas de V em K. Ar(V) é um subespaço 
vectorial de L r ( F ) . 

A toda permutação a e Sr e toda função 
feL,(V) associaremos a função af, defi-
nida pela fórmula: 

«/(»!,— >**) - / K ( i ) l • 

Ê claro que vfeLr(V) e = 

«= 2 ^ ( " f * ) * ^ * s e p é outra 
permutação, p = ( f f p ) / j s e / 6 alter-
nada o / = ttf. 

Dada a função feLr(V), definiremos a 
alternada 31 / de f como 2 í / = 2 e ° f f / 

o 
(a percorrendo o conjunto Sr de todas as 
permutações dos inteiros l , . . - , r ) . Eviden-
temente 2 í / é uma função r-linear. Mostra-
remos agora que 21/ é alternada. Para isto, 
sejam xi , ••• ,Xi, ••• , Xj, ••• , x r e V tais que OS i — Qjj 6 C 

onsideremos a transposição 
E = (ij)eSr. Por simplicidade, escrevamos 
x={xl} • • • • • - ,xr); temos &f{x)—f(x). 
Seja {(Ti, U *•* U , a decom-
posição de Sr módulo Z. Admitindo cada 
ff; par, temos : 21 / (x) = 2 a f = 
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= 2 íi f (®) - °t) f (*)] - Z f r / (*) -
i=l í 

- »< ( = / («))] - 2 [?if («) («)] = o. 
£ 

P R O P O S I Ç Ã O 2. Para todo inteiro r < « 
existe uma função r-linear alternada f=f= 0 . 

Demonstração. Consideremos uma base 
) « ; , . . . , « „ ) de V e a função ge Lr(V) tal que 
s r ( e i e g(eít, ••• ,eu) = 0 para 
toda sequência ,*• •)»*). g existe 
pela proposição 1. Tomemos f = 'St:ffi 
como vimos acima, f ê alternada e além 
disso, f(ei,•*>,«,)•=> 2 > - • •, eo(n>) = 

a 
= g(ei, ••• ,er) = 1 • 

Observação: Se existe a sequência 
o que invalida a demonstração 

acima. 

C O R O L Á R I O : Dada uma base j EJ, • •• , e„ J 

de V existe uma função n - linear alternada 
fo tal que fo(ei, • *•, e0) = 1 . 

PROPOSIÇÃO 3, Sejam , ,a?» e V e 
0^=fe AH(V). Então f(xt, ,x„)=£0 se 
e só se » i , • • •, te« são linearmente indepen-
dentes. 

Demonstração: Se a?i, • '«•, são li-
nearmente dependentes, podemos supór 
a?! = 2] X2 + + , e K * Então 

pois f é alternada. Reciprocamente, se 
Xi , • são independentes, eles consti-
tuem uma base de V: = ei , • • • x* •= e„ . 
Se fosse f(ei, • • •, en) = 0 então, para toda 
permutação s e S » teríamos /(e<r(i),"•,e3(„))= 
=>*«/(«Í, •*• ,en} = 0 e, se (Í'I, ••• ,in) É uma 
sequência com repetições, / ( e ^ , - • • , e,„) = O, 
pois f é alternada. Pela proposição 1, tería-
mos então / = 0 , uma contradição. 

Observação: A primeira parte da demons-
tração acima mostra, maia geralmente, que 
se | JTi, •*• ,a?r | é qualquer conjunto finito 
de vectores linearmente dependentes em V, 
f(xi, ••• ,xr) = 0 . Em particular, se r>n, 
toda função r-linear alternada é igual a zero, 
mostrando que a proposição 2 não pode ser 
melhorada. 

PROPOSIÇÃO 4. Se 0^=fe An ( V ) , para 
toda geAn{V) existe \g K tal que < / = ! / . 
Em outras palavras, An(V) é um espaço 
vectorial de dimensão 1 sobre K. 

Demonstração: Seja j e i , * • • , u m a base 
de V. Pela proposição 3, f(ex, • • • , eH) =f= 0. 
Logo existe Aei f tal que g(ei, ••• ,en)— 
= ?> / ( e i 1 ••• , en) ' Se cre Sn então 
g(ea.i), ,ea{„)) =* tag(et, ••. ,e„) = 
*= uf{&y , ••• , en) = /(eo(i), • , e0(n))• Se 
(*i) • • • >IVÍ) é uma sequência com repetição então 
ff(«i,>•••,«/„)=/(«í,í •" i , •••,<?•„)-
Portanto g e if coincidem em todos os 
pontos da forma (<?,-„, . •. } eÍM) . Pela propo-
sição 1, tem-se g z = ^ f . 

4. Determinantes. Dados o endomorfismo 
1 de F ( = transformação linear de V em si 
próprio), definiremos o endomorfismo r T de 
L r { V) do seguinte modo: para toda f e L r ( F ) , 
rTf é a função tal que 
*Tf(ét,. • -,«,) =f(Tx1, • • •, Txr) . 

É fácil ver que rTfe Lr( V) e que rT:f— rTf 
é realmente um endomorfismo. Se S é outro 
endomorfismo do V, tem-se 

(1) '(T8)-r8'*T 

Se / ó alternada, r T f é também alternada. 
Em particular, se representarmos por T a 
restrição de "T a. An(V), T 6 um endomor-
fismo de An(V). Como An(V) tem dimen-
são 1, todo seu endomorfismo ó um múltiplo 
escalar do endomorfismo identidade I. Portanto 
existe um escalar detTe K tal que d et Tl,, 
isto ó, y / ^ d e í T 1 . / qualquer que seja 
feAn(V)• Chamaremos o escalar det T de 
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determinante do endomorfismo T. Temos 
então 

f(Txí, Tx„) = det T-flxi, •,as.) 

quaisquer que sejam a?i,- ,xne VefeAa( V). 
Em particular, se j et, • • •, en j é uma base 
de V e f0BAn(V) é tal que f0(ei,-. • , e „ ) = l , 
temos 

(2) detT^/0(Tei,--,Te„) 

T E O R E M A 1. Se S e T são endomorfismos 
de V , det ( S T ) = det S - det T . 

Demonstração: Indicando com o mesmo 
símbolo I os endomorfismo identidades de 
F e An(V), temos det(S:F). 
=(det S • I) (det T• I) — detS- det T-1 donde 
det (iS T) = det S. det 

É claro que d e t l = l , de modo que se T 
tem inverso e pomos S=T~1 no Teorema 1, 
obtemos 1 •= det(71-1) • det T . Segue-se que 
det(71-I) = (detr) - 1 e que d e t í ^ O . Reci-
procamente, se T não possui inverso, dada 
a base | eír*" ,en j de V e f0 e An( V) tal 
que f0 (ei , • • • , e„) = 1 , temos det T = 
- M T e i , - . ' , T e n ) = Q porque T e ^ - ^ T e * 
são linearmente dependentes. Portanto vale o 

T E O R E M A 2. det T =f= 0 se e só se T possui 
inverso. 

Definimos agora o determinante de uma 
matriz n x, n («;.,•) com elementos em K, 
pondo det («(>) = det T , onde T é o endo-
morfismo do espaço vectorial Kk que possui 
a matriz (a^) relativamente á base canónica 
| ei , • > •, e„ | de Kn; recordemos que esta base 
é formada pelos vectores ef = (0, • • *, 1, • • •, 0) 
com todas as coordenadas 0 , excepto a 
t-ésima, que ó 1. Explicitamente, s e f e A n ( K n ) : 

(3) det ( « , . / ( « ! , • • • , e„) = /(JÍ! , x„) 
n 

onde cada = 2 « i / í e 
H 

Os Teoremas 1 e 2 são evidentemente 
válidos se interpretarmos S e T como matri-
zes e portanto duas matrizes semelhantes 

ía'j) 6 (Pij)-1 («y)(fitj) têm o mesmo determi-
nante. Segue-se que o determinante de um 
endomorfismo T é igual ao determinante de 
qualquer das suas matrizes. Consequente-
mente a fórmula (3) ó válida se considerar-
mos j e±, • • •, eu j como uma base de qualquer 
espaço vectorial V de dimensão n sobre k, 
e feAn(V). Em particular, ó interessante 
ler a fórmula (3) da direita para a esquerda 
e ver eomo se ealcula o valor de uma função 
alternada feAn(V) quando se conhece 
apenas f(ei, • , e„) . 

Se, em (3), considerarmos novamente ccLj 
como a t-ésima coordenada do vector XjQ K* 
e tomarmos / •= fo e An (JT*) tal que 
fo (et , ••• , ea) = 1 , obtemos det («;;) = 
= fo ixt > ' • * > x») • Portanto o determinante 
de uma matriz ó uma função multilinear 
alternada dos vectores colunas dessa matriz, 
normalizada pela condição det (dtj) = 1 , 
onde é a matriz identidade. (Definição 
axiomática de determinante). Se Ffaj) = 
= f(xi, • •• ,x„) é uma função multilinear 
alternada dos vectores colunas da matriz 
(ecíj) então a fórmula (3) mostra que F(<xi]) = 
= det(«/j) - f { e i , , e„) = det(«;,) - F(3tJ). 
Portanto a função F é um múltiplo escalar 
da função («,-j) det (a ;j), o coeficiente esca-
lar sendo precisamente o valor que F assuma 
para a matriz identidade. Demonstramos 
assim o teorema básico de existência e unici-
dade da teoria dos determinantes exposta 
pelo método axiomático. 

Se, era (3), tomarmos f = fo tal que 
fo(et e „ ) = l e desenvolvermos o segundo 
membro de acordo com a definição de função 
íi-linear, teremos: 

det K j ) » - > l l r l S« \ ) ~ 

•l 'n1*1 

Notemos, porém, que fo 6 alternada e por-
tanto fo (®ii t ••• , ei,,} = 0 se a sequência 

, * * • i í») tem repetições; além disso, se 
todos os 4 são diferentes, isto ê, se 
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(»1, • • •, 4) = (ff (1), • • • , cr (n)1 para alguma 
permutação a g Sa, temos fo (e,-,, • •• , = 
= fo (e«r<i), •• • j to (n)) •= eu/o (et, *• • , e„) = e , . 
Então, a última igualdade se escreve 

(4) det {a i ;) 2 ECR «ADJ i «HÍJS ••• «<J(PII» 

onde ff percorre o conjunto Sn- Estabele-
cemos assim a equivalência entre a nossa 
definição de determinante e a definição com-
binatória. 

5 . Simetria entre linhas e colunes. 

PROPOSIÇÃO 5 . Seja (AÍJR) uma matriz 
nxn com elementos era K. Se («',*_;) repre-
senta a matriz obtida multiplicando-se a pri-
meira linha de («ít-) por X, onde 0 = f = \ e K 
temos det ( a ' ; = X • det (a; , ) . 

Demonstração: Seja 0 f e An ( V ) e 
\ei, ••• ,en\ uma base de F. Por (3), se 
tomarmos t e r e m o s 

(5) , ,»„> = det («,,)•/{«,, — 

Por outro lado, considerando a base en'\ 
de F, onde ei = (l/X)et e e\ = e£ se i=j= 1, 
e os mesmos Xj, obtemos Xj = y oíieL donde 

(6) / ( « , , . . . , a;) - dei w,) - / ( • ; . - . O • 

Notando que/(eí,...,eí1) = ( l / X ) / ( e i , — , e n ) ^ 0 , 
a comparação de (5) e (6) dá: det(aíj) = 
= X det (a; j) . 

Definiremos agora a aplicação A : ( F * ) " - + 
-+Â*( V) do seguinte modo: se f\,---:fn e V*, 

f = A ( f i , é tal que 

(7) / (3C,, • •. , = det {/; x,) , K,,. - , ss„ e V. 

Como o determinante de uma matriz é uma 
função jz-linear alternada dos seus vectores 
colunas, vemos que, realmente, feAn{V). 
Além disso, a proposição 5 mostra que, se 

/ - A f / ! , - . - , / „ ) então (8) * / - A ( X / „ . . . , / „ ) . 
Se j el, • * • , e* j é uma base de V*, eviden-
temente A(e* , •• •, en)=f=Ç). Como dim. An 

( F ) = l , toda feAn(V) pode ser escrita 

como / = A ( / t , fi,. - • , / „ e V , de 
modo não único. Realmente, f—X A (c1,... 
= A ( X e 1 , . . . , e"). 

PROPOSIÇÃO 6. Se, a cada ® e A f t ( F * ) e 
a cada / = A ( / i , . . . ,fn)e An(V) associarmos 
o escalar - < / , 9 >- = 9 ( / 1 , -• - , / „ ) e K, obte-
remos uma dualidade entre j 4 „ ( F * ) e A,< (F). 
Dado o endomorfismo T em F e o seu trans-
posto T* em F*, o transposto do endomor-
fismo T de An(V) em relação à dualidade 
acima definida é o endomorfismo T* de 
An ( F * ) , Em outras palavras: (f)*^f*. 

Demonstração: Em primeiro lugar, pre-
cisamos verificar que - < / , 9 > - é bem defi-
nida. Para isto, suponhamos que ffi,•••,{?». ® V* 
são tais que A (y, , . . . , £ f n ) = / = A (ft ,•--,/„). 
Isto significa (permutando i e j em (6), por 
conveniência) que det (y^ = det ( f j (9) 
quaisquer que sejam ,*••, x^ eV. Tomando 
a base em F e a base dual 
j e 1 , . . . , ^ } em F " , escrevamos / = 2 0 

& = Temos o &et=i3fj . 
Portanto, (9) fornece det (a;ji) det (J3ij-). 
Como 9 ó alternada, temos, em virtude de 
(3): ®( / i , • " , / * ) = det(«(Jr). T ( 8 V - , - " ) — 
= det(p i j) - 9 ( 6 * g n ) . Assim, 
o escalar -<í / , 9 >- depende unicamente de f 
e <p mas não da representação f™-h-{fx,•••,/„). 
Para mostrar que X / > 9 é bilinear, obser-
vemos que, sendo os 2 espaços An(V) e 
An(V*) de dimensão 1, basta verificar que 

= x P < f > > p e K , o que é 
óbvio, em virtude de (8). Finalmente, se 
- < / j ®>- = 0 para toda f então 9 = 0 por 
definição e, se - < / , = 0 para toda o , 

f = 0 pois, dado f=f= 0 , tomamos uma base 
Je'} de V* e / = A ( X e l t f » ) , X ^ O ; qual-
quer que seja <p=£0 em An( F*) , -< / ,©> - => 
= <p(XeJ ,-• Por conseguinte, -</,®>-
dá, realmente, uma dualidade entre An ( F*) 
e An{V). Quanto ao transposto de í , te-
mos que provar a identidade -< Tf, ç >-= 

1 
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^ - ^ f , 7*®)- qualquer que sejam f e 9 . 
Ora, se / = A ( / j ,••• , / „ ) , 6 claro que 

donde: 

- r*çCA, •" ,/.) = <f,f*<t>. CQD. 

Observemos agora que, se indicarmos com 
o mesmo símbolo I o endomorfismo identi-
dade de um espaço e do seu dual e se 
Je-E", temos (1-1)* Segue-se que: 
det Tm . / = T* - ( f ) * = ( d e t T - I ) * = d e t T - 1 , 
donde o 

TEOREMA 3 . detT = detT* . 

C O R O L Á R I O : Se (SQ J) é uma matriz n x n 
e («j 1) é a sua matriz transposta, então 
det (#ij) = det («j , 

Assim, todos os resultados anteriores refe-
rentes a matrizes continuam válidos se subs-
tituirmos «colunas» por alinhas» nos enun-
ciados. Em particular: 

(a) de t ( « j / ) — 2 ' d «1(1(1) • «25(2) " ' «(1(1(11) • 
fj 

(b) O determinante de uma matriz é uma 
função multilinear alternada dos vectores 
linhas dessa matriz. 

Aplicando (b) à definição (7), obtemos a 

PROPOSIÇÃO 1. A aplicação A : ( V)"An(V) 
é ji-linear alternada. 

COROLÁRIO : Se | E 1 , • • •, en | é uma base 
de V* e fj = 2aíje'> então: 

i 

(10) A < / , , " . , / , ) =de t fc,) • A («l , . . . , e»). 

Com efeito, A ( / , , • • • , / „ ) = 
- a ( S U ^ ^ . - . S U ^ . ^ ) -

= 2 " , , «í,i <*ki • • • «<„« • A (e<< ,•••,«''). • 11-.. * íít= * 

Mas, conforme a proposição 7, A(e í , , - . - ,e í ) = 0 
se (íi, . • •, 4 ) tem termos repetidos e, em 
caso contrário A(e'1,* • .,e'») = A f e ^ V • = 
=s„A (e l , ' - - , e n ) ,aeS n . Portanto A ( / i , - . - , / „ ) = 

= ^ ( s ^ i i i f « ^ ! " - ^ ! » ) » ! A (e l , • • * , e " ) = 

= det (st; j) • A (e1, • •. , en) , de acêrdo com a 
igualdade (4). 

6 . Desenvolvimento de Laplace. Com as 
mesmas notaçOes do Corolário acima, se 
escolhermos um conjunto J— j j í i , . . . }jr ( de 
inteiros tais que 1 <-jy < . - - - < i ? r < « e con-
sideramos o seu complementar \j\,-Jn-r\ — 
= j 1 , . . . ,m j — J , ainda com j í < " ' < J n - r t 
temos 

( t i ) A ( / 1 , . , / , ) = p , , , A í / i , , . - - , f j r J ú , — > f j ' r ) ~ 

(*„. . . A ) 

onde p^jí ó igual a + 1 ou a — 1 , con-
forme o número de inversOes da sequência 
( j i , • * • ,jr , / i , • • • seja par ou ímpar, 
e a soma acima é estendida a todas as 
sequências (/ti, • • - , /cr) , 1 < k, < « . Entre-
tanto, se uma dessas sequências possui um 

. elemento repetido, o termo correspondente 
em (11) ó nulo pois A é alternada. Omitindo 
as parcelas nulas, podemos dizer que a 
soma (11) é estendida a todas as sequências 
(k\, - . . , onde os k, são todos distintos. 
Fixemos arbitrariamente uma sequência 
(&i, • • • , írr) com elementos distintos, tais que 

< •••-Ckr e vejamos qual é a contribui-
ção, para a soma (11), das parcelas que 
correspondem às sequências »• • • pr) que 
têm os mesmos elementos que (k\, • • • , kT) 
porém em ordem diferente; em outras pala-
vras: exista uma permutação <j e Sr tal que 
pl = o-(A:t), ,pr = (?(/;,•). (Observe-se que 
estamos escrevendo a (k,) em vez de k ^ ) . 
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Esta contribuição é 2 *®(*i)j't «"(MA • • • » w » , * 
a 

( j p w , . . . / « » ^ , . . , / ^ » 

= ( 2 ^^(l-tó^JWJi **' *«<tr)jr ) • ' / 

. A(e*', . . . , e"r ,fj't, ••• ,ff*~r) , a soma sendo 
estendida a todas as a e Sr. Ora, o coefi-
ciente entre parêntesis ó evidentemente o 
determinante da matriz r x r (£!,<) onde 
(3SÍ = . a k j ! . Este determinante é chamado o 
menor da matriz (a^) relativo à escolha das 
linhas k\ < • • • < kr e colunas j\ < • - • <.jT. 

Representaremos tal menor por M ^ } ' " ^ = 

= M - Fazendo K percorrer todos os 

coDjuntos j & i , " - , i v } onde ki < • • * < £ , - , 
temo3 

A ca,- . /O-(ti , j- 2 m Ç ) • A(e". , / / ; , - , / > ; „ ) 

Procedendo de modo análogo com oa argu-
mentos fj\, • • •, f/n_r obteremos: 

M / I , - - 2 ^ ( J ) A Í ( £ ) . 

onde L percorre todos os conjuntos 
t h , , h - r } com h < --- < l n . T . Mas, 
sendo A alternada, A^1,- •• ,ek' ,el, • 
é igual a zero se ( = complementar 
de À ' ) e A (ek< , • • •, ekr, e'<,. •. , ô1»-') = 
= pÀ-,^ A(e*, ••• , e") se L = K ' . Portanto: 

A (/,,-,/.)- L,r f p KtK.M ( f ) Jir (J/)) . 

. A í « 1 , . - , « " ) . 

Comparando este resultado com (10), como 
(e l , . •., en) 0 , temoa 

(12) det(«,,) - p,., 2 ^ ( J ) • ¥ (J , ' ) 

e este é o desenvolvimento de L A P L A C B do 
determinante de («o") em relação àa colunas 

ÍK\ 

ji< <.Jt' O menor M [ j > ) , formado 

precisamente pelas linhas e colunas de (afj-) 

que não entram na confecção de 

chama-se o menor complementar de M ^ j y • 

A fórmula (12) afirma então que, escolhidas 
as r colunas da matriz (a^) , o 
determinante de («;,•) é a soma de todos oa 
produtos que se obtêm multiplicando cada 
r x r menor extraído das r colunas escolhi-
das pelo meoor complementar respectivo, 
cada um desses produtos sendo procedido de 
um sinal conveniente. Em particular, se es-
colhermos apenas uma coluna, (12) dá o 
desenvolvimento usual de um determinante 
segundo os elementos de uma coluna. Outra 
consequência de (11), muito útil nas aplica-
ções, é que o determinante de uma matriz do 

tipo c ) ' o n t*e ^ ^ rxr, C è (n~r)x 

x (íi—»•) e 0 tem todos os elementos iguais 
a zero, é igual a det A. d et C. (Baata escolher 
as colunas de A para o desenvolvimento de 
L À P L A C E ) . 

Usando o Teorema 3, obtemos um desen-
volvimento de L A P L A C E relativo a linhas. 
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