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Uma exposicdo intrinseca da teoria dos determinantes

por Elon Lages Lima

1. Introducdo. Sio conhecidos 3 proces-
sos para definir determinantes. O primeiro,
que chamaremos de combinatério, (LEIBNIZ,
CAYLEY) define o determinante de uma matriz
n><n(o;;) por meio da féormula det(a:;) =
=Y &, tly(1)1 Ua(2)2 *+* Uamyn+ O segundo pro-

ces;o, que chamaremos de axiomdtico,
(WEIERSTRASS, KRONECKER) consiste em de-
finir o determinante de uma matriz como uma
fungio multilinear alternada dos vectores
colunas dessa matriz, funciio normalizada
pela condigiio de ser igual a 1 para a matriz
identidade. Finalmente, o terceiro processo
(a ordem, num certo sentido, é cronolégica),
que chamaremos exterior, é essencialmente
devido a GRASSMANN mas s6 recentemente
foi posto em forma matematica correta por
Boursaki. Ele utiliza a algebra exterior e
consiste em definir, sem referéncia a matrizes,
o determinante de uma transformacio linear
T sobre um espaco vectorial V' de dimensio
n como o escalar A tal que o produto exte-
rior A*7T é igual a 4 vezes a transformacio
identidade de A”V. O processo combinat6-
rio, se bem que seja o mais difundido em
livros de texto elementares (v. [1])*, é o de

* Os nimeros entre colchetes referem-se a4 biblio-
grafia no fim do trabalho.

mais complicada exposi¢iio, onde todas as
demonstracdes sio feitas por «forca bruta» e
as férmulas sio repletas de indices. O pro-
cesso axiomatico (v. [2] ou, preferivelmente,
[3]) representa um progresso, nio sdmente
sob o ponto de vista da elegincia de expo-
sigio como da lbgica, pois mostra que 3 das
mais simples propriedades dos determinantes
siio suficientes para caracteriza-los: todas as
demais propriedades se deduzem destas. En-
tretanto, além de exigir um teorema de exis-
téncia e unicidade, este processo ainda contém
muitos célculos complicados nas demonstra-
¢des dos resultados cruciais, como: (1) det
(AB)=detA. det B; (2) det A=£0 se e s6
se A possui inverso; (3) det(A4*)=detd,
onde A* representa a matriz transposta de
A; (4) desenvolvimento de LapLace. O pro-
cesso exterior, embora nada traga em bene-
ficio de (3), que é demonstrado da maneira
classica (v. [4]) elimina completamente a difi-
culdade das demonstragdes de (1) e (2) e d&
a (4) uma demonstracio de simplicidade con-
siderada maximal. Em virtude destas vanta-
gens e de ser o tnico inirinseco (isto é, sem
referéncia essencial a bases e matrizes) o
processo exterior ¢ considerado o mais claro,
simples e elegante para apresentar a teoria
dos determinantes. Apesar disso, continua-se
a ensinar esta teoria da maneira combinatéria
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ou, quando muito, axiomatica. Motivo: em
geral, quem esti estudando determinantes
pela primeira vez ndo conhece a algebra de
G'RASSMANN.

Nosso proprésito aqui é apresentar uma
exposi¢io intrinseca da teoria dos determi-
nantes que difere da de BOURBAKI por nio
fazer uso da algebra exterior. Tudo o que
supomos conhecido do leitor sio rudimentos
da teoria dos espagos vectoriais sobre um
corpo comutativo KX que, de resto, pode ser
pensado como o corpo real ou complexo.
Para as demonstragdes dos resultados que
usaremos, veja-se [5].

2. Permutacdes. Resumiremos as pro-
priedades das permutacdes que usaremos nos
paragrafos seguintes.

Chamaremos de grupo simétrico S, ao
conjunto de todas permutactes dos inteiros
11,2,...,2n| isto é, de todas as aplicagdes
biunfvocas do conjunto |1,..-,n| sobre si
proprio. Se p,0€S,, o produto gp & defi-
nido como a permutagio que consiste em
aplicar p e depois . Em outras palavras:
op(¢)=0(p(?)),1 <i<mn. Munido desta ope-
ragio, S, é um grupo, isto é: existe uma
permutagio 9e S, tal que 6e=gl=0c para
toda o6 S, (basta definir 0 (i) =<¢, para
todo 7,1 <i<n); dada ce S, existe c-'e S,
tal que o o~ =0~! 6=0 (basta definir o1 (j)=2
se o(i) —j); e finalmente, o(pp) — (7¢)
quaisquer que sejam o,p,p€S,. O grupo
S» tem n! elementos. Uma permutagio o€ S,
diz-se par se o nimero de inversdes na se-
quéncia (g(1),..-,a(n)) é par e impar no
caso contrario. Equivalentemente, considere-
mos o produto P=(1—2)(1—3)---(n—
—1—n)= [[ (¢—j). Uma permutacio

i<j
ceS, éparseestse P=T](s(0)—0())=
i<i
= P;c é impar se e 56 se P'=—P. O sinal
de uma permutaciio ¢ é o inteiro &, tal que
ss=+1 80 ¢ 6 par e esa=—1 se ¢ 6 im-

par. E claro que egp = eses = €pes=12q.
Entre as permutacdes, destacaremos as trans-
posigdes. Uma transposicio 7=(ij),(1<i<
< j<n) é uma permutacio tal que 7(7) =
=7,7(j)=1¢ e ©(k) =k se jFki.
Uma transposi¢io 7= 6 evidentemente uma
permutacio impar, de modo que &s= —=&s
qualquer que seja a permutac¢io ¢. Dada uma
transposigéio (fixa) =, formaremos, para cada
ceS,, o subconjunto Cs=}o,7a|{CS,.
Dois desses conjuntos C; e Cp,p,0€8,,
ou coincidem ou nio tém elemento em comum.
(Pode acontecer que Cs;= C; com a=<p;
isto se da se e 86 se p=70). Portanto os
conjuntos C, fornecem uma decomposigio
de S, em partes disjuntas, cada uma com 2
elementos. Logo hia n!/2 dessas partes, isto
é: existem =!/2 permutagdes gy,.--,0um 2
tais que
(D) S, =CU:UC,1p, com Ci=|g;,70a;}

e CiNCij=g,iFj.
Faremos referéncia a ([J) como a decompo-
sigdo de S, mddulo =. Notemos que, em
cada C;= |o,7c| um dos elementos é par
e o outro ¢ impar. Substitnindo ¢; por p; =
= 10; (lembramos que C;= C:;) se neces-
sario, podemos sup0r que, em (D), todas as
permutagdes g¢; sio pares.

3. Fungdes multilineares. Durante todo
este trabalho indicaremos com ¥ um espaco
vectorial sobre um corpo (comutativo) K e
com n a dimensido (finita) de V' sobre K.

Se W é outro espago vectorial sobre &,
uma aplicagdo r-linear de V' em W & uma
aplicagiio f: V< FV><... <V (r factores) - IV,
tal que, para 1<i<r:

F(@gymee, @+ Yiyoee,2) = f@myyeee 2,000 ,%,) +
F LBy g Yiy oo )

S(@gy ey hmy,eee ) = f (D000 @000 ,3,), AeK.

Em particular, se W= K, uma aplicagiio
r-linear de ¥ em K seri chamada uma
fungdo r-linear sobre V. Este é o caso que
consideramos mais frequentemente. O con-
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junto L,(V) de todas as funcdes r-lineares
sobre V" constitue um espacgo vectorial quando
se define soma de 2 funcdes e produto de
uma fung¢éo por um escalar, do modo natural.
Em particular, se r=1, tem-se L,(V)=
= V* = espaco dual de V.

Uma distingio importante que faremos é
entre uma sequéncia de inteiros (7y,:--,%,),
1<i#.<n, e um conjunto deinteiros |i1,---,7.},
1<i<n. Uma sequéncia é uma funcgio defi-
nida no conjunto |1,...,7| com valores no
conjunto |{1,..-,nf: 1 —>¢;,+..,r—7,; por-
tanto, podemos ter ¢; = {; numa sequéncia,
com j ==k . Diremos entio que a sequéncia
(41, ,%) tem repeticdes. Num conjunto,
porém, j=~Fk implica 7;=~1%; nio ha repeti-
¢des e, em particular, devemos ter r<<n.

Prorosigio 1. Seja |ey,:-+,e,| uma base
de V. Para toda sequéncia (i1,-:+,%,),
1<i{#<n, fixemos arbitririamente (*)
f(ey, -+ ,e;)e K. Entio existe uma e sbmente
uma fungiio r-linear f sobre ¥ com os valo-
res (*) nos pontos (&, ---,€;).

Demonstragdo. Dada fe L,(V), quaisquer
que sejam xy,--+,>.6V pode-se escrever

n
wj-z at.-_,-e.-(j=- 1, nw ,?"). Portanto f(u"i‘l, o )=

im=l

n n
=f(2 01815500, 2 d.-,rei,)=

i=1 ip=1
n

o

ity yir=1
0 que mostra que uma fung¢io r-linear fica
determinada por seus valores (*) isto é, existe
no maximo uma feL,(V) com esses valores,
Além disso, se definirmos f(2y,-.-,a,) por
meio da igualdade(**), é evidente que e L,(})
e portanto existe realmente uma funcio r-li-
near satisfazendo as condigdes (*).

Uma aplicagiio r-linear f de ¥V em outro
espago vectorial W sobre K diz-se alternada
se cumpre a condicio

a1 Az v o iy [0, €5y o0 €) (%)

S(®y, e gm0y 000,200 ,2,)=0 quando m=gz;

Uma aplicagio r-linear alternada f é também
antissimétrica, isto é,

f(:ch"' T "Jx.ix"';r‘r)u _-f(a:.l}"':wi)“'}a}i)“'lxr)'

Para demonstrar este facto, ponhamos
f(xl, cee DLyy e Ljyeee ,-'L'r) — ?(mi,xj)' Te-
mos 0 =g (@ + 2,2 + @) = ¢ (i, ) +
+ 9 (@, @)+ 9 (@, )+ (@5, ) =9 (@, x;) +
+ ¢ (2j, ), donde o(w:,x;) = — ¢(aj,:).
Mais geralmente, dada f alternada, para toda
permutacio ceS,, temos

f(@a(r)y - Xa(r) = saf(2y,--,,).

Reclprocamente, se A tem caracteristica
diferente de 2, é facil ver que toda aplicagio
r-linear antissimétrica é também alternada.
Representaremos por 4,(7) o conjunto das
fungdes r-lineares alternadas sobre V7, isto
é, o conjunto das aplica¢des r-lineares alter-
nadas de V' em K. 4,(V) é um subespago
vectorial de L,(V).

A toda permutagio ce S, e toda funcio
fe L,(V) associaremos a fungiio of, defi-
nida pela férmula :

of (@y,00,3,) “f(:cc(l)s'“:xa(r)) .
E claro que ofeL,(V) e a(ZL—ﬁ =
=Nk(sf), he K, fie L,(V); se p é outra
permutacédo, ¢(of)=(ap)f; se f 6 alter-
nada of=¢f.
Dada a funcéo fe L,(V), definiremos a
alternada Af de f como Af= Deof

(s percorrendo o conjunto S, de todas as
permutagdes dos inteiros 1,---,7). Eviden-
temente Y f é uma fungiio »-linear. Mostra-
remos agora que 2 f é alternada. Para isto,
SEJAM Xy, cor , Ly, -0r , &y, <+ 2,6V tais que
x; = x; e consideremos a transposicio
T=(zj)eS,. Por simplicidade, escrevamos
i - (-1?1, ot gy yilyy e -,32,-); temos Ef(m) =f(‘r)'
Seja {0’1 s Gcli Y- iﬂ',-qg 5 60',-”2* a decom-
posicio de S, médulo T. Admitindo cada

o; par, temos: Af(x)= D e 0of(x)=
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=S f @) =€) f @) = Do f @) —

—a:(Cf @)] = Xlo: f (@) — o f (2)] = 0.

Prorosigio 2. Para todo inteiro r<mn
existe uma funciio r-linear alternada f=~0.

Demonstragdo. Consideremos uma base
le1,+++,e,| de V e a funcido ge L, (V) tal que
ger,-+-,e)=1 o g(ey, --,e,)=0 para
toda sequéncia (iy,+-+,%,)(1,-+,7). g existe
pela proposicio 1. Tomemos f=Ag;
como vimos acima, f é alternada e além

disso, f(e1,e++,€,) = zeﬁg(‘e“(l) y*e 5 €ofm) =

=g(er; - qye;) =1.

Observagdo : Se r>n, existe a sequéncia
(e1,--+,€,), o que invalida a demonstracio
acima.

CoroLAr10: Dada uma base {ey,--,ey |
de V ewxiste uma fun¢do n-linear alternada
fo tal que fo(er,--+,en)=1.

Prorosigio 3. Sejam @y,..:,2,6V e
O0+fe A, (V). Entio f(x;,++,2,) 50 se
e 86 se ®,-+,x, sio linearmente indepen-
dentes.

Demonstragio: Se @y, ,2, sdo li-
nearmente dependentes, podemos supdr
Ly = A3 e + o0 + Ay &n e K. Entio

f(ﬂ?1,$2,-°',mn)=f(2 J‘iwismﬁ"",wn) =
i=2

=)-2f(w2;$2)' . 'swn)+ By ‘i'znf(wnamb' --,a;‘,,)m(l
pois f é alternada. Reciprocamente, se
@*y,-++,2, sio independentes, eles consti-
tuem uma base de V:iwy=e1,: 2, =e,.
Se fosse f(er,:++,e,) =0 entdo, para toda
permutacgiio ¢ e S, terfamos f(esq),: - +,eam)=
=t f(ery -+, €.)=0 e, se (¢,::+,7,) é uma
sequéncia com repeticdes, f(ei,---,e;,) =0,
pois f é alternada. Pela proposiciio 1, teria-
mos entio f= 0, uma contradigio.

Observagdo : A primeira parte da demons-
tracdo acima mostra, mais geralmente, que
se |@,.+,2,| 6 qualquer conjunto finito
de vectores linearmente dependentes em 17,
flar,-++,@)=0. Em particular, se » >n,
toda fungio 7r-linear alternada é igual a zero,
mostrando que a proposi¢io 2 niio pode ser
melhorada.

Prorosigio 4. Se O=£fe A, (V), para
toda ge A, (V') existe de K tal que g=if.
Em outras palavras, 4,(V) é um espago
vectorial de dimensio 1 sobre X .

Demonstragdo: Seja {ey,---,e,| uma base
de V. Pela proposi¢io 3, f(er,--+,e.)=~=0.
Logo existe 2e K tal que g(er,--+,¢,) =
= Ff(er;-+-58)s 8o ced, ontin
g(eoy, -+ seom) =tag(er, -, ) =
=Ddef(er, -+, en)=f (o), ", €a(m). Se
{(?1,+++,%,) 6 uma sequéncia com repeticéo entio
g (eips-+sei)=f (€ €,)=0=2f (€, ,e,-,,).
Portanto ¢ e 2 f coincidem em todos os
pontos da forma (e, ,.--,e;). Pela propo-
sigio 1, tem-se g=1f.

4. Determinantes. Dados o endomorfismo
7 de V(= transformagciio linear de V" em si
proprio), definiremos o endomorfismo 77" de
L,(V) do seguinte modo: para toda feL.(V),
*"T'f é a funcio tal que
"Tf @y, ee @) =f(Tay, -0, Tix,) .

E facil ver que "T'fe L,(V) e que "T: f—"TFf
é realmente um endomorfismo. Se S é outro
endomorfismo de ¥V, tem-se

(1 (TS) ="S T

Se f é alternada, "7'f é também alternada.
Em particular, se representarmos por 7' a
restrigio de "T" a A,(V), 7' 6 um endomor-
fismo de A4,(V). Como 4,(V) tem dimen-
siio 1, todo seu endomorfismo é um miltiplo
escalar do endomorfismoidentidadeI. Portanto
existe um escalar det 7’e K tal que T'=det 18
isto 6, iﬁfm det 7'. f qualquer que seja
fe A, (V). Chamaremos o escalar detT de
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determinante do endomorfismo T". Temos
entio

f{T"UIJ'“JTzI‘} ='detT'f(1:1,"’,3ﬂ)

quaisquer que sejam @y, -+ ,2,6 Ve fe d,(V).
Em particular, se |e;,:--,e¢,} é uma base
de V e foe A.(V) é tal que fo(er,-+-,e.)=1,
temos

2) det T = fy (Tey,--+,Te,)

TeoreMA 1. Se S e T sdo endomorfismos
de V, det(ST)=detS-detT.

Demonstragdo: Indicando com o mesmo
simbolo I os endomorfismo identidades de
Ve A,(V), temos det(ST).I=ST=8. T=
=(det §-7)(det7-I)=det S-det7-I donde
det(S7T)=detS.detT.

E claro que det/=1, demodo que se 7'
tem inverso e pomos S=7-! no Teorema 1,
obtemos 1 = det(7-?).det 7. Segue-se que
det (7-')=(det 7'y e que det 77=~0. Recl-
procamente, se 7’ nio possui inverso, dada
a base {e;,---,e,| de Ve foed,(V) tal
que fo(er, - ,e)=1, temos det7 =
=fo(Ter, -+, Te,) =0 porque Tey,---,Te,
siio linearmente dependentes. Portanto vale o

TeoreMA 2. detT==0 see sése T possui
inverso.

Definimos agora o determinante de uma
matriz » < n («;;) com elementos em K,
pondo det(x;;) =det7', onde 7' é o endo-
morfismo do espago vectorial A" que possui
a matriz («;;) relativamente &4 base canénica
lei,---,e,| de K"; recordemos que esta base
6 formada pelos vectores ¢;=(0,..-,1,...,0)
com todas as coordenadas 0, excepto a
i-ésima, que é 1. Explicitamente, se fe 4,(X,):

(3) dEf{G‘-;)‘f(ﬂl,"‘,G")=f(£1,-",£l3,|)

onde cada =, = X a;;¢;.
=l
Os Teoremas 1 e 2 sio evidentemente
validos se interpretarmos S e 7' como matri-
zes e portanto duas matrizes semelhantes

(a,;j) e (,Bij)”l (d,‘j) (E'R'J') tém o mesmo determi-
nante. Segue-se que o determinante de um
endomorfismo 7' é igual ao determinante de
qualquer das suas matrizes. Consequente-
mente a férmula (3) é valida se considerar-
mos {ey,---,e,{ como uma base de qualquer
espaco vectorial V' de dimensio n sobre £,
e fed,(V). Em particular, é interessante
ler a férmula (3) da direita para a esquerda
e ver como se calcula o valor de uma funcio
alternada fe 4,(V) quando se conhece
apenas f(e1, -+ ,¢e).

Se, em (3), considerarmos novamente «;;
como a i-ésima coordenada do vector xz;e K

e tomarmos f = foe 4,(K") tal que
fo (8; g erly en) =1 ’ obtemos det (&;J‘) —
= fo(x1, -+ ,@,). Portanto o determinante

de uma matriz é uma funcio multilinear
alternada dos vectores colunas dessa matriz,
normalizada pela condigcio det(d;;) =1,
onde (d:;;) 6 a matriz identidade. (Definigdo
axiomatica de determinante). Se F'(«;) =
= f(x1,+++,2,) é uma funcdo multilinear
alternada dos vectores colunas da matriz
(2:;) entdo a férmula (3) mostra que F(wx;;)=
= det (a;) - f(er, -+, €n) = dot () - F(3:)).
Portanto a funcio /' é um miltiplo escalar
da fungio (a;;) — det(z:;), o coeficiente esca-
lar sendo precisamente o valor que /" assuma
para a matriz identidade. Demonstramos
assim o teorema bésico de existéncia e unici-
dade da teoria dos determinantss exposta
pelo método axiomatico.

Se, em (3), tomarmos f=f, tal que
fo(er,+++,e,)=1 e desenvolvermos o segundo
membro de acordo com a defini¢io de fungiio
n-linear, teremos :

det (x;;) = fo (E?,-l LR VELED il u;,,,.e.-,l) -
=3

i iy=

iﬁiil ﬁi.‘e“'ﬁ-i"uf(gi, ;"'sei")-

Notemos, porém, que f, 6 alternada e por-
tanto fo(ey,---,€,) =0 se a sequéncia
(F15+++,%,) tem repeticdes; além disso, se
todos os ¢ sio diferentes, isto &, se
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(G1y+ %) =((1),+-+,0(n)) para alguma
permutagio c&S,, temos fo(ey, -+ ,e,) =
= fo(esqy; »*+ s€am) = €afoler, -+, €n
Entfo, a dltima igualdade se escreve

= Eg5.

(4) det (=) = P By Cgi1)1 Fgm2 """ Fgmin
g

onde o percorre o conjunto S,. Estabele-
cemos assim a equivaléncia entre a nossa
definicio de determinante e a definigio com-
binatéria.

5. Simetria entre linhas e colunas.

Prorosicio . Seja (a;;) uma matriz
n><n com elementos em K. Se (a';;) repre-
senta a matriz obtida multiplicando-se a pri-
meira linha de (@;;) por A, onde O=FAe K
temos det(a';;) = A - det(a;;).

Demonstragdo : Seja 0=Ffe 4, (V) e
lei,++,e,| uma base de V. Por (3), se
tomarmos a:_,»=21_ a;je;(j=1,.+-,m), teremos

(5) f(xl:l""wn}=dEt(aii)'f(el:”'7en %

Por outro lado, considerando a base |e;-- ey}

de V, onde éi=(1/\)e; o ei=e; se 7+1,

© 08 mesmos x;, obtemos ;= Y, a/;e}, donde
3

(6) f(xt!"'!xn)-dEt(a;;)'f(e;:‘“:e:y)-

Notando que f(ei,---,en)=(1/\)f(e1,--,€.) 50,
a comparagiio de (D) e (6) da: det(al;) =
= Adet(a;;) -

Definiremos agora a aplicacio A:(V*)*—
-4, (V) do seguinte modo: se fi,,faeV"
F=A(fi,+,fx) 6 tal que
() f(myyeeeym) =det(fiz),

Como o determinante de uma matriz é uma
fun¢do n-linear alternada dos seus vectores
colunas, vemos que, realmente, fe 4,(V).
Além disso, a proposi¢io D mostra que, se
fﬁA‘(fl yee+5fn) entdo (8) Af=A(Af1, -, fu)
Se |e',---,e*| é uma base de V*, eviden-
temente A(e!,..-,e")5<0. Como dim. 4,
(V)=1, toda feA,(V) pode ser escrita

Qgjg #28 ,n:,,eV.

como f=A(f1:"'sfn): fl,"',_fNEV‘, de

modo n#o tnico. Realmente, f=AA(e!,...,e")=
=A(\el, .., e").

Prorosigko 6. Se, a cada ve 4,(V*) e
acada f=A(f1,++,fu)eA.(V) associarmos
o escalar < f,0>=0(f1,:-+,fs)€ K, obte-
remos uma dualidade entre 4, (V*) e 4,(V).
Dado o endomorfismo 7" em V e o seu trans-
posto T em V™*, o transposto do endomor-
fismo 7' de A.(V) em relagio & dualidade

acima definida é o endomorfismo T* de
4,(V*). Em outras palavras: (7)*=7*.

Demonstragdo: Em primeiro lugar, pre-
cisamos verificar que < f,o > é bem defi-
nida. Para isto, suponhamos que ¢y,.:-,¢, €6 V*
k0 tais que A (gi,e-+, g)=F=A (fi -+ fo)-
Isto significa (permutando 7 e j em (6), por
conveniéncia) que det(g; ;) = det(fjx:;) (9)
quaisquer que sejam &y ,--+, 2, € V. Tomando
a base |e,---,e,] em V¥V e a base dual

let,.--, e*} em V*, escrevamos f=2_a;j o'e

g_,':Zid'.;jB". Temos f}e‘-zau e gj€a=ﬁgj.
Portanto, (9) fornece det (:;) = det ().
Como o é alternada, temos, em virtude de
@): 9 (fiseer,fo) =det(ai;) - p(et,e, €)=
=det (B:;) - ¢ (e' -, €")=2 (g1 gn) . Assim,
o escalar < f,9 > depende unicamente de f
e ¢ mas nio da representacio f=A(fi, -, fa)-
Para mostrar que < f,9 > 6 bilinear, obser-
vemos que, sendo os 2 espacos A4,(V) e
A,(V*) de dimensio 1, basta verificar que
<Afrper =Ap<Lf,9>,A,pe K, o que é
6bvio, em virtude de (8). Finalmente, se
<f,9> =0 para toda f entdo ¢ =0 por
definicio e, se <f,9> =0 para toda o,
f=0 pois, dado f==0, tomamos uma base
et} de V* o f=A(Ae',--.,e"),A5=0; qual-
quer que seja 9~0 em 4, (V*),<f,0>=
=g(hel,...,e")5£0. Por conseguinte, < f,o>
da, realmente, uma dualidade entre A4, (V*)
e 4,(V). Quanto ao transposto de 7, te-
mos que provar a identidade < f'f,q; - =
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= {f,f*@}- qualquer que sejam f e ¢.
Ora, se f=A(fi,+,fa), 6 claro que
Tf=A(T*fi,+,T*f), donde:

'<Tf’ 9= =29(T*fi, ] T fa) =
=T*9(fi, - fo)=<L,T*¢>. CcQD.

Observemos agora que, se indicarmos com
o mesmo sfmbolo I o endomorfismo identi-
dade de um espaco e do seu dual e se
Je K, temos (A-I)* =2.I. Segue-se que:
det T* . I=T*=(T)y =(det T- I)*=det T I,
donde o

TEOREMA 3. detT = det T*.

CoroLARIO: Se (ayj) ¢ uma matriz n><n
e (1) é a sua matriz transposta, entdo
det (dij) = det (txj 1) .

Assim, todos os resultados anteriores refe-
rentes a matrizes continuam validos se subs-
tituirmos «colunas» por «linhas» nos enun-
ciados. Em particular :

(a} det (1“) = Eta %ya(1) . %35(2) s “nﬁ(n) .
g

(b)) O determinante de uma matriz é uma
funcio multilinear alternada dos vectores
linhas dessa matriz.

Aplicando (b) & defini¢io (7), obtemos a

Prorosigio 7. A aplicagdo A:(V*)*—4,(V)
é n-linear alternada.

CoroLArIo: Se |eo',...,e"| ¢ uma base
de V* ¢ fi= Do e, entdo:

i
(10) A(fryeresfu)=det (o) A (el - e).
Com efeito, A (fi, -+ ,fun) =
=A(2:=iz"1 el gues ,Zzl=lg¢;""gin —

-_"'Zn _104',!“6,2"'“iun'A-(ei',”',ei")-

Bigesayly==

Mas, conforme a proposigéio 7, A(eh,...,e )=0
,in) tem termos repetidos e, em
caso contrario A(e',.--,e™)=A(eo),. .. i) =
=eg (el -,e"),a68,. Portanto A(fi,---,fn)=

= (2 € Fg (1)1 Fa(2)2 " ** “q(n)ﬂ) Aet, - ,e")=
o

= det(e;;) - A(et, -+ ,e"), de acérdo com a
igualdade (4).

s (i1,

6. Desenvolvimento de Laplace. Com as
mesmas notagdes do Corolario acima, se
escolhermos um conjunto J=/{jy,--+,j,}| de
inteiros tais que 1<j; <..-<j,<n e con-
sideramos o seu complementar J'= | j1,,fnr} =
={1,...,n|—J, ainda com ji<:++<jn-r,
temos .

(11) A(fl:'”1ﬂv)2FJ,rA(fin:"‘xf}'r:fjlli"':fj;)'s
=Ry

(Kypenerkr)

s A(Ck,, "‘sek’:fj] Far's !fj;-v—r}

Bheds Chada *** ke gyt

onde p;,» é ignal a 4+ 1 ou a — 1, con-
forme o nimero de inversdes da sequéncia
(J1s e+ sJrsjis=+* 3Jn-r) se€ja par ou fimpar,
e a soma acima é estendida a todas as
sequéncias (%, +-- ,k,), 1 <k,<n. Entre-
tanto, se uma dessas sequéncias possui um
elemento repetido, o termo correspondente
em (11) é nulo pois A é alternada. Omitindo
as parcelas nulas, podemos dizer que a
soma (11) é estendida a todas as sequéncias
(k1y++-,%,) onde os k, sio todos distintos.
Fixemos arbitrariamente uma sequéncia
(f1,+++,%,) com elementos distintos, tais que
ky << ++e <k, e vejamos qual é a contribui-
¢iio, para a soma (11), das parcelas que
correspondem as sequéncias (py,---p,) que
tém os mesmos elementos que (ky,.:-,k,)
porém em ordem diferente; em outras pala-
vras: existe uma permutagio ge S, tal que
pr=0 k1), ,p, =03 (k). (Observe-se que

estamos escrevendo o (k,) em vez de Fkoy) -
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Esta contribuiqio é 2 O (k) jy PO (ka)js " "

a

CA(EE), un  8ED Fi e, Fine) =

= (Z o Aa (k) j, %o (ks)js ** * o ("r).fr) .
0% i
Ak, ere € Fj1yeee yfinr), asoma sendo
estendida a todas as ceS,. Ora, o coefi-
ciente entre paréntesis é evidentemente o
determinante da matriz r><r (@) onde
Bse = o, ;. Este determinante é chamado o
menor da matriz (e;;) relativo a escolha das
linhas %y < .-+ <k, e colunas jy < --« <j,.

&8 (ky) jr *

Representaremos tal menor por M (";1.’;’) =
Seas

=M (f) Fazendo K percorrer todos os

conjuntos |{ky,.--,k,} onde k< -.. <K,

temos

At =er, 0 S M () (s, Sy, fiomr)
K

Procedendo de modo analogo com os argu-

mentos fj,--+,fj,_. obteremos:

A(fiy s f) =rpun E M ({f) M (f;,) 4
“A (€, - . ehnr)

<y e, el .
onde L percorre todos os conjuntos
{l,eeeylprt com U< oo <L lyp. Mas,
sendo A alternada, A (e*,...,ek e, ..., ehr)
é igual a zero se L=~K' (= complementar
de K) e A(ekt, -, elr,el,... ) =
=ox,x A(e!, ---,e") se L= K'. Portanto:

A(fiy- :f.-)-(P.hJ'EPx.A'JU(K)M ))

A ety e e
Comparando este resultado com (10), como
(e*,---,e")==0, temos
K At
(12)  dot () = s T2 () ( )

e este é o desenvolvimento de LarrLace do
determinante de («;;) em rela¢io is colunas

K!
J1< »or <jr+» O menor M (J.r) , formado
precisamente pelas linhas e colunas de (&)

que niio entram na confecgio de M (If;),

chama-se o menor complementar de M (‘ﬁj)

A férmula (12) afirma entiio que, escolhidas
as 7 colunas j,:--,j, da matriz (a;;), o
determinante de (a:;) 6 a soma de todos os
produtos que se obtém multiplicando cada
r > r menor extraido das » colunas escolhi-
das pelo menor complementar respectivo,
cada um desses produtos sendo procedido de
um sinal conveniente. Em particular, se es-
colhermos apenas uma coluna, (12) da o
desenvolvimento usual de um determinante
segundo os elementos de uma coluna. Qutra
consequéncia de (11), muito util nas aplica-
¢bes, 6 que o determinante de uma matriz do

tipo (g‘g), onde A é rx<r, C é (n—r)x<

< (n—r) e 0 tem todos os elementos iguais
a zero, éigual a det 4. det . (Basta escolher
as colunas de A para o desenvolvimento de
LAPLACE).

Usando o Teorema 3, obtemos um desen-
volvimento de LAPLACE relativo a linhas.
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