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tivas ou nulas menores que 10 daquelas equagdes,
o gue da os pares de niimeros

{ a=4'05h.6,7,8,9 a=1,2.0

| b=9,8,7,6,56,4 ° | b=1,0,2.

945 — Substitua a fracgio 12/21 por outra equi-
valente sendo 24 a diferenga entre os seus termos.
R: 12/21=4/7==4n/Tn e como fem que ser Tn—4n =24
é n=8 ¢ a fracgdo pedida 3256 .

946 — Calcule o ntimero da forma N-—4'<15
sabendo que tem 28 divisores. R: Como N =2%,3.5
o mumero de divisores de N é (2n+1).2,2=28 ou
2n+1=7; n=3 ¢ N=960.

947 — Pretende demonstrar-se o seguinte teo-
rema: «Para as secantes a uma circunferéncia
saidas do mesmo ponto, é constante o produto de
cada uma delas pela sua parte externa».

Diao-se os seguintes elementos para fazer a de-
monstracio : @) a figura junta; ) os angulos ins-
critos no mesmo arco sdo iguais; ¢) dois tridngu-
los que tém angulos iguais cada um a cada um

sdo semelhantes; d) em tridngulos semelhantes
os lados opostos a Angulos iguais sdo directamente
proporcionais; ¢/ em qualquer proporgio o pro-
duto dos meios ¢ igual ao produto dos extremos.
Faca a demons-
tragio do teorema
enunciado pelomé-
todo sintético e dé
asjustificacoes dos
respectivos passos,
Demonstragio:
Hipétese: OB e OB/ sdo dua% secantes i mesma
circunferéncia, concorrentes em O,
Tese: OB<04=0B"<04'.
Passos: 1) ang. BAB'—=ang. B' A'B; ;2)ang, ABA'=
=ang. AB' 4; 3) A[OA'B]~A[0A4AB']; 4)
O_B =—Q§—; 5) OB><0A'><0B' c.q. d.
OB' 04 .
R: Justifica¢do : 1) por b); 2) por b);
4) por d); 5) por e).
Solugdes dos n.”* 927 a 947 de ). S. Paulo.

3) por c);

MATEMATICAS GERAIS —ALGEBRA SUPERIOR—COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L. — ALGEBRA SUPERIOR — Alguns pontos do
2.0 exame de freqliéncia, Junho de 1941,

948 — Discuta o sistema 2x4 2y +4+1=0, a+8y+
+21=0, x4+2y+2=0 e interprete geométricamente
os resultados no plano e no espacgo. R: O sisfema
é sempre incompativel qualquer que seja ). real.
O sistema formado pelas duas primeiras equagdes
-€ compativel ou incompativel conforme for 116
ou 1=16. O sistema formado pelas duas iiltimas
equagdes é sempre compativel qualquer que seja ..
O sistema formado pelas 1.0 ¢ 3.9 equacgdes é com-
pativel ou incompativel conforme fér 14 ou
w=4. Interpretacdo geométrica no plano: as equa-
¢hes do sistema sdo as de lrés rectas concorrentes
duas a duas se »==4,16, a primeira ¢ terceirva
sdo paralelas e a terceiva é secante se =4 ¢ a pri-
meira e segunda sdo paralelas e a terceiva é se-
cante se x=16. Interpretacdo geométrica no espago:
basta substituir no que atras se disse recta ou rectas
por plano ou planos paralelos ao eixo dos zz.

949 — Calcule as coordenadas do traco da recta
r=x=0, y=5-1 no plano = que passa por
ri=2x—y+2s+1=0, v=2z, a distancia 2 do cen-
tro da esfera 2=a"432+2—2y+45—1=0,

R: Do feixe de planos cujo eixo é a recta vy hd
dois planos que distam 2 do centro (0,1, —-2) da
esfera Z:m) 2x+y—2z+1=0 ¢ =) 2x—38y+6z+
+1=0. Os #fragos da recta v) em cada um déstes
planos sd@o vespectivamente (0,—1,0) e (0,7/3,—4/3).

950 — Uma recta » passa pelo ponto (1,2).
Determine a equacdo de » sabendo que, se nesta
equacgdo se trocarem entre si o coeficiente de y e
o térmo conhecido, a nova equacdo representa a
recta ' simétrica de » em relacdo ao eixo dos YV,
Calcule a drea do triangulo definido por v, »' e o
eixo dos XX. R: Sabe-se que a equacdo da recta
simétrica da recta ax+by-+c=0 em relagdo ao
eixo dos yy é ax—by—c=0. Entdo, a recta simé-
trica de Ty mx—y+(2—m)=0 ¢ 1) mx+y+
+(m—2)=0. Por outro lado r') mx+(2—m)y—
—1=0. Portanito, deverd ser 2—m=1 ou m=:1.
Logo r) Xx—y+1=0 r') x+y—1=0. Os vértices do
triangulo sdo os pomtos (—1,0) (1,0) (0,1).
A medida da drea do wriangulo é S tal que
28S=|—1 0 1|=2, donde S=1.

1.1
) (e R |

951 — Determine os valores de % e p. para os
quais o sistema 3x+2y+s5=4, dx+iy+bhe=p,
x—y+2s=2; seja: a) determlnado by indeter-
minado; ¢ incompativel. R: 4 aplicacdo do teo-
rema de Rouché condus a: a) se .50 e v qual-
quer, b) se 2.=0 ¢ p=8, neste caso o sistema é
simplesmente indeterminado, cj se A=0 ¢ u48.

952 — Deduza a equagdo da perpendicular bai-
xada do centro da circunferéncia =2 (x2+ ?)—
—3x—2y—3=0 e calcule a drea do triangulo defi-
nido pelos pontos de intersec¢io da recta # ‘com
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a circunferéncia e pelo centro desta. R: Coorde-
nadas do centro da circunferéncia (3/4,1/2).
Equacdo da recta que passa pelo centro e é perpen-
dicular a recta dada 4x—2y—2=0. Ponios de in-
tersec¢do da recta r com a civcunferéncia X, solu-
¢oes do sistema formado pelas duas equagies,
(1+2y10/5), (1:5V10/5). 4 drea do triangulo é
dada por

S=% 3/4 12 1\ V10/4 .
142y/10/5 1—y/i0/5 1[
1-2y/10/5 1+ y/10/5 1|

953 — E dado o triangulo de vértices 4 (0,0) !
B(8,4), C(2,14) e o ponto D, meiode AC.
Tire-se por D uma paralela a 4B e seja E o
ponto onde ela encontra o lado BC.

Verifique que o eixo radical das duas circunfe-
réncias que tém por diametro respectivamente os
segmentos BD e AE, coincide com a perpendi-
cular a 4B, passando por C. R: Coordenadas
dos pontos D ¢ E, (1,7) (5,9). Coordenadas dos
centros das circunferéncias de didmetros BD ¢ AE,
(9/2,11/2) (5/2,9/2). Raidos das circunferéncias
V58/2, V106/2. Egquacies das civeunferéincias
x4+ y2—9x—11y+36=0, x24+y?—5x—9y=0. Equa-
¢do do eixo radical 2x+y—18=0, Esta é satis-
feita pelas coordenadas de C(2,14) e é perpendi-
cular a recta AB cuja equagdo é x—2y=0,

954 -- Forme o descriminante da equagdo
x3—58x+3—1=0 eaproveite o resultado para deter-
minar % de modo que a equacgdo tenha uma raiz
miltipla. R: O descriminante é A=3:2—4.—9.
A equagdo terd uma rais miltipla se 5,2 —4,—9=0

isto é para 1.=1/3(2+/31).

955 — Dada a recta ¥ =1+« e a circunferéncia
&2+ 324 x+4+y—2=0 determine um ponto da cir-
cunferéncia que forme um triangulo rectangulo
com os pontos de intersecgdo da recta com a cir-
cunferéncia. R: 4s coordenadas dos pontos de in-
tersecgdo da circunferéncia X com a recta T sdo
Sfornecidas pela vesolugdo do sistema formado pelas
duas equagaes, (0,1) e (—2,—1). Visto que a
recta v ndo passa pelo centro de X, o terceivo vér-
tice do triangulo rectangulo é a infersecgdo de =
com a recta que passa por (0,1) ou por (—2,—1)
e pelo centrode 2(—1/2,—1/2) . O problema admite
duas solugoes: as intersecgoes das rectas y=35x+1
e Xx=3y+1 com X, ou (—1,—-2) ¢ (1,0).

956 —Dada =2 esfera 2=a?4 92427 22+
+45—2=0 e a recta r=xr=2y—1, y=2¢ deduza
as equagdes das esferas X, e X, passando res-

pectivamente pelos pontos 7~(0,0,0), P, (0,—1,0)
e Py(—1,1,2), P4;(1,1,0) e que com a esfera dada
formem um sistema de eixo radical ». R: 4 equa-
¢do geral das esferas que passam por Py e Py é
x*4-y2 4 z2raxt+v+ez=0 e a das esferas que pas-
sam por Py e Py é xX2+y'+z3+(y—8—4)x+
+(2—1) y+vz+38=0. Para que o sistema X,%, %
admita v como eixo radical é necessdrio e sufi-
ciente que r coincida com a recta
| ax+y+tecz=—2x44z—2
| G—3—Dx+(2—y)y+12+3=
donde a=—4, c=15/2, v=0 ¢ §=1/2. Entdo serd
%) 2(x*+y2+20)—8x+2y+15z=0
%) 2 (x24+y2+28)—9x+4-4y+1=0.

—2x4+-4z-—2

1. S. C. E. F. —2.° exame de freqiiéncia, 19-6-1941

057 — Fazer o estudo e o tracado da curva de
equacdo y=1+1/x+1/x2. R: A equagdo pode es-
crever-se y—(x2+x+1)/x2. A funcdo racional defi-
nida déste modo é continua nos intervalos abertos
(—o0,0) e (0,400). A origem é um ponfo de
descontinuidade infinita de 1o espéeie porque
limy=+co ¢ lim y=+oco. Admite como assin-

x=—r—0 =i

totas as rectas x=, em virtude do resultado ante-

- rior, e y=1 porque limy=1—-0 e limy=1+0,
T+—00

T—+too

Tem-se sempre, para x real qualgquer, y >0.
O ponto (—2,3/4) é de minimo e a funcdo ¢ cres-
cente no intervalo aberto (—2,0) e decrescente nos
intervalos abertos (—oo,—2) ¢ (0,+c0), por ser
y'=—(x+2)/x3 e y''=(2x4-6)/x4. O ponto (—3,7/9)
é de inflexdo e a concavidade estd voltada no sen-
tido dos yy positivos nos intervalos abertos (—3,0)
e (0,4c0) e no sentido dos yy negativos no inter-
valo aberto (—oo,—3), por ser y''=(2x+46)/xt
e y'''=—6(x+4)/x5.

958 — Calcular trés térmos do desenvolvimento
em série de poténcias da funcao y=F(x).secx
onde P (x) & um polinémio do 4.° grau que satis-
faz a igualdade P (x)+ xP'(x)+a2P!'(x)+
443 P (x)+at PV (x)=065x1+Da2. R: Determi-
nagdo de P(x). Seja P (x)=a;xita; x3+a,x2+
+ayX+ay serd 6dayxi416a; x3+5Ha, x?+2a3x+a, =
=65xi4-5x2, donde ag=a,=1 ¢ a;—ay=a;=0. Logo
P(x)=xi4+x?. A fungdo dada y—=(x'{x?).secx
é par, o seu desenvolvimento em sérvie de poténcias
serd, portanto, da forma y=ay+a;x?+azxit
deveedag, X 4. . Tem-se imediatamente x'+x2—
+y.cos X e substituindo y ¢ cosx pelos seus de-

senvolvimentos em série de poténcias, xi4-x>—
x? - x4
=(astarx? tagxt + -2 ) (A =5+ v +se)y=ag+

+ (a2 —ay/2!) X? + (ag/4! —ax/2! - ag)xt + ( —ag/6!14
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identificando vem
. Finalmente serd

+ap /4l —ay/2! +ag) x4+ -.- e
ag=0,a,=1,a;,=3/2, a¢ -‘}/3,
y=x%+x43/24x83/8+.-

959 — Determine as raizes racionais da equagao
S 11 +1Tx+24=0. R: As raises da equacdo
proposta sdo —8/3 e —1/24-i /11 1/2, das quais so
a primeira ¢ racional.

I. 8. C. E. F. — 2.2 exame de freqiiéncta, 26-6-1941

960 — Estudar e represéntar geomeétricamente
a fungdo y=¢'""*, As ordenadas dos pontos nota-
veis (maximos e minimos ou pontos de intlexdo,
se houver) serdo calculados com um érro inferior
a 107%, utilisando o desenvoluimento em série
de ¢". R: A fungdo é sempre positiva, definida e
continua nos intervalos (—co,0) e (0,4 o) aber-
tos. A origem é um ponto de descontinuidade infi-

2 s ., 1im (1—r)z]—1
nita de 1.% espécie porque 1im y,-——[e“'” ] =0
x>0

£ l:my oo .
= |0

curva representativa da  funcdo admite
assintota a recta x=—e, porque limy

T 00

limy=e+0. 4 fungdo ndo admile mdximos nem

*+—c0
minimos porque a r1.® derivada y'=e'~'*/x? ndo se
anula para os valores finitos de x e ¢ definida
para todos os valoves de x pertencentes ao dominio
da fungdo. Note-se que y'(—0)=co ¢ y' (+0)=0,
A fungdo é monofonica crescente em fodo o domi-
nio de definigdo porgue y' é sempre positiva.
O ponto (1/2,y(1/2)=e"") é de inflexdo porque
yll=e=1(1—2x)/x4 e y!l'=e'V=(1—6x-6x2)/xS.
/l concavidade estd voltada no sentido dos yy posi-
tivos nos intervalos (—oo,0) e (0,1/2) ¢ no sen-
tido dos yy megativos mno intervalo (1/2,-4-c0).
Cdlculo de y(12)=1/e, ordenada do ponto de in-
Sflexdo: Tem-se e'=1/21 —1/31 ... +(—=1)"1/n!+-.-,
Se considerarmos um, dois, trés, quatro ou cinco
térmos, o érvo sistemdtico é inferior a 1/3!, 1/4!,
1/6!, 1/6! ou 1/7! respectivamente, Entdo, basta
fomar cinco térmos para que o érro sistemdtico seja
inferior @ 1/T1=1/5.040 < 5/10.000. Portanto
y(1/2)=e ~1/2 —1/6 +1/24 — 1/120+1/720=0, 5 —
—95/720 = 0,5—0,1319 ~ 0,368 .

961 — Determinar com um érro inferior a 10~
todos os valores reais de 7 para os quais o sistema
{ x4 (a—1)y=0

x+ie=0
| 2y+5=0
digdo necessdria e suficiente para que o sistema
proposto de equacies lineares e homogéneas, admita
solugbes ndo nulas, que a caracteristica da malris
dos coeficientes do sistema seja inferior a 3. Esta

Além do eixo das ordenadas, a

COMo
—e—0 ¢

tem solucdes nio nulas. R: £ con-

(;’\/I"TA DE \IATFM ATICA

caracteristica ndo pode ser inferior a 2 porque na
1 0|0

0% % &
Euntdo, o sistema serd simplesmente indelerminado
se atribuirmos a ). os valores que salisfazem a

matris pode formar-se o determinanite

1 3»—=1 0|=234+2—1=0.
1250 A
0 22 1

A aplicagdo do teorema de Descaries a esta equagdo
¢ a4 sua transformada em —)., permifte afirmar
que ela admite apenas uma rais irracional positiva
e duas raises complexas conjugadas. Como imedia-
tamente se reconhece, a vais real pertence ao inter-
valo aberto (0,1) . Para a sua delerminagio apro-
ximada utilizsemos o método de Rufini-Horner.
A transformada da equacdo em p=10) é Q (n)=
=u3410u—100=0 euja rais irracional estd com-
preendida entre 0 ¢ 10. Nofemos que Q(0), Q(1),
Q(2) e Q(3) s@o niimeros negativos ¢ Q (1) é po-
sitivo. Entdo, a raiz real de Q(u)=0 esta com-

" preendida entre 3 ¢ 4 ¢ a raiz da equagdo em

estd compreendida entre 0,3 e 0,4, Estes dois
niimeros sdo valores aproximados a menos de 1071,
o primeiro por defeito e o segundo por excesso, da
rais em causa.

I. 8. T. — Alguns pontos do 2.° exame de freqiiéncia
de 1940-41.

1
X 962 — Verificar a identidade

arctg —
g?n—l

1 A
o1 =arc tg T e, utilizando-a, provar

1
que a série de térmo geral u,—arctg 5., &con-
“h

vergente. R: Tomando tangentes dos dois mem-
bros da s'dav:!idade vem
X wial 38 | T
2n—1 2n+1 I/ [ (2n—1)(2n+1) | 2n?

e, efectuando as operagies indicadas no 1.° mem-
bro, obtém-se uma identidade evidente. O térmo
geral da sévie dada pode decompor-se do modo in-
dicado no enunciado ¢ a soma dos n primeivos

1
—=arc tg 1 —are :g ———l oy~

n+1
- -‘.f 1 resuh‘ado

termos da série é S,

tanto, tem-se S —1im S, —arctgl

=00
que prova a convergiéncia da série.

Pode provar-se a convergéncia da série sem re-
corver a identidade. Com efeito, consideremos a
série, manifestamente convergente, de térmo geral

L

u
v,=tgu,=— edeterminemos lim —=1., As
2n2 > V

duas séries tém o mesmo caracter e a série de térmo
geral v, € convergenlte.
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963 — Provar que

1 1 b i S T =X X3 X v
R A e
i 1 1 (A O PR |
iy LD i

R : Substituindo tédas as colunas do deteyminante,
excepto a 1.9 pela sua soma com esta multiplicada
por —1, obtem-se facilmente o resultado pedido.

=3
964 — Achar o ponto da recta {;__3 5 que é
eqiiidistante de 4(1,2,3) Z(—4,0,6).

R: O ponto cuja determinacdo se pede é a inter-
scegdo da recta dada com o lugar geométyico dos
pontos do espago eqiiidistantes de A e B. Este lugar
é o plano perpendicular a AB e que passa pelo
ponto médio do segmento AB. A sua equagdo é
5(x+3/3)+2(y—1)—3(z2—9/2)—0. A resolugio do
sistema formado por esta equacdo e pelas equacies
da recta dada conduz ao ponto (3,22 ,17).

965 — Sendo I #hay+1=0

{2410 as equagdes duma

recta r determinar @ de modo que, por r, passe

: y=2x -
um plano perpendieular a {3},__25. Determinar
ésse plano. R: A equacdo geral dos planos que
passam pela recta v é xtay+tiz+1l+a=0. Ads
equagbes normais da scgunda recta sdo x—=y/2—
—2z/3. A familia de planos x+ay+iz+1+xr=0
conterd uin plano perpendicular a segunda recta se

GEOMETRIA DESCRITIVA —~GEOMETRIA

F. C. C. — 2.° exame de freqiiéncia

Ponto 1

968 — GEOMETRIA COTADA — A poiar em duasrectas
enviezadas a sua perpendicular comum. Uma das
rectas € horizontal.

969 — PERSPECTIVA RIGOROSA —Determinaroangulo

de duas rectas enviezadas. Uma das rectas faz com |

o quadro um angulo de 45°, R: Rebafa-se sobre o
guadro o plano que contém uma das rectas e é para-
lelo & outra.

970 —roLiepros—Determinar a seccdo feita pelo
1.° plano bissector numa pirimide pentagonal de
base regular assente no plano horizontal de pro-
jeccdo. O vértice da pirimide & um ponto de afas-

19

l= —=-— ou a=2,)=3 e a equacdo désse plano

2

é X—:—?y»,- :'}Z'.:’ {=0.

966 — Achar os focos da curva xy—4,

R: A curva dada é uma hipérbole equilitera cujas
assinfofas sdo os eixos coordenados. A sua equagcio
referida aos eixos de simetria é Ax*+Cy?+G=0
com A+C=0, AC=—1/4 ¢ ACG=4 donde
A=—-C=1/2, G=—16, istoé x2—y?=32. Os focos
sd@o os pontos (+=8,0) relativamente ao segundo
sistema de referéncia e os pontos (£4y/2,+4y/2)
relalivamente ao primeiro referencial,

967 — Determinar a parabola que encontra o
eixo Oy nos pontos de ordenadas —1 e 1/4 e
tem a recta 2x+4y+1=0 como didmetro conju-
gado com Ox. R: Seja Ax242Bxy-+Cy2+2Dx+
+2Ey+G=0 a equac¢do da pardbola. A equagio do
diametro confugado com Ox Ax+4By-+D-—=0 ndo
deve ser distinta de 2x+-4y-+1=0, logo, a parte
um factor constante, A=2, B=4, D—1. Por se
tratar duma pardbola deverd ser B*—AC=0, por-
tanto 16—2C=0 e¢ C=8. Finalmente a equacio
deverd ser satisfeita pelas coordenadas dos pontos
(0,1) e (0,—1/4), portanto, ndo serdo distintas as
equagies 8y?+2Ey+G=0, 8(y-+1)(y—1/4)=0
donde E=3 ¢ G=—-2. Tem-se 2x248xy-8y?}
+2x+4+6y—2=0.

Solucdes dos exercicios n.”™ 948 a 967 de A. Sa da Costa.

Contém pontos de segundos exames de freqiiéncia de
Algebra Superior os seguintes nimeros da «Gazefa de
Matemdtica»: 2 e 6,

PROJECTIVA

tamento nulo e cota positiva, R: O prblema pode
resolver-se : a) Mudando de plano vertical para
qualquer plano de perfil, o que transforma o 1.° planv
bissector num plano de tépo; b) Delerminando o
trago de cada uma das arestas no 1.° plano bissector,

Ponto 11
971 —GeEoMETRIA COTADA—Determinar os planos
bissectores de dois planos de escalas de declive
paralelas. R: A introdu¢do dum plano wvertical de
projeccdo de trago paralelo as escalas de declive, trans-
Sforma os planos dados em planos de topo e permits

resolver o problema facilmente,
972 —PERSPECTIVA RIGOROSA— Determinar o an-
gulo duma recta projectante com o plano neutro.
R: O dngulo pedido é o da recta dada com o guadro,
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973 —trienrROs—E dada uma recta do plano hori-
zontal de projeccdo que faz com a linha de terra
um angulo de 60°, Conduzir por um ponto a recta
que faz com a linha de terra e a recta dada angulos
de 30° e 40°, respectivamente. R: Conduz-se pelo
ponto a recta paralcta & aresta oposta a base de 60° |
no iriedro de que se conhecem as faces (600, 40° ¢ 30"}

Tem duas solugdes.

Solugdes dos n.°* 968 a 973 de L. G. M, de Albuquetrque,

F. C. L. — Alguns pontos

974 — Duas rectas, ndo de perfil, tém projecgdes
de nome contrario coincidentes. Prove que sdo
complanas e determine a intersecc¢io da linha de
terra com o seu plano. R: Dadas a e b ¢, por
hipdlese, a'l=b'" ¢ a'=b'. O ponto P {tal gue
P'=P'=a'a'=b'b'" é o lrago comum de a ¢ b
em Bay - as rectas concorvem em Pe Buy definindo o
plano ==a,b.

Um plano, por exemplo p:¢P; L, determina
A=a; e B=by e, seguidamente, r= AB. Obtidos
Q=rfy ¢ =PQ==By € M=1Lt.LT a inferseccio
pedida.

975 — Num plano obliquo, e por um ponto déle,
conduzir uma recta cujas projec¢des sejam orto-
gonais entre si. R: Sdo dados = obliguo ¢ Perw,
pertende-se tracar s:ePiew fal qgue s' | s,

Com a ® de didametro P'P" coincidem as projecgoes
duma elipse |e] € By . Cada geratriz (exceptuadas a
vertical ¢ a de idpo) da superficie conica [y] de vér-
tice P e direclriz [e| lemm as suas projecgdes orfogo-
nais entre si, visto que os dngulos inscritos numa
semi-(-) sdo rectos,

CALCULO INFIN

F. C. L. — 2.° exame de freqiliéncia

Ponto n.” 1

978 — Calcule fx-‘ P2y dx (! logaritmo nepe-
riano). R: Imegréndo por partes obtém-se :

s 1
fxslzxdx=x—L1?x——1x+
6 3

.

a1
1 8_—| -+ const.

979 — Estude a curva x3—y (1+4+x)=0 e faca
a sua representacdo geométrica. R: A4 curva fem
existéncia real em todo o plano. Hd duas assin-
totas: x=—1 ¢ y=x—2. Passa na origem e ndo
corta os eixos coordenados em qualquer outro ponto.
Hd um ponto de inflaxdo na origem das coorde-
nadas e um mdximo em (—3, —27/4),

ITESIMAL —ANAL

As geralfrizes de [y] que passam pela interseccio
de t ==By; com [e] sdo as reclas pedidas,
O problema pode ter 2,1,0 solucdes,

I. 8. T. — Aulas praticas

* 976 — Dada a hipotenusa BC de um triangulo
rectangulo, e uma recta PQ que passa pelo vér-
tice A désse triadngulo, determinar é&ste vértice.
B(—45,70,60); C(+45,70,60); P(—95,70,60);
Q (26,104, 110).

Nota : A primeira coordenada é a abscissa rela-
tivamente a um ponto arbitririode LT, asegunda
€ a ordenada ou afastamento e a terceira € a cota.

R : Nas condigdes do enunciado BC e PQ sdo com-
planas, Rebata-se BCQ, em térno de BC, sdbre um
dos planos projectantes desta recta. No rebatimento,
a & de didmetro BC determina A, em PQ,. Inver-
ta-se o rebatimento.

O problema tem duas solugdes,

Outra resolucio: 4 esfera || de diametro BC
é o lugar dos pontos (exceptuados B e C) donde se
vé aguéle segmento sob um dngulo recto. Os pontos
de intersec¢do de PQ com [z sdo os ponlos pedidos.

ﬂ 977 — Dados os pontos
A (50,25,60); B(12,18,40); C(15,43,17)
duma circunferéncia, determinar as projecgoes do
polo da recta BC em relacdo a circunferéncia.
R: Rebata-se o plano ABC em (drno duma das suas
horizontais (ou rectas de frente) sébre o plano de nivel
(ou de frente) correspondente. Obtidos A., B, e C,
trace-se @ O [ABC), ¢ as langentes a esta b, em B, ¢
c. em C,. O ponto P, =b,c. é o rebatimento do
ponto pedido, Inverfa-se o rebatimento,
Solucdes dos n.” 974 a 977 de Luiz Passos.

ISE SUPERIOR

Ponto n.,* 2

980 — Calcule I-=
R: Integrando por partes tem-se

f (¥2—1)arcsen 2rdx .

33 2 o x3-3x
- 3 xarcsen"x —; ﬁdx. Mas
' x3—-3x
———dx— .-wd
J Vi—axt 4x- J p/1 ixt J Vi—dxz

e o primefro déstes integrais facilmente se calcula

por partes e o segundo é imediato. Tem-se final-
3 x3—3x
—=———arcsen2x—
o

1 A £
—3q VI—E2 (17—-2x)+C.
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981 — Estude a curva a? y+ y—x=0 e faga a
sua representacio geométrica. R: Como para
x>0 ésempre y >0 e para x<<0 é sempre v <0,
os pontos da curva estdo todos no 1.° e 3.° qua-
drantes. A curva passa na origem ¢ ndo enconira
0s eixos coordenados em qualguer oulvo ponto. Hd
uma inica assintota que é o tixo OX . Hd um md-
ximo em (1,1/2) e wm mdximo em (—1,—1/2),
Ha trés pontos de inflexdo: na origem, em

(V3,V/3/4) eem (—V3,—-V3[4).

Solugdes dos n.% 978 a 981 de J. Queiroz de Barros.

F. C. P.—2.° exame de freqiiéncia, Maio de 1941

Ponto n.* 1

2
982 — Integrar a equagdo y'— 7‘1’ = m

R: E uma equagdo de Bernoulli. Temos yy'—

-2 y! = —1— Fasendo a mudanca da va-
X x2 (x2-+4)

ridvel dependente y~' =z, vemn a equacdo linear de

7.0 ordem : z' +2 2= Sl ]

X x2 (x2+4-4)

ral da equacdo sem 2.° membro é:

- O integral ge-

z=Cx4. Va-
1 > Sudh

.riando a constante temos: C=—-artetg4 +k.

Portanto z=kx*- x—_garct ie =_2xz—'
2 €9 Y ok _arctgx2

2dxd
983 — Calcular j J IO O-domEdio. D €

limitado pelas linhas: x3?=4; y=2x; y—a/4.

1 Ay L1
R: 1 J 24 /'dx i
: 1= [ y2dy e
LH] .'I..', V';  § ﬁ

1 : %
~ [y2levxTady+ [y2[2vx A dy ~18/7.
1] 1

984 — Determinar a curvatura da secgio feita
na superficie =(x— 1)“2+(_1,- +1y—2—2, pelo plano
x—y—35=0 no ponto (2,2,0). R: Plano fan-
gente a superficie no ponto (2,2,0):z=0. Tan-
gente a secgdo plana no ponto (2,2,0): x—y=0,
z=0, Curvatura da sec¢do normal feita pelo plano

r+2s-4-t
normal que passa por t. C, ‘—T+ Pelo
teorema de Meusnier temos: C=Em sendo

141

5
cosi= - \/ﬁ - Derivando z obtém-se

p1=0, qu=0 ¢ r;=0, t;,=0, s;,=2, Portanto

C,=2 ¢ C=2y/112= /22,

985 — Determinar a equagdo diferencial das li-
nhas (/1) tais que o quadrado da drea do tridngulo
OM; N;, formado pela tangente em M e pelos
eixos seja constante. Integrar a equacgdo obtida e
calcular a area limitada pela linha representada
pelasolucdo singular e pelas rectas y—x; y—x/ /3
no 1.° quadrante. R: Seja y=fix) a equacdo de
linha. Equagdo datangenteem M: Y —y—y/ (X—x).
Pontos de intersecgdo com os eixos coordenados :

M;(0,y—xy') e Ny (x = ?y, ’ ) Temos a equacdo :

yf
Temos portanto uma solugdo :

1 2 > L
I(y_xy')”(x_i) =k on (y—xy)=+2y vk

y=xy'+ 2cy’.
Integrando vem: y =c X+ V/2ccy . Solugdo sin-

3
gular : yx = Y C. 4 drea pedida ¢ :

A T/

A 1 240 s 1 5
=— [ cdo=— b
2 J 2 J sen 2¢

™6 /6
Solugdes dos 1.°% 982 a 985 de Jaime Rios de Sousa,

.__3cl o
8 ogd.

Instituto Superior de Ciéncias Econdémicas e Financeiras
— 19-VI-1941.

986 — Integrar a equagao
dy

(1—=x?) s

é de Bernoulls, como se veconhece imedialamente ve-

Ay eax o 2
dxlxzylxzy

xy(l+ay)=0. R: 4 equagdo proposta

dy
solvendo-a em ordem a S

1
A substituigdo u=; permite a sua reducdo a

10 li du X ax
equacdo linear — = Tl e
dx x2-1 x?—1
xdr

wdx
geral é u= e""' [ J - ‘_”’dx{uC]
1—xz: 2

u=y/x2—1 [—2a (x2—1)2+C)
u=Cy/x2—1—2a (x2—1).

O mtegrai geral da equagdo proposia é pois
~[CyYx*—1—2a (x2—1)8]1,
987—Trausformar a equagdo y'y''-3y!2=0

tomando y para variivel independente.

cujo integral

dex
d?y dy?

R: Sabe-se que _X ax! ' E—T »
y (dy)



5(S2)"Ldx &
diy \dy?/ dy? dy

A~ jdx\s €@ equagdolransformada
(&)

’ d_\ dix -0

é i d\ 5 que scrd satisfeifa se ¢ so se

X
o 00— x=c ¢ dy
O integral geral da equacdo proposta é

(x—c)(x—ay?+-by+c¢)=0

988 — Determinar o raio de curvatura e a evo-
luta da curva (4—x) y?=a3.

980 — Por uma rotagio da mesma curva, em
torno da sua assintota, qual é o volume gerado
pela drea plana limitada pela curva e pela assin-
tota? R: A curva (4—x)y?=x3 admite como assin-
tota a recta x=4. Se efectuarmos a substituicdo
X=4—x, Y=y, esta correspondente a mudanca
de origem para o ponto de coordenadas (1,0), de
encontro da assintota com o eixo dos xx, com con-
servagdo das divecgdes dos eixos, e a equagdo trans-
formada escreve-se XY?—=(4--X)*. 4 rolagdo da
curva em térno da assintola que coincide com o
eixo dos yy dd origem a uma super ficie que admite
o plano Oxz como plano de simetria ¢ cuja equagdo
é Y2/ X2 Zt=(4— Y/ XT 172, O volume do sélido
limitado pela superficie considerada fterd medida
[inita se, ¢ s6 se, for convergente

% N el "'E' ‘-"—“2 3 12
T IJ <%£) dXdZ sendo A adrea
A VX242 y
limitada pela civcunferénciade equagdo X247 16,
Em c:oordmadbs palares, escrezre se

— dc €0 in-
tegral é, mani festameﬂte, dwcrgenfe
Solugdes dos n. * 986 a 989 de A. Sa da Costa.

) —» x = a}r!_=, b}r_:'_c P.

o

Inst. Sup. Técnico — 2.° ex. de freq., 1941
990 — Verificar que, sendo y=f(x) uma solucdo

[ (%)

a2
‘3] ,1'” =f oy .‘}" +by=0 "

1
da equagdo ])'1"r+_‘(:y'+b_v=0 serd Y=—

uma solucdo da equacgio

Portanto a equacao 1) sabe integrar-se quando a
for um inteiro par e positivo. R4 Como y=f1 (x)

a
¢ solugiio da equagdo 1) tem-se ») f'+ '+ bf=0.

1
Por outro lado substituindo Y = {/(x) ¢ as suas
derivadas de 1.* ¢ 22 ordens no 1.° membro de 2)

1 & a
obtém-se _ f'!' + I — 2 g
X x3

x2

b
< [ expressdo que é

GAZETA DE MATEMATICA

o cociente por x de derivada de o) e portanto iden-
ticamente nula como queria provar-se.

991 — Sendo P, O e R fun¢des homogéneas de
xeyvelP e R do mesmo grau de homogenei-

dy R+Qy
dade, integrar a equagao e P+ Ox fazendo a

mudanga de variavel y=sx. R: Fasendo y—zx
e designando por n o grau de homogeneidade de
P e Q epor m o de R, isto é, supondo que
P(x,y)=x"p(z), R(x,y)=x"r(z) ¢ Q(x,y)=
x"q(z), vem : X

dx+ Pz LR

du  zp(2)—r ()™ " zp(2)—x(z)
que é uma equagdo de Bernoulli ¢ que portanto sabe
integrar-se.

992 — Sendo y=4a?, s—f(x) as equagdes
duma curva, determinar f (x) de modo tal que as
normais principais da curva sejam paralelas ao
plano vs. R: Como as equagdes do normal prin-

it X—x Y—y
cipal em (x,y,z) sdo RETOR 4(:1:,_;\3, —
Z—z

~ Av—_By' o paralelismo das normais principais
Ay'— By

ao plano yz exige ser Bz'—Cy'=0. Tem-seentdo:
B=z'x!'—zl'x'=—3s'"f, C=x'y"—x"y'=8 (alen-
dendo a que x'=1,x'=0,y'=8x,y"—8) e
Bz' —Cy'=—z'z!"—64x.

Ha pois que integrar a equagdo difevencial ordi-
ndria de 2.8 ordem: z'z'+64x=0. Tem-se.
2z'z!' =—128x, z'2=—64x2+4 ¢;=—64x2+464C,

donde z' —=+8yc, —x? e z——-iSf Ve —x2dx -
t+sentcost
2 .

e ( ‘x—\/l—-x—zl)ﬂ"c
= 404 (arc sen - V’C, v--c-‘1 c]l‘ 2y

xn—nt2

- +8C, fcoszu:lt=8c,E + Cp =

(fazendo x—\/cysent). E entido
z—f(x)— +(c; arc sen 761 +x¢/Ci—x2) —C, .
993 —Sendo o = (21 +3y)] + (3 + 45)] +

+ (2—3») K para que pontos do espaco se veri-
( div.a=a|l
div(xa)=47.
stvamente diva="T, 0|1 =2x+3y, Xa=(2x2+3xy)I+
+(Bxy+4xz) J+(2xz—3xy)K, div (x2)=9x+3y ,
: caz ) 2x4ByemT § x=—3/7
O sistema dad. !
e R | y=55/21,
equagbes duma recta paralela ao eivo OZ .
Solugdes dos n,”® 990 a 995 de Manuel Zaluar.

Contém pontos de sedundos exames de freqgiiéncia de
Cdlculo infinitesimal e de Andlise Superior os seguintes
nimeros da «Gageta de Matemdtica: 2 e 6. ;

fica o sistema R: Tem-se suces-
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MECANICA RACIONAL -FISICA

F. C. L. — 2.° exame de freqiiéncia, 1-11-194

004 — Determinar o centro de gravidade da
superficie lateral dum cilindro de revolugdo em
torno do eixo dos xx, limitado pelos planos coor-
denados e pelo plano x—=#4, e cuja densidade é
uma funcdo linear da coordenada 2, nula para
5=0. R: 4 equacdo da superficie é y*+z2=R?,
donde p=0 ¢ q=—y/s. A densidade num ponto é
n=az. As coordenadas do centro de gravidade calcu-

; [[viFpTratixaxdy
lam-se pelas formulas. & ="57
ff |/1—;—p2+q21dxdy

L que se deduzem
e z respectivamente.

¢ expressoes andlogas por «
por substituigdo de x por y

1 R
Ora V1+p*+q?=Vy?+22=— e porlanio

y | 5 3 =: 4
> \/R vit 5 arcsen RJ'. :
995 — Um ponto material pode mover-se sdbre
a pardabola y*=2px e é atraido por um ponto do
plano da curva de coordenadas (#,#), com uma
forca proporcional a distancia. Calcular as posi-
c¢oes de equilibrio. R: Componentes da forca:

X=k(p—x) Y?k (b—y). a) Método das reaccies :
d

j Rip=2)+pae =0 Kk (p—xX)—2pp=0

ou seja
k(b_v)TuM 0 k (b—y)+2yu=0.
dy
Mas x-—‘;): e a 1.% equagdo pode escrever-se

&

2 _2p2—y?
k (p—l'-) 2pu.=0 donde u = Sp
2p

4p? k; substi-

tuindo na 2.0 equagdo vem y — —3\/2p*b e portanto

X = g; = _‘!_3‘/ dpbz. b) Método dos trabalhos vir-

x = gl—; 3x = —:;—Sy logo X3x+Y3z=0 ou
k(p—x) Fsysf—k(b-—y) 0 b (bt ’g) Sy =0.
Como 3y * pode tomar qualguer wvalor, dez:.; ser
b ? =0 ou atendendo ao valoy de x: b — ?_yp—i =1
donde y="\/2p’b.

tuais :

MATEMATICA

996 — No movimento duma figura plana no seu
plano, as velocidades, num dado instante, dos
pontos Py (0,0) e P»(4,3) tém respectivamente
por cosenos directores a;=3/V3, B=2/V3,
a3=3/ /10 ‘e fy=—1//10. Determinar o centro
instantineo derotagdo. R: Tem-se vi—; (3@, +2e;)
e Vop=1 (3@ —@,). As normais a estas velocidades,
tiradas respectivamente por Py e P» sdo: Q=P+
43 (3e; +2e:) =P1 4+ (—2e; + @) e Qs =P, +
+iu (3@ — @) =Pz + (€ + 3e:) = Py + 1€ +3ez+
+u(@1+3e) =Py +(4-+p) e+ (3+3n) @ cujo ponto
de encontro é dado pelos valores de 5 e de u que
tornem Q,=0Q, ou sefa: —2n=4+4p, 3i=3+3u
donde 1—=—1 ¢ p=—2. O centro instantaneo de
rotagdoé pois C=P;—(—2e,+3e,) ou sefa C(2,—3)

997 — E dada a parabola »2—2px. Supondo
que a area limitada pela paridbola tem uma den-
sidade de forma »=x 46 determinar 4 de forma
que o centro de gravidade da area referida limi-
tada pela recta x=p esteja no foco da parabola.
R: As coordenadas do foco sdo F (p/2,0). Como
a curva ¢ simétrica em relagdo ao eixo dos xx,
o centro de gravidade estd sdbre éste eixo e portanto
w=0. Basta pois determinar o valor de E ¢ igua-

ff.«xdxd)

ff}dxd\
f (x~-rbx)dx[ VIS 4y

e e __30p*+42pb L
» 4 f\r‘-m v 3 _-12p-i—70b i ogo
0 J Ve 7
E=p/2 ont 9p+4Th=0 donde b= —9/7

Solugdes dos exercicios 994 a 997 de F. V. A. de Veiga de
Oliveira.

F. C. P. — 2. exame de Iraqfléncia, 1940-1941

998 — Um ponto material pesado P esti sus-
penso dum fio inextensivel em cuja extremidade
livre actua uma fér¢ca @ que lhe imprime um mo-
vimento rectilineo, vertical, ascendente, unifor-
memente acelerado. Péso do ponto p-—500kg.
A aceleragio a—2 m/s?.

1.2 ¢ Como varia ¢ com o tempo, na hipotese de
ser nula a velocidade inicial do ponto ?

lda-lo a p/2. Temos entdo:

2,0 ; Como varia com o tempo a poténcia desen-
volvida por @ e gual o seu valor em kw, 10 se-
gundos depois do instante inicial, na hip6tese
considerada na pregunta anterior ?

0990 — Um sistema material & constituido como
a figura indica. Os discos D e D, sdo solicitarios
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e concéntricos, e o movimento de D; sdbre Ox
faz-se sem escorregamento. Os raios de D e D
sdo b e b e tem lugar a relagdo 26—b;. O é fixo
e o resvalamento de D contra OA faz-se sem
atrito. As forcas actuantes sio os pesos p e p'
dos discos e da barra e uma forca F horizontal
aplicada em C. O sistema & homogénio.

Dados numéricos: p=p'=10kg. b =1m OA -
—2a=b6m .

a) Parametre o sistema.

b) Escreva equagdes que traduzam condigdes
necessarias e suficientes de equilibrio do sistema
considerado.

¢) Calcule a forca F° de modo que o equilibrio
tenha lugar quando a barra O4 forma com Ox
um angulo de 60°,

d) Podera calcular graficamente a forca £°?
Justifique a resposta.

¢) Verifique se as ligacdes sio perfeitas

Suponha agora que o sistema parte, sem velo-

cidade inicial, de
uma posicio que
nio seja de equi-
librio, abandonado
4 acgdo das forgas
anteriormente con-
sideradas, incluin-
do F' a que se atri-
buira um wvalor
constante.

f) Escreva a equacgdo ou as equacdes que per-
mitem estudar o movimento do sistema.

L

CALCULOQ DAS

F. C. L. — 2.0 exame de freqiiéncia 21-5-1941

1004 - Tomam-se ao acaso dois nimeros quais-
quer entre 0 e @ >0, Calcular a probabilidade de
que o produto déles seja inferior a ma? (0<m<1).
Aplicagdo numérica m—1/4. R: Designemos por
X e y 0s dois numeros em questdo. Tem-se 0<x<a
e 0<y<a. Prefende-se determinar a probabilidade
de que Xy < maZ?,

O mesmo problema pode receber estoutro enun-
ciado: Determinar a probablidade de que wum pon-
fo (x,y) tomado ao acaso no interior do quadrado
de lados x=0, x=a, y=0, y=a seja interior ao
dominio 0 <x<a, O0<y<a, xy<ma?, isfo ¢, o
dominio do 1.° quadrante limitado pelasrectas x=0,
x=a, y=0, y=a e pela hipérbole xy—ma?=0,
A solugdo déste problema é imediata—a probabili-
dade pedida é o cociente das dreas dos dois domi-

o) Escreva a equacéo que lhe permite lealcular
o valor comum das reac¢des que se desenvqlvem
entre a barra 04 e o disco D.

I. 8. T. — 2.,° exame de freqiiéncia, 25-6-194

1000 - Um paralelogramo articulado ABA'B'
estd em equilibrio. Os dois vértices opostos B e B’
sdo ligados por um fio flexivel e inextensivel.
Sobre os vértices opostos 4 e 4' actuam duas
forgas iguais e opostas, I" e F'=—F, que tendem
a aproximar ésses dois vértices. Qual é a tensdo
do fio BB, em qualquer dos seu pontos?

1001 — Um fio flexivel e inextensivel homogéneo,
cujas extremidades sdo dois pontos fixos 4 e &,
estd animado duma rotacdo uniforme em torno
da recta AB. Dasprezando o péso do fio, em face
da for¢a centrifuga, qual é a figura de equilibrio
relativo? :

1002—Quando uma figura plana, possivelmente

deformavel, se move em torno duma recta qual-

. quer do seu plano, o seu momento cinético, em

relacdo a essa recta, € o mesmo que seria se nido
houvesse deformacao.

1003—Verificar que o sistema das forcas de
inércia de transporte & conservativo, quando o
movimento de transporte € uma rota¢do em térno
dum eixo fixo. Achar o seu potencial.

Contém pontos de segundos exames de freqiiéncia de

Mecdnica Racional e Fisica Matemdtica os seduintes nu-
meros da «Gareta de Matemdtica»: 2 e 6.

PROBABILIDADES

a maz
ma®-+ } o b
" ma

a2

m—1/4 — p=(1+log4)/4— (1+1,3863)/4—0,5791 .

1005 — Calcular o valor médio da funcdo |/r2—x?

nios, isto é, p— =m (1—log m).

d
sendo —f a probabilidade elementar da variavel

casual x definida no intervalo (—#,r). R: Cdl-

(rdx

culodek: 1 [ T -2k k=12, Caleulo

o T AT P
do valor médio : M ({/r2—x?)— o I Vri—x*dx—

/e =T

Solugdes dos niimeros 1004 e 1005 de M. Zaluar

Contém pontos de segundos exames de freqiiéncia de
Cdlculo das Probablilidades o nimero 2 da «Gasgelfa de
Matermndtlca»,



