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(De Marcel Boll — Les étapes des Mathématiques — Paris, 1942 — p. 79-80)

Os geometras da antigiiidade foram todos atin- Havera mal nisso ?
gidos pela faria da quadratura; e Aristofanes'”, Nao, evidentemente. Ela bem sabe que assu-
no século V a. C,, j4 os metia a ridiculo! i mindo esta atitude ndo se arrisca a perder nenhuma
Uma histéria dos guadradores foi publicada em descoberta séria, )
1754 : «homens, na maioria apenas iniciados na A opinido dos seus membros resume-se mais
geometria, que tentam quadrar o circulo e teimam ou menos no seguinte: «comparamos a probabi-
em manter paralogismos absurdos para uma solu- lidade de que um sébio ignorado descubra um re-
¢do do problemas. , sultado contrario aquilo que é sabido de ha muito,
A situacdo ndo mudara em 1831: «Sem cessar, com a probabilidade de que exista mais um louco
novos quadradores assaltam as agremiacgdes cien- na Terra; a segunda probabilidade pareceu-nos
tificas e sustentam os'seus erros com uma teimo- maior» ™,
sia e uma jactancia invenciveis». J R (traducdio de A, S, C.)
Segundo uma maliciosa observacdo de Fran- ) Aristofanes (450-386 ¢ a. C.) o mais célebre poeta sati-
cisco Arago'™, a quadratura do circulo é uma rico grego. (N. T.).
doenc¢a que grassa sobretudo na primavera @, ) Francisco Arago (1786-1855) um dos mais ilustres sd-

bios franceses do século XIX, deixou uma obra notédvel na

Todos os anos, de pauvres esprits, que ndo pos-
! 2 2 » 4 P fisica e na astronomia, Foi o primeiro aluno da Ecole Poly-

suem decerto A PLINAL 0 noq?es das cmsas.de que technique que votou contra o consulado vitalicio de Napo-
falam ‘¥, anunciam as academias e ao publico que lefio Bonaparte. (N. T.). i
encontraram (!) a razd@o exacta da circunferéncia @ O tradutor deveria ter posto outono em vez de prima-
para o seu didmetro! Bem entendido, esta rasdo Z:;ﬂ&::g:f;?;z:E&m .Fo)usideracﬂo a mudanca de coordena-
exacta difere dum 1nve:nt0r para outro 4o esta ) O caso é igual ao dos que inventam sistemas de idgo
errada geralmente a partir do segundo decimal @, para pencer na roleta e no frente-ef-guarante.

A _Adcademia das Ciéncias " tomou, de ha muito, %) Pierre Boutroux, L'idéal scientifique des mathémati-
a decisio de nio se ocupar mais das memérias  ©i€ns, 1920. :

% Deve esclarecer-se que o autor do texto se refere &

que tratam déste problema, como das que pros-  Acagemia das Ciéncias de Paris. (N T.).
seguem na investigacio do moto continuo. ) Henri Poincaré, La science et ’hypothése, 1902.

APLICACAO DO CALCULO DAS PROBABILIDADES A RESOLUCAO
DE UM PROBLEMA DE BIOLOGIA
por A, QUINTANILHA (1), H. B. RIBEIRO [Centro de Estudos Matematicos] (II), L. W. STEVENS (1IT)

I
Nos Basidiomicetos, fungos superiores de cuja A isto s€ reduz, nos Basidiomicetos, o acto sexual
genética nos vimos ocupando, desapareceram to- —uma plasmogamia (fusio de plasmas) seguida
dos os vestigios de 6rgaos sexuais, A conjugacgao mais tarde de uma cariogamia (fusdo nuclear).
& somatogdamica, quere dizer, realiza-se por fusdo Agora cada um déstes niicleos diploides divi-

de filamentos somaticos que misturam os seus de-se duas vezes seguidas e produz os quatro
protoplasmas e formam a primeira parelha de niicleos haploides (com o nimero simples de

nticleos, Este primeiro dicdrion multiplica-se agora cromosomas) dos quatro esporos que se vio
por divisdes conjugadas, dando origem a um #mi- formar.

célio secunddrio, que vai produzir mais tarde, nas Estes esporos sdo os orgdos de multiplicaczo
formassuperiores,asfrutificagdes ouchapéus. Aqui dos Basidiomicetos; levados pelo vento ou pelas
os basidios, células que vdo dar os esporos, pos- dguas vdo germinar, como as sementes das plan-
suem dois nicleos de sexo diferente provenien- tas superiores, e produzir uma nova geracio de
tes, por divisGes sucessivas e conjugadas daquele individuos.

primeiro dicirion que ji vimos como se formava. Se semearmos agora os esporos isoladamente
Num dado momento estes dois nicleos conju- verificamos que em certas espécies estas culturas
gam-se e ddo origem a um nucleo tinico diploide, monosporicas produzem micélios secunddrios, com

isto é, com um namero duplo de cromosomas. basidios binucleados e um ciclo sexual completo.
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Chamamos a estas espécies komotdlicas e verifi_
camos que elas se conduzem, sob éste ponto de
vista, como as plantas superiores com flores her-
mafroditas, ou com flores masculinas e femini-
nas no mesmo pé. Em ambos os casos um indi-
viduo proveniente da germinagio de um es-
poro, ou de uma semente, pode produzir sbzi-
nho uma nova gerugdo, ap6s a resliza¢do de um
acto §exual.

IEm outras espécies porém estas culturas mo-
nospoéricas nunca frutificam. Para se obterem
micélios secunddrios e frutificagbes, para que o
acto sexual se realize, & indispensavel conjugar
dois individuos provenientes cada um de seu
esporo. A estas espécies chamamos heferofdlicas:
Elas comportam-se como as plantas superiores
divicas, isto &, com flores masculinas e femininas
em pés diferentes, e necessitando por isso da coo-
peracdo de dois individuos para a realizacdo do
acto sexual.

Ja vimos que nos Basidiomicetos nio existem
orgdos sexuais; os individuos que nas espécies
heterotalicas se vAo conjugar somos incapazes de
os distinguir morfoldgicamente um do outro; e
todavia ndo € possivel obter frutificacGes pela
conjugac¢do de dois quaisquer individuos escolhi-
dos ao acaso. Tudo se passa como se, apeSar da
auséncia de 6rgidos sexuais, continuassem a exis-
tir sexos diferentes, ndo morfologicamente, mas
fisioldgicamente, e fosse necessario, para obter
cruzamentos férteis, escolher dois individuos nido
pertencendo ao mesmo sexo.

Assim, nas espécies heterotilicas de Basidio-
micetos, ndo basta observar uma colec¢éo de cul-
turas monosporicas para dizer se sio ou nio do
mesmo sexo,; € necessario cruzar cada individuo
com todos os outros. Aquéles que derem cruza-
mentos férteis, ou reacgdo positiva, como se diz
vulgarmente, pertencem a sexos diferentes; os
do mesmo sexo so ddo cruzamentos estéreis, isto
&, reaccdo negativa.

Feitos todos os cruzamentos possiveis entre
os # individuos de uma colecgdo de culturas mo-
nospéricas verifica-se que, para certas espécies
heterotilicas, existem dois grupos e s6 dois, diga-
mos a e b, de tal modo que qualquer eruzamento
entre um individuo do grupo @ com um outro
do grupo 6 é sempre fecundo; mas sido estéreis
todos os cruzamentos entre individuos do mesmo
grupo.

E isso que esta representado no quadro I, onde
os sinais (4 ) representam cruzamentos ferteis e
os sinais (—) cruzamentos estéreis.

L
a b
.1 — ‘ -+ l
g erd ‘
. Quadro I

Tudo se passa aqui como se um grupo repre-
sentasse o sexo masculino e o outro o sexo femi-
nino, mas ambos desprovidos dos 6rgiaos que po-
deriam permitir o reconhecimento morfolégico do
sexo.

Nem sempre porém as coisas se passam com
esta simplicidade. Ha outras espécies, igualmente
heterotalicas, onde, feitos todos os cruzamentos
possiveis de uma colecgdo de » individuos dois a
dois, se verifica que, em vez de dois grupos a e b,
como no exemplo anterior, existem quatro grupos,
@, b, ced, de modo que @ € complementar de &,
e ¢ complementar de & (cf. quadro II).

Agora tudo se passa como se existissem guatro
sexos diferentes e complementares dois a dois, Os
micélios secunddrios e as frutificacoes que se
obtém pelos eruzamentos de a com &, ou de ¢
com d, tém exactamente o mesmo aspecto; € na
geracdo imediata voltam a aparecer os mesmos
quatro grupos, qualquer que seja o cruzamento
de onde se partiu.

As espécies com dois grupos sexuais chamam-se
heterotdlicas bipolares; as que possuem quatro
grupos sdo heterotalicas tetrapolares, Tanto numas
como noutras ha factores mendelianos responsi-
veis por éste fen6meno de compatibilidade e in-
compatibilidade, um par (4a) nas espécies bipola-
res, dois pares (Aa, £b) nas espécies tetrapolares-
A disjuncdo faz-se, naturalmente, no momento da
divisdo de redugdo, quando os basidios vio pro-
duzir os esporos; de modo que os dois sexos das
formas bipolares sio respectivamente 4 e @, € os
quatro sexos das formas tetrapolares sdo repre-



sentados pelas formulas 4B, ab, Ab,aB . So sio
possiveis as combinagdes entre sexos complenien-
jares, isto €, que ndo possuam qualquer factor
comum: A>a nas formas bipolares; 4B><ab e
Ab><aB nas formas tetrapolares.

Esta interpretagdo genética, introduzida por
Kniep, explica perfeitamente todos os resultados
experimentais, bem como o facto de, em cada ge-
racdo, os esporos de cada sexo estarem represen-
tados por nimeros rigorosamente iguais.

Para os que se ocupam da genética, e até da
sistematica, dos Basidiomicetos tem grande impor-
tincia o conhecimento da conduta sexual das dife-
rentes espécies, se sdo homotalicas ou heterota-
licas, bipolares ou tetrapolares. Para isso fazem-se
culturas monospoéricas e no caso destas ndo pas-
sarem expontineamente ao estado de micélios
secunddrios, sabemos que se trata de uma espécie
heterotilica. Neste caso procedemos a todos os
cruzamentos possiveis de cada uma das » culturas
2—n
2

. 1 n
primérias com tddas as outras o que nos da

cruzamentos. Observados agora os resultados,
separados e agrupados por afinidades os cruza-
mentos positivos e negativos, se obtivermos um
quadro do tipo I (cf. pig. 3) estamos em presenga
de uma espécie bipolar; se, pelo contrario, che-
garmos a um quadro do tipo II (cf. pag. 3) trata-se
de uma espécie tetrapolar.

Tudo isto parece muito simples, assim, tedrica-
mente explicado. Na pritica, porém, as coisas sdo
por vezes bastante mais complicadas. Ha muitas
espécies onde nunca ninguém conseguiu fazer
germinar os esporos; e outras onde a percentagem
de esporos germinados é tdo insignificante que se
torna dificilimo obter um niamero razoavel de cul-
turas garantidas monosporicas. Por outro lado os
resultados observados dos eruzamentos nem sem-
pre correspondem rigorosamente A expectativa
teérica. Ha casos, por exemplo, em que dois micé-
lios de sexos complementares ddo um eruzamento
negativo, ou porque um dos in6culos morreu ao
ser repicado, ou porque se desenvolvem mal nos
meios de cultura empregados, etc., etc, Neste caso
um quadro de bipolaridade em que certés cruza-
mentos positivos falharam pode levar a conclusio

11

Utilisando um esquema usual em Cilculo das
Probabilidades, o problema proposto toma a forma
seguinte : determinar a probabilidade P, ; para
que em # lancamentos de um dado tetraédrico
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errada de que estamos em presenca de uma espé-
cie tetrapolar.

Mas pode ainda um cruzamento, entre micélios
que possuem um factor comum (4 B><alB, p. ex.),
e que devia por isso ser negativo, dar origem a
um micélio muito dificil de distinguir dos micélios
secundarios normais. E o caso das copulacdes ile-
gitimas, que estudamos com particular atencido e
cujo mistério conseguimos decifrar. Neste caso
vamos marcar com um sinal positivo uma reaccao
que devia ter sido negativa e que na realidade é&
diferente dos micélios secundéirios normais, mas
por vezes muito dificil de distinguir. Se numa es-
pécie tetrapolar aparecerem virias destas copula-
coes ilegitimas o quadro de tetrapolaridade pode
tomar o aspecto de um quadro bipolar.

Finalmente pode ainda acontecer que entre as
culturas monospéricas que conseguimos isolar
faltem completamente os representantes de um
grupo sexual, ou mesmo de dois ou trés, nas espé-
cies tetrapolares, Se esta falta dos representantes
de um ou mais grupos vem associada com falhas
nas reaccdes positivas, ou com copulagdes ilegiti-
mas, facilmente se compreende quanto todos estes
factores podem dificultar a interpretacido dos re-
sultados.

Quanto mais pequeno for » maior é a probabi-
lidade de que todo um grupo sexual nido esteja
representado. Mas 4 medida que # aumenta, cresce

muito rapidamente o nimero de cruzamentos a
3

n2—n\
efectuar e a observar ( ), isto &, a soma de

trabalho para o estudo de uma espécie.

Os tinicos casos que até agora nos apareceram
foram os de, em espécies tetrapolares, faltarem
todos os representantes de um grupo, entre
os primeiros # esporos isolados. Convinha pois
conhecer rigorosamente qual a probabilidade
de que tal facto se dé para cada valor de #,
afim de reduzir ao minimo esta probabilidade
sem aumentar desnecessariamente o trabalho a
efectuar,

Foi &éste o problema que pusemos ao sr. dr. Hugo
Ribeiro e que éle quis ter a gentileza de resolver
pelo que aqui lhe testemunhamos todo o nosso
reconhecimento.

/

regular cada uma das faces assente, pelo menos
uma vez, no plano sobre o qual se langa o dado.
E este &€ um problema elementar, «de provas re-
petidasy», de solucao bem conhecida.
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Ha porém, no nosso caso, uma outra exigéncia
a que tal solugdo ndo satisfaz: a expressdo anali-
tica da relacio que liga P, ; a # devera ser tal
que permita uma avaliagdo efectiva de n dado
P, ;. Somos assim conduzidos a procurar uma
tal expressdo abordando directamente o problema
da seguinte maneira:

O problema equivale ao da determinacio da
probabilidade P, ; para que tomada ao acaso uma
entre as 4" aplica¢des (ou fun¢des univocas) dum
conjunto de »# elementos num (4, B,C,D) de
quatro elementos 4,5,C e D, nessa aplicacdo
figure pelo menos uma vez cada um dos quatro
elementos 4,8, C, D (valores da funcio). Deter-
minemos 1P, ;, isto ¢ a probabilidade para
que pelo menos um dos elementos 4,8,C,D
ndo figure na aplicagio tomada ao acaso. Um tal
acontecimento ¢ a soma dos seguintes quatro in-
compativeis dois a dois: 1) 4 ndo figure; 2) &
ndo figure mas A figure; 3) C ndo figure mas
figurem 4 e £; 4) D ndo figure mas figurem

A,B e C. As probabilidades em 1) e 2) sdo res-
3n
pectivamente, como & facil de ver, A
g i

S —*)- A probabilidade em 3) é

3-| "1 “) O 1 1 A 1
o | " B ) ‘;%
acontecimento € o produto l6gico dos dois seguin-
tes: C ndo figure na aplicagdo (de probabilidade
3

I) e 4 e B figurem (de probabilidade a cal-

cular, com a hipétese de que C ndo figura, por

porque um tal

1-—-p sendo p a soma das probabilidades dos 3

acontecimentos incompativeis dois a dois: & nao
. figure mas sim 4, 4 ndo figure mas sim 7,
nem .4 nem A7 figurem). A probabilidade em 1) é
:';n
g

-P,, onde P, ., ¢ a probabilidade para que,
tomada ao acaso uma entre as 3" aplicacdes dum
conjunto de # elementos num (4,5, C) de trés
elementos, nessa aplicagdao figure, pelo menos
uma vez, cada um dos trés elementos 4,5,C.

) 3 B/ o

Tem-se, pois, = P,,‘ g == ? 3 o T (\1 ' ;;") T
gn P . 3 b, 0 1 Ju

+ — 1_]2._. 1—— .—I’_A....l +— P o

=l =S e e

E havera agora que calcular P, ; (o que se fara
procedendo analogamente ao que se acaba de

7
s o e 1
referir) obtendo-se 1 —P,,.;‘=3—“+ > 1— = +
2w iy A d 2"—1
+ = 2. o donde P, ;=1 ,}n_
33,2141
Tem-se finalmente 1—P, ;= T+- =
g 3 1 4v1_3r 8 9011
= :ln_—_l- v u—1 * _i;;—-f T P"-‘= gt 3

O dr. José da Silva Paulo que quis fazer o favor

de efectuar os calculos determinou
aa= 0,834, Piy =099, Py, =0999.

O professor Quintanilha considera, além do
caso que deu origem ao problema anterior, dois
outros para os quais convém indicar aqui os re-
sultados que se obtém, alids de modo imediato.
Um é o das formas bipolares, em ha dois grupos
ignalmente numerosos. Aqui a probabilidade de

1
que faltem os elementos de um grupo & e
O outro caso & o das formas tetrapolares, em que
ha 4 grupos A,2,C,D igualmente numerosos
onde 4 ¢é complementar de # e C complementar
de D. Aqui a probabilidade de que faltem simul-
taneamente os elementos de A e B ou de Ce D
1

¢ também FecTs

Ja depois de redigida esta pequena nota, e
por amavel interferéncia do Eng. Fernando Car-
valho Aratjo, soubemos que uma expresssio ana-
litica muito geral, igualmente utilisavel na reso-
lucao do problema, fora posta em relévo ji em
1937 pelo matemitico inglés W, L. Stevens;
e tivemos o prazer de discutir a questido com o
proprio autor e verificar que da sua igualdade
resulta, de facto, em particular, a relacdo a que
chegamos.

Procurimos, entdo, obter também (o que desde
inicio se nos afigurara tarefa simples) uma igual-
dade para o caso geral, seguindo o caminho muito
elementar e muito directo que tinhamos ja tomado
para s=4.

O resultado a que chegamos ¢ o seguinte :

A P:(Sbl) S _l—'v( )('__]_J' |
N ?’"
com = ll—('_:_’:;) se j=i.

Estamos muito agradecidos a W. L. Stevens
pela prontidio com qne acedeu a publicar, aqui:
os seus resultados.
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Consideremos a série das poténcias de ordem s
dos nimeros naturais comecando em zero e as
diferencas sucessivas destas poténcias.

Expressoes gerais

U:
A(0)
' A (0r)
A (1%) :
s a2 (1%) s

A (2)
a%(2%) cee AT (1Y)
A(3) A% (29)
£ 3 5

-

(3]

AT (%)

==

=
(1
e
wx]
S

243 270 360
781 750
1024 1320
2101
3125 7

As quantidades na margem superior da tabela
podem chamar-se «diferencas iniciais das potén-
cias de ordem s de zero» e obedecem a equacio
operacional #°=FE"(0°) = (14-a)" (0°)=(0")+25(0) +

&
LIS (0) + -+ ——'—'——-y(n')+
( )fr!
para todos os valoresde # e 5 (A7(0F)=0 se p>s).

Consideremos agora o seguinte problema: Da-
dos s elementos diferentes e # classes, de quantas
maneiras poderemos distribuir os s elementos
pelas # classes, de tal modo que » das classes
fiquem ocupadas e # —# desocupadas ?

Seja #,, o nimero de maneiras de distribuir os
s elementos-por um certo e determinado grupo

.de » classes. E evidente que u, =0, e u,—0
quando p >s.

Entdo o numero de maneiras de distribuir os
s elementos por quaisquer 7 classes € dado por

n!
————— u,, visto n//(n—r)/r! ser o naimero de
(n—r)!v/
alternativas para a escolha de r classes dentro
das n consideradas.

';'A"(O‘}
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Contudo o numero total de maneiras de colo-
carmos s elementos em # classes, sem restrigoes,
é n' porque cada elemento se pode colocar em
qualquer das n classes.

Somando para todos os valores possiveis de »

ﬂ(nu‘l) n!
by, b
2 (n—rylr!

foeedn, —=n" equacgdo que é satisfeita para todos
os valores de n e s.

Comparando-a com a equacido anterior vé.se
que z,=A"(07).

Se supozermos ainda que cada elemento tem a
mesma probabilidade, de cair em qualquer das
n classes, entdo todos estes arranjos sdo igual-
mente provaveis e a lei de distribuicio de 7,
nimero de classes ocupadas, obtém-se dividindo
por #' os térmos da equacdo achada.

N (0).

¥t

teremos u, -

1
O térmo geral serd —.-——
n (n—r)lr!

1 ;
As quantidades — & (0) foram tabeladas por
¥

Stevens (1937) e a tabela foi reimpressa por
Fisher e Yates.

Exemplo: Um fungo ¢ caracterizado por 4 tipos
sexuais igualmente provaveis, Qual a grandeza
da amostra a escolher que nos garanta uma con-
fiangd razodvel no aparecimento dos 4 tipos
sexuais ?

Teremos n—=4, r—1

47 ad(ly A

Probabilidade P = TroNEry

Da tabela obtém-se

A (09)

S 47 et
‘ 10 | 34105 i 73,48/, ’
B8 423.5595 94,67 ©/,
20 1.52321 5105 ’ 98,789/, |
etc. | |
|
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