GAZETA DE MATEMATICA

[fraecgdo seja positiva que os seus térmos tenham o
mesmo sinal, Por conseqiiéncia a desigualdade pro-
posta serd satisfeita quando o for um dos sistemas
2x24+-3x+1>0 2x?4+3x+1 < 0
x2—5x+4-6 >0 { —5x+4+6 <0,
As raizes do trinomio 2x24-3x+1 sdo x=—1, —1/2
¢, como o coeficiente do térmo do 2.° grau é posi-
tivo, 0 trindmio é negativo para osvaloresde x do
intervalo (—1, —1/2) e positivo para os restantes.
Pelas mesmas rasoes, o trinomio x2—5Hx—+6,
cujas raizes sdo x=2,3, negativo para osvalores
de x do intervalo (2,3) e positivo para os outros,
Reconhece-se imediatamente que o sistema a) e,
portanio; a desigualdade proposia sde satisfeifos
para todos os valores de x salisfazendo a uma das
trés condigées x<—1, —1/2<x<2, 3<x,
e gue o sistema b) é incompativel.

P 1
814 — Calcular x—a.{/Db. \/: onde &=,
5=1,0003, c—cos 118° 32",

1 = 2
x=sz VB VG,
a?

V/1,0003 .,/ cos?118032'  /1,0003.% {/cos? 61°28'

21073 9103

1/2 log 1,0003 = 1,2.0,00013—=0,00007

logx={ +2/3 log cos 61°28/= 2/3,1,67913-1,78609
+10/3 colog 2 =10/3.1,69897 =2,99657

log x—2,78273

R: Note-se que

ou substituindo wvaloyes

Xe=

x=0,060635

815 — De uma piramide quadrangular regular
conhece-se a razio »=I/k do lado da base e da

altura, Exprimir em fungio de 1 o cociente da
area de uma das faces pela area da secgdo plana
que passa pelo vértice e por uma das diagonais

da base. R: AB=BC=CD=DA=1, VP=h,
PM~1/2, VM=yhz+1Z/i, AC=1.y/2, [ABV]=
[ABV]

=1/21yh?+ 2[4, [ACV]=1/21{/2h, [ACV |~

hZ+17/2 T
= N REE N

816 — Resolver um- triangulo isésceles conhe-
cendo a base & e o perimetro p. Aplicacdo nu-
meérica: /=124 metros p=>51,9 metros.

B =
R: Tem-se: AC=b, BA= BC=pT, AP—t;-
‘A‘—b—m"“(‘:""ﬁsoa“d
cos p—b—39,ﬁ’ =A, B=180°—2A..

Aplicando logaritmos: log cos A —=log 12,3 +

+ colog 39,6 = 1,08991 + 2,40230 — 1,49221 donde
A —T1°54'15", 1=19,8, A=C="71°54'15'

B—36°11/30".

817 — Achar os pares de nameros que tém por
m. d.c. 100 e m. m. c. 3.000. R: Sejam xe y os
miimeros pedidos, sabe-se que xy=100<3.000. Por
ontro lado, serd x=p.100, y=q.100 com p ¢ g
primos entre si, Logo é pq=30, donde

p=1; 2, 3,5 \ x= 100, 200, 300,500

q=30,15,10,6 ° |y=3.000,1.500,1.000,700.

Soluctes dos n.°® §12 a 817 de A. Sa da Costa.
Contém pontos da prova de mateméitica dos exames de

aptiddo de anos lectivos anteriores os seduintes numeros
da «¢Gazeta de Matemdtica»: 1.2,3,4,5,6,Te 8.

MATEMATICAS GERATIS —ALGEBRA SUPERIOR—COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L. — Alguns pontos do 1.° exame de fregiiéncia,
Margo de 1941

818 — Calcule a derivada da funcao y definida

pela equacgdo cosec Vay+ a4+ ¥ =

R: A derivada pedida ¢ dada pela equacao

¥y +2x+ (x+2y)y’
2Vay iRty

‘2 arctg =

cosec Vxy+xZty?.

y—xy'

y —_—
. cotg Vxy +x2fy? T yerciay

810 — Determine m e # de modo que a equa-
cdo 249 —1338 4 1927 + 3146 — 10745 4 984 - 623 —
—36x2+mx+n=0 admita a raiz dupla ZETO €& Te-
solva-a. R: A equagdo adwmitird a rais sero dupgla

se m=n=0. 4 decomposicdo do 1.° membro da
equagdo em factores binomiais ¢ a seguinte

2x? (x—1) (x—3)2 (X +2) (x+12) [(x+1)2+1].

820 — Sabendo que ¢ é raiz da equacio
ax’4-(b—ac) xi—bext—ba?—(a—bec) x+ac=0 de-
termine as outras raizes. R: As raises sac

c,+1,(—b+ Vb*—4a?)/2a.

821 — Resolva geométricamente o problema:
«Sdo dados o nimero & =r(coSa+7isena) e um
numero positivo p. Determinar um nimero 5 de

maédule ; tal que ——— seja imaginario puros.

Discutir (possibilidade e nimero de solugdes).
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Posigdes relativas das imagens dos cocientes

5§— 5

quando ha solucdes.

822 — Calcule os maximos e minimos da fungao
y=ewWVEED | R: Mdximos (e, e), minimos
(e" T 1/e), K inteiro.

823 —Dada a equagdo &t —lxi—20x241=0
verifique se ela admite raizes racionais e separe
as raizes reais servindo-se do teorema de Rolle,
Calcule para a maior raiz negativa os dois valo-
res inteiros n e n+1 mais aproximados (por
defeito e por excesso) e, a partir déstes valores,
calcule uma 2.,* aproximacio dessa raiz pelo mé-
todo das partes proporcionais,

824 — A que condigcdes devem satisfazer os
numeros reais #, ¢, » € § para que as raizes da
equacgdo xi+pxltga’trx+s=0 sejam trés nu-
meros com o mesmo modulo cujas imagens cons-
tituam os vértices dum triangulo eqiilatero ?
Obs.: O enunciado pretende que as raizes da equa-
¢dvp sefam trés numeros com o mesmo modulo,
citjas imagens constituam os vértices dum trian-
gulo eqiiildtero, mas a equagdo ¢ do quarto grau,
O enunciado pode ndo ser bem inferpretado, por ser
laconico emn demasia. R : Em virtude do enunciado,
das quatro raises da equa¢do uma serd dupla e
esta tem de ser real porque, se o ndo fisse, a equa-
¢do so feria duas raises distintas. Entdo a equagio
admitird as raises : (dupla), ¢ (_ 1y %5 i) ou

0 —

=

a

—z (dupla), 9(% + l/_d ) y com o >0, As formulas
de Viéte ddo p=-t¢, q=0, =3¢, s=¢l, res-
pectivamente,

825 — Calcule a soma das raizes primitivas de
Indice 12 da unidade positiva. R: 4 soma cujo
cdlenlo se pede é nula, porque ¢ nula a soma das

n—| =y

raizes de indice n da unidade S—= ¥ z,— E z'=
J=0 =0
1—g"
== 2 —0 onde z7=1(j=0,1,---n—1) ¢ por
—=

ser z uma raiz primitiva de indice n da unidade.

826 — Calcule as duas primeiras derivadas da
funcdo y definida pela equacio f(x,y}=0 onde
f(x,y) é uma funcdo homogénea, Deduza do re-
sultado a forma da funcdo ». R: 4 equacdo
f(x,y)=0, nestas condigdes, definird uma ou mais
Sfungées todas da forma y=kx. Em geomeiria
plana f (x,y1=0 representa um conjunto de rectas
passando pela origem. Em geomelria no espago,
um conjunto de planos contendo Oz.

& a @ £
827 —Calcule lim | cos —+ psen —J .
=0 | m m

R: Fasendo p=tge wvem lim [sen(s+2/m)"=L
]
e fem-se L—=0 s¢ vs£2kr+75,2, L=1 s¢ 9=2kn+=/2.

828 — Estude a variacio do nimero das raizes
reais da equacdo Jxi—1x3—-12x24+2=0 quande
% variade —oo a +oo.

829 — Calcule os miximos e minimos da fungae

. a+4x d -1
=arce — - ondae a -
= Sa—a

830 — Determine para p e g valores racionais
de modo que a equacio 4t padS4Oxi4 22234
+qa*+42x—9=0 admita a raiz /3 e resolva a
equacao. R: p=—12, q=—60.

831 — Determine # e # de modo que a equa-
cao wai44a?—2x 4 mx+n=0 tenha apenas duas
raizes distintas, R: Sendo @ eb as duas raises
da equag¢do, serd m=2(a?b-+ab?, n=a?b?, ou
m2=a?b?.4(a+b)'=16n. Todos os valores de
m ¢ n alisfasendo @ m*=16n fazem correspon-
der @ equagdo apenas duas raises distintas.

/= 1=\ =
832 — Caleule lim ("—;L) £ RE Seiido T

Lo
o limite, tem-se sucessfvamente
1fr b= 1 1/2 s btr
logL=Ilimx . In::,c:,-ra a1 ~lim —& LA e ]
T>c0 2 o 1/x
i V2(=1/x")(a"" - loga+b'= - logb) _
o 2 172 (a7 +b7) (—1/x)
=1/2(log a+log b)=log yab — L= {/ab.

833 — Sabendo que —7 é raiz primitiva de in-

dice # da unidade positiva, determine .
R: n=4, porque o argumento de —i pode escre-
3= 2.3ps

ver-se — —
2 ~lp

=

serdo primos, sempre que ¢ so guando p=1, por-
tanto, n=4,

com p infefiroe 3p e 4p=n

“834 — Determine o polinémio mais geral f(x)
de grau s, divisivel pela sua derivada e tal que
Fi=1 e f(1)=0, Justifique.

I. 8. C. E. F. — I.” exame de freqiiéncia, 3-2-41
835 — Verificar a identidade
™ =
(1+4) = (cos % + ¥ sen ‘?) (L—i)y. R: Note-se

que i* = cos — + i sen —. Enta@o, (1 + iy =
< 2 '

-

=it (1=ip=[i A=D)]"=1+i)".
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836 — Determinar todos os nimeros x que ve-
rificam a igualdade x"=(1+7)'. Alguns déles serdo
imaginarios puros? Condigdes. R: Por serl4i=

= /2 (cas% +isen :\ , wvem, x=|2 I_eos (iﬁ—

2k ‘v 2kn
TT")Hsen(" )Ju‘mn I TS|
¥ 4

Serdo imagindrios puros aquéles valores de k para
. ,2kr = 2kz 5= d

oS quais 6 — - = T o — == I' isto ¢, k=n/8 ou

k=>5n/8, Portanto, dos n valores de x, dois serdo

imagindrios puros se ¢ so se n for nuiltiplo de 8.

837 — Dada a circunferéncia (x—1p2+(y—1)2=1
determinar as coordenadas do seu ponto mais
proximo e do seu ponto mais afastado da ori-
gem. Determinar as equagdes das circunferén-
cias com centro em cada um désses pontos e
tangentes aos eixos. Verificar que essas cir-
cunferéncias sdo tangentes uma 2 outra e i recta
x+y—1=0. R: As coordenadas dos pontos pedi-
¥y=Xx
(x—1p4(y—1)2=1
(1— v/2/2,1—/2/2) para o mais priximo da ori-
gem, (1+/2/2,1+\/2/2) para o mais afastado.
Eqguacoes das civcunferéncias indicadas (x—1+
+V2/20 + (y—1+ V2/20=(1—-V2/2), (x~1—
— V2/2)2 4+ (y—1— V/2/2)2=(1+ V/2/2)2. Sdo tangen-
tes porque a distancia dos centyos ¢ igual a soma
dos raios. Sao tangentes a recta x+y—1=0 porque
esta é perpendicular a recta y=x, que confém os
seus centros, no ponto (1/2,1/2) de tangéncia das
duas civcun feréncias.

dos sdo as solugdes do sistema

1. 8. T.—Alguns pontos do 1.° exame de freqiéncia, 1941

838 — Sendo A4 e 7 os afixos dos complexos =
e f (no plano de Cauchy), mostrar que o ponto M,

que divide AB segundo a razio AM/MB=), &

2+ 28
o afixo do complexo i3 R: AM=|a—z]|,
MB=|z—B|lea—z=13(z— ﬂ)a’wm’ez—u-”Ea

142

839 — Tragar a curva y=e¢ **. sen bx (@, 5>0).
Mostrar que tem uma infinidade de maximos, cujos
valores formam uma progressio geométrica, e

que estdo sdbre a curva y=— m L
xh—
840 — Calcular: 1im —— quando &
) x"—rl

1°) 0 < x<1,209) x=1, 3°) x>1. R: 1.0) —1,
20) 0, 3.9) 1,

841 —Dada a equacdo 5242 (@+bi) s+ (c+di)=0
determinar a condicdo para que: 1) as duas rai-
zes sejam iguais, 2) uma raiz seja real, 3) uma
raiz seja um imaginirio puro, 4) as raizes sejam
imaginarios conjugados. R: 1) Seja z a rars
dupla da equagdo; serd a+bi=—z, c+di=z? on
a?—b*=c, ab=d. 2) Sejam r ¢ 2+pi as raises
da equagdo,; serd 2(a+bi)=—r—z—fi, ct+di=
=ra+1Pi, donde cb?=2abd—d2. 3) Sejam a+Bi
e 11 as raises da equagdo; entdo 2(a+bi)=—a—
—(f+7v)i, etdi=—fy+ayi ¢ 4a2c+3abd=d*.
4) Sejam A+ Bi as raises da equagdo; serd
2(a+bi)=—2A, c+di=A2+B? donde b=d=0,
c>a?,

842 — Num tridngulo rectingulo a soma dos
comprimentos da hipotenusa e dum catecto €&
constante. Quando & que a drea € maxima?
R:2S=hbe, com a+b=s ¢ a®*=bltc?, entdo

— ds e
S=1/2 (s—a) V2as—»s?, PRl L VZas —st+
a

(s—a)s 2s
4+ ———= que s¢ annla para a—=—, valor gue
V2as —s?

3

corresponde, necessarviamenlte, ao maximo,

843 — Sendo y=wud+u? e x=u-+u"', calcular
dy dy

d
a,*y; expressa em x R: Sabe-se que et

du dy 1 d

e d’; E Entdo, porgque E%=3(u2-—u—‘) e
du

dx dy u?—u—?

—=1—
du -

=3 (u—u')P+6=3x246.

844 — Estudar a fungao y =10(1 -} eax')".
Representagao grafica (caleular em particular,

lim » e 11m ¥, e indicar os pontos de des-
w=r+0 ==+ too

continuidade, se os houver).

* vem g =3 — —d(u*+1l+u)=

u—

R: lim y= lim —={); l:m y= lim =

=) 401l 4 el’* P—
10 _ A
i 0ty = M g
10 2 10
LAl S L e s

A fungdo édescontinua para x=0 porgue y(+0)=0
e y (—0)=10 — descontinuidade finita de 1.2
espécie,

845 — Sendo (14 x)"=pp+pra+pax+---
(n inteiro e positivo), mostrar que;

+2, %"

Hw
—prtpa—pet - =2"%.cos 7T
ne

Pi—pstps—pit--- =2V . sen P
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R: Fasendo x=i vem
(1+4i)"=po+pi—pe—p3i+---
nw nn
(14i) =27 (cos T+ isen T)
donde, por identificagdo dos 2,25 membros, se dedu-
sem as expressoes pedidas.
846 — Calcular lim [# "', (n+41)7].

-]

LA™ A 1
R: lim o !.(n+1)'=1im (11) - —=elim—=0.

wesan oo n n oo Il
) ax + b
s‘li Mostrar que f(‘.:J / nido tem ma

CALCULO
F. C. L. — I.° exame de freqiiéncia, 1940-41

Ponto n."' 5

848 — Determine o caracter do produto infi-
13
nito cujos primeiros termos sdo: r:|—1+£,

13,33 i £ s

2 B © u,=1+m- R: O termo

13,83, (20—1)3
93 43, ... (2np
0 produlo injinito é convergente se o for a série
-1 13,33...- (2n—1)} !
“d o3 43,...(2n)
Raabe-Duhamel a esta sévie condus a
12n3-4+18n2+Tn 3

(e e T,

wem 8r3412n24-6n+1 2
portanto a série € convergente,

s ==

geral do produto infinito é v, =1+

a aplicacdo do criférvio de

»” 0w
849 — Transforme a equacio F% —Yyr

du du A P
+xb;-@=0 noutra em que as variaveis inde-

pendentes x e y sejam substituidas pela varii-
vel ¢, sabendo que Ixy=tg{ (por / represen-

du
ta-se o logaritmo neperiano). R: g+ sec’t=0.

Ponto n.” 4
850 — Determine o numero a que corresponde
a fracgao continua [3(2,3,1)]. R: w
2 . MRas dz ds
851 — Transforme a equacgdo o — 3o t iy =0

noutra em que as variaveis independentes x e y
sejam substituidas pelas novas variaveis # e z

" A . u°
relacionadas com as primeiras por x=luy v=I o

(por I representa-se o logaritmo neperiano).
¥ 2 2

Rt B ot i 4 Bl e g
u? vz du dv du v

Solugdes dos n.™ 848 a 851 de Queiroz de Barros.

2

ximos, nem minimos, quaisquer que sejam os
valores de a,b,¢,d. Que se passa quando
ad—bc=07 Tracar o grafico da funcdo. R: A de-
ad—
(ex+d)?
valor finito de x, se ad=s=bc. Se ad=bc, a
Sfungdo f(x)=const, por ser {'(x)=0.

Soluctes dos n.”* BlE a 847 de A. Sd da Costa.

rivada {' (x)= ndo se anula para nenlunt

Contém pontos de primeiros exames de freqgiiéncia de
Matemiticas Gerais e Algebra Superior os seguintes ni-
meros da «Gazeta de Matematica»: 1,5 e 8.

INFINITESIMAL -ANALISE SUPERIOR

F. C. P. — Exame final, Outubro de 1941

852 — Calcular /= [ arc sen {xdx.

- -1 == 1 wEw
R.]—xarcsenVx+§1.fx(1~x)._§arctg\/1___:_t+C.

853 — Integrar o sistema y''+s'—4y—cos’x
3y —s=x.
R: Empregando o simbolo D vem :

y'+z'—4dy=cos?x (| (D*—4)y+Dz=cos?x

Byl —z=x 3Dy —z=x
donde
14-cos?x 3 + cos 2x
=, 4yl 4y = 2 P R L~ b
iD—a v y =cos?x + 2

O sistema integral geral é :
| y=Cie"+Cye*—3/8—1/40,cos2x
z=3C; e*—3C,e*—x+3/20.sen 2x.

854 — Cortar o elipsoide 3x?-+49?+ 33824 2x5=1
por um plano que passe pelo eixo dos vy edeter-
minar analiticamente éste plano de modo que a
elipse sec¢do tenha drea maxima ou minima.
Calcular esta area. R: As equagdes da secgdo sdo:
z=mx, 3x2+4y24-32z242xz=1; ou z=mx,
(3m2+2m +3) x24-4y2=1.

Designando por b o dngulo dos planos z—mx—0
e z=0 fem-se¢ cosb= G ———-
V1+m?

Seja A a drea da secgdoe a a drea da sua
profecg@o sébre z=0. Tem-s¢e a=Acosh e

™ x \/ 1+ m?
———————, donde A=
T 9V3miremi3 " 2(/3m?+2m | 3
dA
Ny O—=m=+1. Os planos procurados sao
m

z—X=0 e z+x=0 e as dreas das secgdes respec-
tivas A==/ ¢ A=/2 /4. :

Solugdes dos n.°* 852 a 854 de Jayme Rios de Sousa.
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I. 8. C. E. F. — 1.2 exame de freqiléncia, 1940-4!
2

855 — Calcular o integral fiﬂl{’”_x_—'l)_xd
, J "Ve—ir

a
R: Tem-se: I=y3 fx(x—l)r"“‘dx e, a fung¢do é
Ly

Fasendo x—1=tb
Ve

vem dx =6t dt, e I=6y’§f{t‘+1)twdt—.
- 1
=6y/3 [tT17+ /1] V.

856 — Calcular o integral f.t:’ arcsen v/2dx.

integrdovel no intervalo (2,3).

R: Integrando por paries vem
x 1

xidx
Va—x2

1
L=— x'l arc sem —

xidx idx % Tt
Mas, -J Vi = =16 / (e 1)3- Jfasendo
4 —x2—=t2x2, donde tdt=—4Ax3dx. Portanto,

J 1 [At3+Bt=+ Ct+D

+Elog(t*+1)+Farctgt |—
(E+1): Elog(t*+1) Farcg]

-t
=—15[*——-—+ +l
2(tz2+1)2 2
= —2xy4—x*—8arctg Vi
x

— 8t
t?‘}_l—Sarctgt—

arctgt

4+ C. Finalmenlte,

P 4_x2
1=%x‘arcsan%+%xV4—x‘3+23rctgy4Tx_ W 9

857 — Verificar o teorema do valor médio no
Ey b1
integral Jsen-‘xd.r. R fsenaxd_'c-—-‘zw.senh
0
aw
sendxdx=

0<2<2x. Poroutrolado [sen?xcosx+

+2cosx])T =0 loge 2x.senda—0-»2=0,7,2x,
o
e l.sen3xdx=21rsen3w=0.

[1]

858 — ¢Asfungdes gy=x2—3, gy =x"+1, g;=0"+43
e =;=x-+1 serdo linearmente independentes em
qualquer intervalo? R: Do eaame do wronskiano
das quatro fungoes conclue-se que ndo hd intervalo
algum em que as quairo funcdes sefam linearmente
independentes. Note-se que existem sempre quaitro
miiieros, ndo simultdneamente nulos, hy,%hs, i3, %
fais que wy o+ de 9.+t oyt =0, por exemplo 1;=1,
ra=—23, 23=2, 34=0,

Solucdes dos n.°* 855 a 858 de A. 84 da Costa.

1. §. T.— Margo de 1941

859 — Calcular o integral

cos? x

/= | arctg(cosx)- senxdx. R: Nofando
J &( ) 1+ cos?x
. cos’x ;
e e = —p
¢ 1+cos?’x

feynt-se
14cos*x

; sen x
I==J arc:g(cosx)-senxd:\'wj arctg(cosx) Ecoslxdxr'

te ( . ) "casxsenxd

= — CO0S X arg¢ s X = ———— XY
: & A 1+cos?x
+1/2[arctg(cosx)]? = —cosxarctg(cosx) -
+1/2log (1+cos*x)+1/2 [arc tg (cos x)|2+4+C,

860 — Determinar os maximos e minimos da
soma das areas de trés quadrados, sabendo que
€ constante a soma dos volumes dos trés cubos
de que ésses quadrados sdo faces. R: Trata-se de
wm problema de mdximos e minimos condicionados.
A fungido de que se procuram os pontos de estacio-
narvidade ¢ 1(x,y,2)=x2+y*+22 (designando por
x,.y ¢ z 0s lados dos 3 quadrados) ¢ a eguagio de
ligagdo é o(X,y,z)=x+yi+zi—a’3=0.

Os pontos de estacionaridade sdo as solugées
¥y, f) (e, D
d(x,y) T d(x,2)

xy (x—y)=0 e xz(x—z)=0.

do sistema =0, =0 ou

x¥+ydtzi—a’l=0,

1. log x
861 — Estudar o integral / (tatp £

a4+ 2log st av+dy=6f—2

862 — Sendo slog(xys)'=y'arcsenx+4sen?
Ve s J )
calcular —— e —- R: Derivando o sistema
dady dar

dado (S) em ordem a x, considerando z e t como
Sfungies das varidveis independentes x e y, obtém-se

dz At
um sistema (S'), linear em — ¢ —  donde se
3 i x dx

ot
dedus portanto 2 % Derivando (S") em ordem a v,

2 g e o ¥z

obtém-se um novo sistema (S") linear em —— ¢
dxdy

vt

dxdy

B
que permite calcular a dermada

Solucgdes dos n,”" 859 a 862 de Manuel Zaluar.

Contém pontos de primeiros exames de freqiiéncia de
Cidleulo Infinitesimal os seduintes numeros da «Gazeta de
Matemdticas: 1 eb.
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MECANICA RACIONAL—-FISICA MATEMATICA

F. C. P. — Exame final, Julho de 1839

863 - Uma barra rectilinea, homogénea 0.4 de
péso p e comprimento 2 & movel num plano
“wvertical ~ em volta do seu extremo O. Em A
estd preso um fio inextensivel e perfeitamente
flexivel (cujo péso se despreza) de comprimento
2/, que passa numa roldana desprovida de atrito
no eixo e situada sobre a horizontal de = que
passa por U, a uma distancia déste ponto igual a
2a (desprezam-se massa e dimensdes da rol-
dana)., O fio, depois de passar na roldana, esten-
de-se ao longo duma recta RH de =, perfeitamente
polida, inclinada de ¢° sobre a horizontal, e su-
porta na sua extremidade uma massa pontual P
de péso p.

a) Parametrar o sistema e indicar as forcas que
imtervem no estudo do seu equilibrio.

4) Pela aplicacdo do teorema do trabalho virtual,
depois de ter mostrado que as ligagdes sdo per-
feitas, caleular o valor que deve ter o peéso p
para que a barra O., na posicao de equilibrio,
faca com a horizontal um angulo de 602,

¢) Ainda pela aplicacio do mesmo teorema cal-
cular o valor da reaccao de RFH sdbre a massa
pontual P na posigdo considerada.

d) Utilizando as condig¢tes gerais de equilibrio
dos solidos calcular a reacgdo no extremo O da
barra na configuragdo considerada. Dados numé-
ricos: °=45° p=2kg.

864 — Um trend de péso p & langado segundo
a linha de maior declive duma rampa de inclina-
cdo 7 4 velocidade de km/h. Sabe-se que o seu
movimento &€ uma translaccdo rectilinea e que o
meio ambiente opde a0 movimento uma resistén-
cia equivalente a uma forc¢a unica, aplicada no
ecentro de inércia do trend, de sentido oposto ao
da sua velocidade v e numéricamente igual a Az*
{# € um factor de proporcionalidade izual a 5
quando se adoptam como simbolos o metro, o
segundo e o kilograma-péso). Entre o trené e o
solo existe um atrito de escorregamento de coe-
ficiente f=tgi#. Pregunta-se:

a) Ao fim de quanto tempo pira o trend?

&) Que distincia percorre?

¢/ Que valor deve atribuir-se a # quando se
escolhem para unidades fundamentais o metro,
a tonelada-massa e o segundo?

Dados numeéricos: seni=005, p=
cidade inicial =50km/h.

865 — Uma circunferéncia C de raio a esta
animada duma rotagdo uniforme de velocidade

200kg. Velo-

angular W conhecida em volta do seu diametro
vertical relativamente a um referencial S. Um
disco circular material D, homogéneo, de raio &
e péso p, rola sem resvalar sobre o interior de '
¢ a ligagdo € realizada de tal modo que o disco D
nao pode abandonar o plano de €. Ndo ha atrito
de rolamento.

a) Parametrar o sistema,

&) Exprimir a forca viva do disco em funcgao
dos parimetros e das suas primeiras derivadas.

¢) Supondo que nc centro do disco actua uma
férca & de grandeza invariavel e constantemente
normal ao plano comum de C e D, calcular os
segundos membros das equacdes de Lagrange
que correspondem aos parametros escolhidos e
escrever estas equacgies,

d) Cinemdfica: Supondo agora que no movi-
mento de [ relativamente a C o centro de D
possue uma velocidade de grandeza constante 7,
calcular os elementos definidores do estado ciné-
tico do disco D no seu movimento em relagio ao
referencial 5.

1. 8. T. — I.° exame de fregiléncia, 1940-41
8606 —Dados o vector a=x/+9J+5K e o escalar
H=x'+9y+=5 s 0 campo de componentes:
=diva, Y=modgradu, Z=nmoda seri um
campo de momentos ?

867 —Desenvolver x(=—x) em série de Fou-
rier no intervalo 0 <x<=.

868 —Achar as componentes mixtas, = * e ¢
do tensor hemisimétrico ¢, em coordenadas gerala.

869 —; Quando & que o maior dos trés momen-
tos principais de inércia, em relacio a um dado
ponto O, & igual 2 soma dos outros dois ?

I. 8. T. — 1.° exame de freqgiiéncia, 1940-41
870 —LEntre os dois pontos A4(0,0,0) e B(1,1,1),
determinar a curva de estacionaridade do integral

. I—= f altds.
AB

R: Tem-se
I=fx’ ds- fx~ Vity'Z+z2dx com y, =

AR u
ya=1, z2,=1. Hd a determinar o sistema integral
y=y(xXjeics, C30y) € Z=2(X| €| C3, €3 Cy) do Sislema
de equagies de 2.% ordem :

d
ey, iy,
by dx \dy' vz dz!

calculando-se as constanles c; a partiv dos valores
dados ¥i1Zy Y2 € 2.

y & =) >
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871 —Converter o sistema de fungdes gy=x+2,
t3=x—1, g;=x* noutro equivalente, ortogonal e
" narmado no intervalo (0,1).

R: As funcies dadas o, v £ vy s@o lincarmente
independentes, como ¢ fdcil verificar. Procure-se
primeivo um sistema de funcées bi=gy, Sa=aybtos
ty—=any Uy+ay Yoty , iSlo 6, de coeficientes tais que

: : (51 %2
(40 &)= ,':5-' 4 dx=0 (is5]) . Tem-se an=— t:;lflzlg '
|
.L'
s,
ay =— {lu“l%) e agp=— (—1‘1"—1) No caso presente
P1l i vz

vam My 2=(zy,01)= }(x—}-?)” dx=193, (5y,42)=
s
= ‘ (x+2)(x—1)dx=—T7/6, donde a,=T/38, (Y, =)=

‘ll
L

!{an dx=11/12

W

donde ay=—11/70, efe.

—'—¢l -
I} 11
872 —Decompor a homografia
3J-K 21-J I1+27J
o= ( 7 J K )
e determinar os seus invariantes. R: Como-se
conkecem 21, 2] e 2K é rdpida a deferminagio do
vector Va de homografia a ¢ a da sua dilatagdo.
Assim, tem-se ol=3]—K, aJ=2[—], aK=1+2] &
Va=12[1 Aad+J A aJ+ KA z2K]=—14+]J+1/2.K.
Para a dilatagdo: B=Da=x2—Va/\ e portanio
Al=ul—VaAl=3]—-K—(—I1+]J+1/2.K)AI=52.],
pl=a)—Va AJ=5/2,1-J+K, BK=aK— V2 AK=]
5/2] H2I-J+K ]
I ] K) ;
Para os invariantes tem-se :
Le=1|al4+J|aJ+K|aK=—-1,
La=IAa] |aK+J A 2K |adl+K A al|2]J=—3
¢ Iyp=cl A 2J|aK=—5.
873 —Sendo vy, ¥2, ¥; coordenadas cartesianas
ortogonais, caleular, em coordenadas gerais xy,

L, normalisam-se fasendo v =

e finalmente ﬁ=(

X3, ¥, deiinidas pelo sistema: »;=.sen.x:,

Ma=wx2 COS Xy, V3=2X3, as componentes do tensor

fundamental ; e as do tensor derivado do vector
(Y)=(»), definido pelo ponto P (y;, 2, ¥3) €
pela origem do sistema cartesiano.

Solugdes dos n.”* 870 a 872 de M, Zaluar,

F. C. P, — Fisica Mat., 11-2-1941

874 — Seja avy=vy, avp=0, awi=ivy. Calcular
a matriz de representagdo de o2, na base em que
¥y,¢s € Uy tém as coordenadas (1,0,1), (1+4+4,7,1),
(—4,1—2¢,4).

Lo ex. de freq.,

875 — Seja x o simbolo de um vector de coor-
denadas — complexas ¥y, %3, -+ &, ., Classificar as
duas matrizes

| Xy Irgl
X2 x, & a3 *2
A= . .!]x;:rz---.r,,n e B=| .
x,| (|,
Calcular os tragos, os determinantes, as constan=
tes e vectores fundamentais, os polindémios mini-
mos e os polinémios caracteristicos.
Sao redutiveis a forma diagonal? Em que grupo?

876 — Seja (x—.xp)"
um operador « de E, .

Mostrar que & sempre possivel determinar um
vector ¢ tal que (a—xp)" w0,

Verificar que os vectores
v, (2—axy)v, - (2—ax5,"'v formam uma base e
caleular a representacdo correspondente de =
(Schreier und Sperner).

B ETE e T L

o polinémio minimo de

877 — Enunciar a condi¢do para que a matriz

0 -.-0ay

A =0 ---a;0||, seja redutivel & forma diagonal
i (Schreier und Sperner),
a,---0 0

Qual & a condigdo homologa no grupo unitdrio?

Contém pontos do 1." exame de freqiiéncia de Mecdnica
Racional e de Fisica Matemdtica os seguintes nimeros
da «Gazeta de Matemdtica»: 1, 5 e 6.

CALCULO DAS PROBABILIDADES

F. C. L. — I.° exame de fregiléncia, 12-2-1941

878 — Trés urnas idénticas tém as seguintes
composicoes: [/y(37 esferas, 3 das quais brancas),
U,(129/, de esf. brancas) e U4(5 esf, brancas, 15
pretas e b vermelhas). @) Escolhe-se ao acaso uma
urna e extrai-se uma esfera. Probabilidade de
saida de uma esfera branca. ) Tira-se uma esfera
de cada uma das urnas. Probabilidade de que
saia pelo menos uma esfera branca.

e 34 22 4
=0,134 ¢ p,=1 37 %5

B 1/3 .y 3 1
g % 5
879 — Fazem-se 10 lancamentos de uma moeda.

Calcular os valores exacto e aproximado da pro-

babilidade de um desvio 2 e o érro relative come-

tido, tomando o valor aproximade. R: Falur

102 /1N fA\3
exacto: P,= (—) . (-) = 0.1172. Valor

2 qr3r\z/) \2
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aproximado:
1 == P,—P
Po=——¢ ~=0,1134; érro relativo it A 0,032,
Vﬁfr PZ
(Vidé: G. Castelnuovo, Calcolo delle Probabilitd —
Vol. 1, 2.7 ed,, pd. 88). M. Zaluar.

w

F. C. P.—1.° exame de fregiiéncia, 7-2-194|

880 — Numa urna ha duas bolas brancas e trés
pretas, :

a) Tiram-se ao acaso sucessivamente duas bo-
las. Calcular a pfobabilidade de ser branca uma
terceira bola tirada ao acasodaurna. R: @) Seja

PEDAG

Na retinido da Sociedade Portuguesa de Mate-
mitica de 10 de Dezembro de 1941 foi aprovada
por unanimidade e sem discussdo a proposta que
abaixo se transcreve e que a Seccdo Pedagodgica
da Sociedade Portuguesa de Matematica apresen-
tou em seguimento do estudo dos pontos de exame
de matemadtica dos liceus relativos ao ano lectivo
de 1940-41 que levou a efeito em cumprimento do
plano de trabalhos aprovado pela S. P. M. Eis o
texto da proposta:

A Sociedade Portuguesa de Matematica, tendo
procedido ao exame dos pontos de matematica
saidos nos exames dos liceus no ano lectivo de
1940-41, verificou o seguinte :

1° Que ésses pontos sio, duma forma geral,
demasiado extensos, com um numero de questdes
sempre superior a vinte, o que provoca dispersio
em pequenas questdes e nao permite, por isso
mesmo, avaliar da capacidade de raciocinio dos
examinandos e da sua aptiddo para por, resolver
e discutir problemas.

2.° Que os pontos nido foram organizados com o
necessiario cuidado e equilibrio, verificando-se,
num mesmo ciclo, por vézes fortes disparida-
des no grau de dificuldade ou trabalho de exe-
cucgao.

3. Que, dentro de cada ponto, se encontra fre-
gqilentemente um grande desequilibrio

a) jA na classificacdo das questdes, em proble-
mas e preguntas; ha pregunfas que sio problemas,
por vézes mesmo mais dificeis ;

b) ja na valorizac@o respectiva; véem-se, com
freqiiéncia, preguntas mais dificeis ou trabalhosas
que problemas e com valorizacao mauito inferior;
véem-se ainda, preguntas com a mesma valoriza-
cdo e dificuldades muito diferentes. Reconhece a
Sociedade Portuguesa de Matematica que dai re-

i)
T

B, a saida de uma bola branca na tiragem o
ordem 1. Hd Iris maneiras contraditorias de
realizagdo do acontecimenio By: ByBHL By, B' B, iy,
B B'aBy. O cdlculo das correspondentes probaii-
lidades nao ofercce dificuldade. Resultado: 25 .

6) Observou-se que esta terceira bola era
branca. Calcular a probabilidade de as duas pri-
meiras terem sido da mesma cor. R: §) Teremos
de caleular Py w, :p,— Poynebs 19

Ps,
M. Gongalves Miranda.

Contém pontos de primeiros exames de freqiiéncia de
Cdlculo das Probabilidades os seguintes numeros da
«(Gazeta de Matemdticas: 1 e 5.
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sulta, por vézes, um beneficio para o examinando,
mas considera o principio condenavel pelas con-
dicoes psicologicas em que o examinando fica
colocado em face da prova.

4.2 Que, em grande niimero de enunciados, ha
imprecisio de linguagem, imprépria da disciplina
de Matematica, bem como redacgao confusa,

5.° Que, 2 mencionada imprecisio e confusao,
se alia, agravando os seus efeitoss, imprecisido
dos dados ; existem pontos com figuras mal feitas,
com figuras de que se ndo dio os dados necessa-
rios e com figuras erradas.

6.2 Que grande nimero de questbes se refere a
coisas inuteis, no nivel que o ensino da Matema-
tica deve ter nos liceus, como seja a exigéncia de
operagdes sobre nimeros estritos em sistemas de
numeracao em base diferente de 10, o que redunda
em prejuizo de questdes com real utilidade.

7.2 Que as chaves em face das quais os profes-
sores devem classificar os pontos enfermam de
varios males, como

a) rigidez de resultados, dando, por vézes, ape-
nas um resultado onde o enunciado da questio
comporta mais de um, ou exigindo uma resposta
nem sempre a mais natural ou certa;

b) exigéncia de resultados com aproximacdes
que os dados do enunciado n@o permitem ; '

¢) érros nas respostas.

Verifica ainda que o folheto intitulado elnstru-
¢hes aos reitores dos liceus sobre os exames
liceais e de admissdo aos liceus» contém, na parte
referente a normas de classificacao, a disposicao
anti-pedagégica de mandar redunzir a zero a cota-
¢io duma resposta dificiente ou incompleta, sem
contemplacgido pelo trabalho realizado pelo exami-
nando na questio respectiva, mesmo que ¢le
mostre estar de posse de todos os elementos para
a resolucdo.




