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ros e o problema Jda quadratura do circulo ndo
pode resolver-se com o emprégo exclusivo da
régua e do compasso.

Hermite demonstrou que o nimero e & trans-
‘cendente em 1873 (Sur la fonction exponentielle,
Paris 1874). Na Enciclopedia delle Matematiche
Elementari encontrara o leitor a demonstragdo no
Volume I, Parte I, p. 207-210.

Lindemann provou que = & um namero trans-
cendente nos Matematische Annalen (1882) p. 213,
Na Enciclopedia citada encontra-se a demonstra-

cao da transcendéncia de = no Volume I, Parte I,
p. 210-212,

...E, quem se atribua, a si mesmo, o meérito
duma genial resolugdo do problema da quadratura
do circulo com o emprégo exclusivo da régua e
do compasso, embora se escude com atributos de
que a ciéncia ndao cuida e se confesse vitima de
subita inspiracdo que a verdade do resultado ndo
prova, da mostras de invulgar, inexcedivel, creti-
nismo. A. SA DA COSTA

MATEMATICAS ELEMENTARES
Exame de aptiddo as Escolas Superiores (1941)

Licenciaturas em ciéncias fisico-quimicas e em ciéncias
matematicas, cursos preparatérios das escolas milita-
res e de engenheiro gedgrafo.

Ponto n.” 1

795 — Determine m de modo que a equacio
(m—5) xt—4ma?+m—2=0 tenha todas as raizes
reais. R: Para que as raises da equacdo proposta
sejam tidas reais é necessdrio que as da sua resol-
vente sejam ambas positivas, para o que ¢ necessdrio
gue A=4m?*—(m—>5)(m—2) =0, gue o produto das
raises P=(m —2):(m—5)>0, ¢ gue a soma
S=4m:(m—5)=>0. Os valores de m gue satisfa-
sem @ 1.0 desigualdade s@o: 1<m ¢ m<-10/3,
os que satisfasemn a 22 m<2 em=>5; e a 3.°¢
salisfeita para m <0 ¢ m =>5; quere dizer 05 va-
lores de m que satisfazem simultdineamente as trés
desigualdades, e vesolvem por isso o problema, sdo:
m<—10/3 ¢ m > 5.

796 — Indique as relagdes que ha entre os coe-
ficientes de uma equagdo do 2.° grau e as suas
raizes. Forme uma equagio do 2.° grau que admita
as raizes m+Vn e m—yn. R: Se Jor ax?+
+bx+e=0 a equagdo do 2.° grau e x' ¢ X' as suas
raizes é P=x'x'"=c/a ¢ S=x'4+x'"=—b/a. A equa-
fdo pedida é x*—2mx+m?—n=0.

HABH ot

=(n+1)"4, e P,=n.P,, sendo: “C, o nimero
de combinagdes de » objectos tomados p a p,
"4, o namero de arranjos de # objectos tomados
7 a p e P, onimero de permutacdes »# objectos.
_a(@m—1).-.(n—p+1)(n—p) _

797 —Verifique que "C,,="C, ';;'_f; %

R: "Gy = (p+1)!
N | ST e PO e R CT
p! p+1 o, p+1

A =(n41)n (n—1) - (@—p+1)=(n+1)"A, ¢
P,=n(n—1)(n—2)..-2.1=nP,_,.

798 — Caleule, por logaritmos, a drea de um
triangulo rectingulo em que um dos catetos tem
de comprimento 43,962 m e o dngulo oposto a ésse
cateto mede 21°46'32", R: A drea ¢ dada pela
expressdo A =1/2.43,9622, cotg 210 46' 32! Jogo
log A = colg 2 + 2 log 43,962+ logcotg 21° 46' 32" =
—1,69897 + 3,28616 +0,39887 =3,38400 ¢ A =2421,0m2.

799 — Calcule, sem recorrer as tdbuas de loga-
ritmos, os valores de sec(—300°) e de tg 17x/4.
R: sec(—3007)=sec 3000 =sec 60°=1/cos 60°—=2
tg 1Tr/d=tg (dn+=/4)=tg=/d=1,

800 — Verifique a identidade tg 2a-+sec 2a—
=(cos a-t+sen a):(cosa—sen a). R: tg 2a-sec 2a—
—=2tga:(l—tg?a)+1:(cos? —sen?a)=2tgax
> cos*a:(cos?a—sen?a)+~1:(cos’a—sen’a)=
~(2senacosa+1):(cos’a—sen?a) = (sena+cosa):
:(cosa?—sen’a)—=(sena+tcosa):(cosa—sena).

801 — Num paralelogramo 4AB8CD una o vér-
tice B com o meio £ do lado CD e o vértice D
com o meio / do lado 45. Demonsire que a
diagonal AC & dividida em 3 partes iguais pelas
rectas BE e DF. R: Tem-se como se vé facil-
mente DF//BE. E aplicando o teorema de Thales
tem-se AO:OP =AF:FB e portanto AO=0P
por ser AF=FB ¢ OP:PC=DE:EC donde
OP=PC, e serd entdo AO=0P=PC, v g.p.

802 — Decomponha 216 em factores primos.
¢Conclui-se dessa decomposicao que 216 ¢ um cubo
perfeito? Porque? Qual & a raiz cabica do nu-

mero 2167 R: 216 =235¢33=(2:¢3)3=63 £ 3/ 126 =0,

Curso de habilitagdo para professores de desenhao nos liceus
Ponto n,” 3

803 — Indique as condicdes a que deve satis-

fazer & para que a inequagdo x—(3k+41)a+

+(2£24-2+4+9/4) > 0 seja verificada para qualquer

valor real atribuido a x. R: O #rindmio terd que
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tey o descriminanle negativo porque entdo tomard
o sinal do coeficiente de xX* (positivo) para qualguer
valoy real de x. Serd entdo (3k+1)2 —8k?—4k—9<0
on k2+2k—8<0; as raises diste trindmio sdo
ki=—4,ks=2; logo os wvalores reais de x que
tornam negativo o descriminante do fyinémio pri-
mitivo sdo: —4 <<k <{2.

804 — Forme a equacao biquadrada que admite
como raizes os numeros 2/3 e — {/3/2. Justifique
a resposta. R: O #rindémio biguadrado pode escre-
ver-se a (x2—x]) (x*—x3} se¢ Xy ¢ X» forem as raises
da sua resolvente. Podemos considerar os mimeros
dados como lais vaizes pois que ndo Hém o mesmo
modulo apesar de terem sinais contrdrios, Assima
equagdo pedida é

(x2—4/9) (x2 -3/4)=0 on 36x1—43x2+412=0.

805 — Determine a base do sistema de logari-
tmos em que seja logB8=3/2. R: Pela definigdo
de logaritmo tem-se B=x¥*donde 8'=x% e x=8"=4
sinico valor real que satisfas a questdo.

806 — Calcule por logaritmos, a altura relativa
a hipotenusa de um triangulo rectangulo cuja hipo-
tenusa mede 46,52 m e em que um dos catetos
mede 32,26 m. R: A drea do triangulo pode cal-
cular-se de dois modos. Se fior h a altura relativa
a hipotenusa serd A=ah/2; ¢ se considerarmos
os dois catetos teremos A=b|2.(a?— b2)\P=

b/2.[ta+b) (a—b)]"2 Tem-se ah=b/(a+b)(a—b)
e h— Mf_b_’ em que a ¢ b sdo a hipote-
a

nusa e o cateto dados, Sevd entdo log h=log 52,26+
+ colg 46,52+1/2, [log 78,784 log 14,26] =1,50866 +
+3,33236 + 0,94821 + 0,57706=1,36629 ¢ por isso
h=23,24 m.

807 — Deduza as relagbes que existem entre
as fungdes goniomeétricas de angulos que diferem

de = radianos. R: senx=—sen(x+=); cosx=
== —CO0S (X4-7): tg X=tg (x+=); cotgx=cotg(x+4=);
sec x=—sec (X+x) e cosec x=—cosec (x+7).

808 — Exprima em funcgio do raio de uma es-
fera, a distancia do centro dessa esfera a um
plano que a corta segundo um circulo cuja drea
é igual a seis vézes a drea lateral do cone que tem
por base a seccdo referida e por vértice o centro
da esfera. R: O problema é impossivel, visto que
de tidas as calotes de superficies limitadas por
uma circunferéincia dada, a de minima drea é o
circulo.

Portanto, a drea lateral do cone ndo pode, ao
contrdrio do que indica o enunciado do problema,
ser menor que a do circulo determinado pela secgdo.

N. R,

809 — Indique a posigdo relativa das bissectri-
zes de dois angulos adjacentes suplementares.
Justifique a resposta. R: Se forem o ¢ p dois
angulos adjacentes suplementares serd a-+pf=1800
e a/2Lp/2=Y0°, e porisso as bissecirizes dos dois
angulos formando entre si um angulo de 90° sdo
perpendiculares.,

810 — Defina triedro; triedros simétricos e trie-
dros suplementares; indique as relacdes que exis-
tem entre as medidas das faces e as dos diedros
de dois triedros suplementares.

811 — Defina multiplicagde de dois nameros
fracciondrios e, baseado na definicdo justifique a
regra usada nessa operagao. R: Uma das defini-
¢oes usualmente adoptadas no ensino liceal é a de
gue o «produlo se forma do multiplicando como o
multiplicador se formou da unidade». Logo sendo
o multiplicando ajb e o multiplicador c/d como
éste se formou da unidade dividindo esta em d
partes iguais e tomando c dessas parfes o proguto
a/b><c/d oblém-se dividindo a/b em d partes iguais
a.c
b.d
de modo que a regra para a multiplicagdo de frac-
¢oes pode enunciar-se : o produto de duas fracgoes
é uma fraccdo cujo numerador é o produto dos
numeradores ¢ cujo demominador é o produto dos
denominadores.

a/b.d ¢ fomando c destas partes ou seja

Solucdes dos n.” 795 a 811 de ). da Silva Paulo.

I. 8. C. E. F. — Exame de aptiddo, 1-8-941
Ponto n.® 1

812 — a) Defina poligono regular convexo e
defina os seus elementos mais importantes,

4) Resolva o seguinte problema: chamando =,
e 2,4y 0s angulos internos dos poligonos regulares
convexos de 3.2' lados e 3.2'" lados, caleular

Ot
o cociente »= :’

* Determinar # de modo que

i
11 3,202

a=—- R: Tem-se o= 1809,

LA

~ 10 3.2k
J.a_2 3.2—1 .
= "3.owt 180°, =§_._‘.*_—_2 Para gque seja
3.2-—1 11 - 3.2—1=11p
= s 10 terd de ser ! 3.2—2-10p com
P inteiro. Subtraindo ordenadamente obtém-se

p=1 valor que substituido em qualquer das igual-
dades dd k=2,

2x24-3x+1
— — >0
) x*—5x+6

R: E condigdo necessdria e suficiente para que uma

813 — Resolver a desigualdade
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[fraecgdo seja positiva que os seus térmos tenham o
mesmo sinal, Por conseqiiéncia a desigualdade pro-
posta serd satisfeita quando o for um dos sistemas
2x24+-3x+1>0 2x?4+3x+1 < 0
x2—5x+4-6 >0 { —5x+4+6 <0,
As raizes do trinomio 2x24-3x+1 sdo x=—1, —1/2
¢, como o coeficiente do térmo do 2.° grau é posi-
tivo, 0 trindmio é negativo para osvaloresde x do
intervalo (—1, —1/2) e positivo para os restantes.
Pelas mesmas rasoes, o trinomio x2—5Hx—+6,
cujas raizes sdo x=2,3, negativo para osvalores
de x do intervalo (2,3) e positivo para os outros,
Reconhece-se imediatamente que o sistema a) e,
portanio; a desigualdade proposia sde satisfeifos
para todos os valores de x salisfazendo a uma das
trés condigées x<—1, —1/2<x<2, 3<x,
e gue o sistema b) é incompativel.

P 1
814 — Calcular x—a.{/Db. \/: onde &=,
5=1,0003, c—cos 118° 32",

1 = 2
x=sz VB VG,
a?

V/1,0003 .,/ cos?118032'  /1,0003.% {/cos? 61°28'

21073 9103

1/2 log 1,0003 = 1,2.0,00013—=0,00007

logx={ +2/3 log cos 61°28/= 2/3,1,67913-1,78609
+10/3 colog 2 =10/3.1,69897 =2,99657

log x—2,78273

R: Note-se que

ou substituindo wvaloyes

Xe=

x=0,060635

815 — De uma piramide quadrangular regular
conhece-se a razio »=I/k do lado da base e da

altura, Exprimir em fungio de 1 o cociente da
area de uma das faces pela area da secgdo plana
que passa pelo vértice e por uma das diagonais

da base. R: AB=BC=CD=DA=1, VP=h,
PM~1/2, VM=yhz+1Z/i, AC=1.y/2, [ABV]=
[ABV]

=1/21yh?+ 2[4, [ACV]=1/21{/2h, [ACV |~

hZ+17/2 T
= N REE N

816 — Resolver um- triangulo isésceles conhe-
cendo a base & e o perimetro p. Aplicacdo nu-
meérica: /=124 metros p=>51,9 metros.

B =
R: Tem-se: AC=b, BA= BC=pT, AP—t;-
‘A‘—b—m"“(‘:""ﬁsoa“d
cos p—b—39,ﬁ’ =A, B=180°—2A..

Aplicando logaritmos: log cos A —=log 12,3 +

+ colog 39,6 = 1,08991 + 2,40230 — 1,49221 donde
A —T1°54'15", 1=19,8, A=C="71°54'15'

B—36°11/30".

817 — Achar os pares de nameros que tém por
m. d.c. 100 e m. m. c. 3.000. R: Sejam xe y os
miimeros pedidos, sabe-se que xy=100<3.000. Por
ontro lado, serd x=p.100, y=q.100 com p ¢ g
primos entre si, Logo é pq=30, donde

p=1; 2, 3,5 \ x= 100, 200, 300,500

q=30,15,10,6 ° |y=3.000,1.500,1.000,700.

Soluctes dos n.°® §12 a 817 de A. Sa da Costa.
Contém pontos da prova de mateméitica dos exames de

aptiddo de anos lectivos anteriores os seduintes numeros
da «¢Gazeta de Matemdtica»: 1.2,3,4,5,6,Te 8.

MATEMATICAS GERATIS —ALGEBRA SUPERIOR—COMPLEMENTOS DE ALGEBRA

F. C. L. — Alguns pontos do 1.° exame de fregiiéncia,
Margo de 1941

818 — Calcule a derivada da funcao y definida

pela equacgdo cosec Vay+ a4+ ¥ =

R: A derivada pedida ¢ dada pela equacao

¥y +2x+ (x+2y)y’
2Vay iRty

‘2 arctg =

cosec Vxy+xZty?.

y—xy'

y —_—
. cotg Vxy +x2fy? T yerciay

810 — Determine m e # de modo que a equa-
cdo 249 —1338 4 1927 + 3146 — 10745 4 984 - 623 —
—36x2+mx+n=0 admita a raiz dupla ZETO €& Te-
solva-a. R: A equagdo adwmitird a rais sero dupgla

se m=n=0. 4 decomposicdo do 1.° membro da
equagdo em factores binomiais ¢ a seguinte

2x? (x—1) (x—3)2 (X +2) (x+12) [(x+1)2+1].

820 — Sabendo que ¢ é raiz da equacio
ax’4-(b—ac) xi—bext—ba?—(a—bec) x+ac=0 de-
termine as outras raizes. R: As raises sac

c,+1,(—b+ Vb*—4a?)/2a.

821 — Resolva geométricamente o problema:
«Sdo dados o nimero & =r(coSa+7isena) e um
numero positivo p. Determinar um nimero 5 de

maédule ; tal que ——— seja imaginario puros.

Discutir (possibilidade e nimero de solugdes).



