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ros e o problema da quadratura do círculo não 
pode resolver-se com o emprego exclusivo da 
régua e do compasso. 

Hermite demonstrou que o número e é trans-
cendente em 1873 (Sur Ia fonction exponeutielle, 
Paris 187-1). Na Enciclopédia delle Matematiche 
Elementar i encontrará o leitor a demonstração no 
Volume I, Parte 1, p. 207-210. 

Lindemsmn provou que ir É um número trans-
cendente nos Materna tische Annalen (1S82J p. 213. 
Na Enciclopédia citada encontra-se a demonstra-

ção da transcendência de - no Volume I, Parte I, = 
p. 210-212. 

. . . E , quem se atribua, a si mesmo, o mérito . * 
duma genial resolução do problema da quadratura 
do circulo com o emprego exclusivo da régua e 
do compasso, embora se escude com atributos de 
que a ciência não cuida e se confesse vitima de 
súbita inspiração que a verdade do resultado não 
prova, dá mostras de invulgar, inexcedivel, cret i -
n ismo. A. SÁ DA COSTA 

M A T E M Á T I C A S E L E M E N T A R E S 
Exame de aptidão às Escolas Superiores ( 1 9 4 ! ) 

Licenciaturas em ciências físico-quimicas e em ciências 
matemáticas, cursos preparatórios das escolas milita-
res e de engenheiro geógrafo. 

Ponto n," 1 

7 9 5 — Determine m de modo que a equação 
(tn—5)x*—imx1-^-tn—3=0 tenha tíidas as raízes 
reais. R : Para que as raises da equação proposta 
sejam tâdas reais i necessário que as da sua resol-
veste sejam ambas positivas, para o que é necessário 
que a = 4 r a ! — { m — 5) (m — 2) > Ü , que o produto das 
raízes P = ( m — 2 ) ; ( m — 5 ) > 0 , c que a soma 
S = 4m : (m — 5) > 0 . Os valores de m que satisfa-
zem à i.o desigualdade são; 1 < tn e m <.—10/3 , 
os que satisfazem ã 3.a m < 2 e m > 5 ; e a j." é 
satisfeita para m < 0 e m > 5 ; quere dizer os va-
lores de m que satisfazem simultaneamente às três 
desigualdades, e resolvem por isso o problema, são: 
m <—10/3 e m > 5 . 

7 9 6 — Indique as re lações que há entre os coe-
ficientes de uma equação do 2.° grau e as suas 
raízes. F o r m e uma equação do 2.° grau que admita 
as raízes m+ \f~ii e n. l i ; Se for 
-t-bx + C = 0 a equação do s.° grau e x' e x " as suas 
raizes e P = x' x " = c/a e S — x' + — b/a . A equa-
ção pedida i x*—2mx-j-m5 —n = 0 . 

7 9 7 Veri f ique que "C^, = "Cr ; = 

— (K + 1) "Ap e P „ = M . P m _ | s e n d o : "Cr o número 
de combinações de >i ob jectos tornados p a p , 
"A, o número de arranjos de n ob jectos tomados 
p a p e P„ o número de permutações » objectos, 

n ( n - l ) . . f n - p + l ) ( n - p ) ^ 
<p + l ) ! R : "CpH 

n (n —1) ( n — p + 1 ) n — p n — p 
~ x p + i ~ p p + T 

' "• ! A p W =(n- f - l )n ( n - 1 ) . . . ( u - p + 1 ) = ( • + 1) "A„ e 
P„ —n {n —1) (n—2) . . . 2 . l = nP r l_, . 

7 9 8 — Calcule, por logaritmos, a área de um 
triângulo rectângulo em que um dos catetos tem 
de comprimento 43,962 m e o ângulo oposto a èsse 
cateto mede 21° 4 6 ' 3 2 " . R : A área ê dada pela 
expressão A =1/2 .43 ,962 ' , cotg 21° 46' 32" logo 
log A - colg 2 + 2 log 43,962-t-logcotg 21° 46' 32" 
= 1,119897 + 3,28111« + 0,39887=3,38100 <A—2421 í0m I . 

7 9 9 — Calcule, sem recorrer às tábuas de loga-
ritmos, os valores de sec(—300°) e de lg 17ir/4 . 
R : sec ( — 300°) — sec 300° = s e c 60°-= l/cos (10* = 2 
tg 17*/4=tg ( 4 - -f ü/4) ~ tg w/4 - 1 . 

8 0 0 — Verifique a identidade tg 2a + $ec 2« — 
= {cos «4 -sen o ) : (cos a —sen « ) . R: tg 2a + sec 2a = 
- 2 tg a : { 1 - tg* a ) + 1 : ( c o s ! — sen 1 a ) = 2 tg a 
>í cos- a : (cos= a —seu- a ) -r- 1 : ( cos? a — sen - a ) = 
™ ( 2 s e n a c o s a + l ) : ( c o s ' a —sen ; a) = { sena- f - cosa) ! : 
; (cos a-— sen- a ) —(sen a + cos a) : (cos a —sen a) . 

S01 — Num paralelogramo ABCD uua o vér-
tice B com o meio E do lado CD e o vért ice D 
com o meio F do lado AB. Demonstre que a 
diagonal AC é dividida em 3 partes iguais pelas 
rectas BE e DF. R : Tem-se como se vê facil-
mente DF//BE. E aplicando o teorema de Thales 
tem-se A O : O P = A F : F B e portanto AO = OP 
por ser A F = F B e O P : P C = D E : E C donde 
O P = P C , e serdi então AO - OP — PC , c. q. p. 

8 0 2 — Decomponha 216 em factores primos. 
^Conclui-se dessa decomposição que 216 é um cubo 
p e r f e i t o ? P o r q u e ? Qual é a raiz cúbica do nú-
mero 216? R : 2 1 6 = 2 i x * J 3 = ( 2 x 3 ) J = 6 3 e 3 ^ 1 2 6 = 0 . 

Curso (te habilitação para professores de rfesenlta nos liceus 
Ponto n.® S 

8 0 3 — Indique as condições a que deve sat is -
fazer k para que a inequação .r'— 4-1) + 
-r (2£- v k + 9/4) > 0 se ja verificada para qualquer 
valor real atribuído a x . R ; O trinúmio terá qtte 
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ter o discriminante negativo porque então tomará 
o sinal do coeficiente de x2 (positivo) para qualquer 
valor real de x. Será então (3k + 1)?—Sk1—4k—9<0 
ou k-—2k —8 < O; as raizes déste trinómio são 
k f " — 4 , k ; = 2 ; logo os valores reais de x que 
torvam negativo o d es crim in ante do trinómio pri~ 
mitivo são: < k < 2 . 

8 0 4 — Forme a equação biquadrada que admite 
como raizes os números 2/3 e — ^3/2. Justifique 
a resposta. R : O trinómio biquadrado pode escre-
ver-se a X,) (x ! —XjJ se X| e Xj forem as raízes 
da stla resolvente. Podemos considerar os numeras 
dados como tais raizes pois que não têm o mesmo 
módulo apesar de terem sinais contrários. Assim a 
equação pedida è 

/9) (x- —3/4)=0 ou 3 6 x * - 4 3 * i + i a = 0 . 
8 0 5 — Determine a base do sistema de logari-

tmos em que seja log 8 = 3/2. R : Pela definição 
de logaritmo tem-se 8^tl™ donde 8 ! = x-1 l 
único valor real que satisfaz à questão. 

80Ó — Calcule por logaritmos, a altura relativa 
á hipotenusa de um triângulo rectângulo cuja hipo-
tenusa mede 49,52 m e em que um dos catetos 
mede 32,2(1 m. R : A área do triângulo pode cal-
cular-se de dois modos. Se fòr h a altura relativa 
à hipotenusa será A=ah/2; e se considerarmos 
os dois catetos teremos A = b/2 . ( a J — b2 )"5 = 
b/"2.[(a4-b) (a —b)]"1. Tem-se ali = b i/(a + b ) ( a - b ) 

t h „ b|/(a + b) ( a - b j e m q u e a ( b s ã ( ) a M p o t c _ 
a 

jinsa e o cateto dados. Será então log h — log 32,26 — 
-t-colg .19,52 + 1/2 . [log 78,784-log 14,26] = 1,50866+ 
-J-2,33236 -t- 0,94821 + 0,57706—1,36629 e por isso 
h = 23,24 m. 

807 — Deduza as relações que existem entre 
as funções goniométricas de ângulos que diferem 
de radianos. R : s e n i = - s e n ( x + i ) ; cos x = 
— — cos ( H - t ) : tg x = tg(x + ic); cotgx = cotg{x i - - ) ; 
s e c x = —sec(x-[-TR) e cosec x = — cosec (X + TT). 

8 0 8 —Exprima em função do raio de uma es-
fera, a distância do centro dessa esfera a um 
plano que a corta segundo um circulo cuja área 
é igual a seis vézes a área lateral do cone que tem 
por base a secção referida e por vértice o centro 
da esfera. R : O problema i impossível, visto que 
de todas as calotes de superfícies limitadas por 
uma circunferência dada, a de mínima área é o 
circulo. 

Portanto, a área lateral do cone não pode, ao 
contrário do que indica o enunciado do problema, 
ser menor que a do circulo determinado pela secção. 

N R, 

809 — Indique a posição relativa das bissectri-
zes de dois ângulos adjacentes suplementares. 
Justifique a resposta. R : Se forem T Í P dois 1 

ângulos adjacentes suplementares será a-Hfl = 180« 
e a/2 + f3/2 = 90° , e por isso as bissectrizes dos dois 
ângulos formando entre si um ângulo de 90° são 
perpendiculares. 

810 — Defina triedro; triedros simétricos e trie-
dros suplementares; indique as relações que exis-
tem entre as medidas das faces e as dos diedros 
de dois triedros suplementares. 

811 — Defina multiplicação de dois números 
fraccionários e, baseado na definição justifique a 
regra usada nessa operação. R : Uma das defini-
ções usualmente adoptadas no ensino liceal é a de 
que o «produto se forma do multiplicando como o 
multiplicador se formou da unidadeLogo sendo 
o multiplicando a/b e o multiplicador c/d como 
íste se formou da unidade dividindo esta em d 
partes iguais e tomando c dessas partes o produto 
a b x c . d obtém-se dividindo a/b etn d partes iguais 

a . c 
a/b.d e tomando c destas partes ou seja 

de modo que a regra para a multiplicação de frac-
ções pode enunciar-se : o produto de ditas fracções 
ê uma fracção cujo numerador è o produto dos 
numeradores e cujo denominador è o produto dos 
denominadores. 

S o l u ç õ e s dos n . " 735 a 811 de J. da S i lva Paulo. 

I. S. C, E. F. — Exame de aptidão, 1-3-911 
Ponto n.° 1 

812 — a) Defina polígono regular convexo e 
defina os seus elementos mais importantes. 

b) Resolva o seguinte problema: chamando at 

e os ângulos internos dos polígonos regulares 
convexos de 3.2'- lados e 3 . 2 t i-1 lados, calcular 

1 ,1 Determinar k de modo que 

3 . 2 » - 2 

o cociente >. 1 

11 
R ; 

3 . — 2 
3 . 
3 . 2* —1 

Tem-se 

180° , 1 = 

11 

3 . 2 ' 
3 .2*—1 

Para que seja 
3 . 2*—2 

L 3 . 2 * - l - l l p 
X - • - -—~ = — terá de ser ' „ " com 

3.3*—2 10 I 3 . 2* —2 = 10 p 
p inteiro. Subtraindo ordenadamente obtém - se 
p = l valor que substituído em qualquer das igttal~ 
dades dá k = 2 . 

813 — Resolver a desigualdade > 0 . 

R : E condição necessária e suficiente para que uma 
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fracção seja positiva que os seus termos tenham o 
mesmo sinal. Por conseqüência a desigualdade pro-
posta será satisfeita quando o fôr um dos sistemas 

j 2x*+3x + l > 0 j 2 x - + 3 x + l < O 
j x í - 5 x + 6 > 0 x'' —5x4-6 < O. 

As raízes do trinómio 2xJ + 3x-|-l são x = — 1, —1/3 
e, como o coeficiente do termo do 2." grau é posi-
tivo, o trtnòmio ê negativo para os valores de x do 
intervalo ( — 1 , —1/2} e positivo para os restantes. 

Pelas mesmas razões, o trinómio x2—5x^6, 
cujas raízes são x = 2 , 3 , negativo para os valores 
de x do intervalo (2 ,3) e positivo para os outros. 

Reconhece-se imediatamente que o sistema a) e, 
portanto-, a desigualdade proposta são satisfeitos 
para todos os valores de x satisfazendo a uma das 
três condições x < — 1 , — 1/2 < x < 2 , 3 < x , 
e que o sistema b) é incompatível. 

1 
a 2>' 

-1,0003, e = cos 118a 32'. R : Note-se que 

x = - • </ b ' y , ou substituindo valores 

8 ) 4 — Calcular x = a . / b . . / — onde a — 

VL _ _ 
Vi.oooa^t^feuisçaÈji 

l o g r -

_ t/1,0003. V c o s g 61° 28' 
2io/j gjüTO 

1/aXog 1,0003 = 1/2 . 0,00013 = 0,00007 
+ 2/3 log cos 61° 28 '= 2/3.1,67913 = 1,TS60Í> 
+ 10/3 colog 2 = 10/3. í ,6981)7 =2,99657 

logx = 2,78273 
x=0,060635 

815 - De unia pirâmide quadrangular regular 
conhece-se a razão X=í/A do lado da base e da 

altura. Exprimir em função de Ã o cociente da 
área de uma das faces pela área da secção plaua 
que passa pelo vértice e por uma das diagonais 

da base. R : Ã B = BC = CD = DÃ = 1, V P = h f 

PM —1/2i V M - l / h ^ F F / i , Ã C = l . / 2 , [ABV] = 

- L / 2 1 ^ h » + l V 4 , [ A C V ] = l / 2 H / 2 h f [ A C V ] = 

/h?-f- i-74 _ j\_ _ tf 
~ V 5E* 'V â + T ' 

816 —Resolver um triângulo isásceles oonhe-
ceado a base b e o perímetro p . Aplicação nu-
mérica ; 6=12,4 metros >> = 51,9 metros. 

— — p —b — -A U DA D — " A Tl R : Tem-se : AC - b , BA - BC , AP = 2 ' 
12, S _ ^ ^ 

= , C - A , B = 180® —2 A , cos A = - , „„ „ , 
p - b 39,6 

Aplicando logaritmos; l o g c o s Â = l o g l 2 , 3 - r 
+ colog 39,6 = 1,08991 + 2,10230 = 1,49221 donde 
£ = 7 1 " 5 4 ' 1 5 " . 1=19,8, Â = Ç = 7 1 ° 54' 15', 
S = $ 6 » U ' : 3 0 " . 

817 — Achar os pares de números que têm por 
m. d. c. 100 e m, m. c. 3.000. R : Sejam x e y os 
números pedidos, sabe-se que xy = 100x 3,000. Por 
outro lado, será x = p , 1 0 0 , y = q , 1 0 0 com p Í q 
primos entre si. Logo i p q = 3 0 , donde 
I p = 1 , 2 , 3 , 5 i x = 100, 200 , 300,500 
1 q = 3 0 , 15, 1 0 , 6 e j y=3.000,1 .500,1 .000, 700. 

Soluções dos n." 812 a S17 de A. Sá da Costa. 

C o n t é m pontos da prova de matemát i ca d o s exames de 
aptidão de a n o s l e c t i v o s a n t e r i o r e s o s s e g u i n t e s números 
da e G a z e t a de M a t e m á t i c a - : J . % 3, 4, 5, 6, 7 e 8. 

MATEMÁTICAS G E R A I S — Á L G E B R A S U P E R I O R — C O M P L E M E N T O S DE Á L G E B R A 

F. C. L. — Alguns pontos do 1.° exame de freqüência, 
Março de 1941 

818 —Calctite a derivada da função y definida 

pela equação cosec xy + .v2+ y2 = L arctg — • 
y 

R : A derivada pedida é dada pela equação 
y + 2 x + ( x + 2 y ) y ' 

2^/xy+x í +y i ! 
cosec \/xy + x--f y-. 

• cotg m w + y t " + + - Ü • 

819 — Determine m e n de modo que a equa-
ção 2.r9 - 13A» + i<j.v" + 31.v« - 107.** + 9 8 ^ + 6*3 -
— 36;v3-h mx-j « = 0 admita a raiz dupla zero e re-
solva-a. R : A equação admitirá a raiz zero dupla 

se m=n = 0, .-} decomposição do i.° membro da 
equação em jactores binomiais é a seguinte 

2 x- {x —I) (x—3)2 ( x + 2 ) (x-hl/2) [<x-j-l)-+l]. 

8 2 0 — Sabendo que c è raiz da equação 
0.1^ +(b — ac) x!'~bcxi~bx2—(a—bc) a- + « c = 0 de-
termine as outras raizes. R : As raízes são 
c , ± 1 , ( - b ± \/b'! -- 4a*) /2a . 

821 — Resolva geometricamente o problema: 
«São dados o número £fj = r ( cos a — i sen a) e u m 
número positivo p. Determinar um nümero z de 

modulo f tal cjue seja imaginário puro*. 

Discutir (possibilidade e número de soluções). 


