GAZETA DE MATEMATICA

Exercicio : Mostrar que o produto légico das implicacdes
a—»c, b6—» 7, & eguivalente & implicagdo tinica a 4 £ —» a3 4
+ e -+ cd -

8 — Nas suas modalidades mais freqiientes, o silogismo
ndo & mais do que uma aplicagdo da propriedade transitiva da
implicacdo logica. Seja, por exemplo, o raciocinio «Todos os
multiplos do 6 s3o pares; 12 & maltiplo de §, logo 12 & par»,
cujas premissas, postas sob a forma de implicacao logica, sdo
as seguintes :

2: Xée€— Xé&par;

4: Yeéigualal2 —» Y e 6,
e representemos por a,%,c,3, respectivamente, a hipétese
de «, a hipotese de B, a tese de = e a tese de [i. Atendendo
a observagio 1 do pardgrafo anterior, podemos substituir )
por X, em f, o que permite identificar = com 2, isto &, por
a(X)=2(X), e, portanto, escrever t — 2 —» ¢, donde t—>c.
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433 — Encontrar os trés lados dum triangulo rectingulo,
sabendo que o lado meédio & igual a semi-soma dos outros
dois e que o nimero que exprime a sua superficie € o mesmo
que exprime o seu perimetro. R: Se forem b o cateto médro,

C
- +h+e @
10, b=8, ¢ c=0.
J.C:

c o oulro e a a hipofenusa sevdi: 2b—aie;

al=b?4c? donde, resolvendo o sistema, a—

434 — Qual a razdo entre os quintos termos dos desen-
volvimentos dos binémios (1—a)" e (1+a)'? Se a ordem dos
termos correspondentes for par, qual serd a sua razdo?

‘'m ‘'m Ts
R: Tg= ( l)(—a}*; Tl,-—-( 4)3" donde T =1.

Se a ovdem

1, como ¢ gbvio,
JiiC.

corvespondente fasse par, entdo a rasdo seria

435 -— Na equagdo ‘! {12x ¢ 4—0 indicar, sem resolver,
qual a natureza das raizes; dizer os sinais, a sua soma e o seu
produto. R: Como A—b? —lac=144 - 144 =0 as rarses sdo rears
¢ iguais. Por ser a soma S —— 143, as raises sdo negalivas ¢
o seu produto é P—=49. Joi

436 — Calcule por logaritmos o volume dum paralelipi-
pedo de que se conhece a diagonal da base 20,45m e um an-
sulo adjacente 28030/ 4" e a altura 700m. R: Se o para-
lelipipedo for rectingulo a base é wm rectingulo de drea

20,352

A= 20,357, sen = cos xm? ~——+sen 2am? designando por » o
7,00 20,352

angulo de 28°30' V' | e o volume ¢ V = - sen Zamd

£}

logo log.V =log 7,50 = 2log 20,35 + log sen 57°0'8" - colog 2=
B 1LTD e por isso V=1302,5 m". il % o

cos (v
437 — Simplificar a expressio .

—Be—dy . L
gen ———— 't s e

A proposicao {—-:, que podemos representar por v , &, evi-
dentemente, a conclusdo do raciocinio, e resulta, como se
acaba de ver, da aplicagio sucessiva de [ e de 2 sodbre &:
f|6=23, a|d@=c, donde =z|[f|b=+y|b=:, Podemos entdo
escrever =| =+ e dizer, por analogia com o que fizemos para
as proposicies condicionais, que » fransforma 1 em - ; para
justificar esta convengao, basta notar que, escrita sob a forma
a12 & {», a proposicdo (i coincide afinal com a hipotese de 2,
desde que se ponha 12 no lugar de .\, e assim «12 & (» —>
—> «12 & parp, isto &, §—>+ (segundo z).

Consideremos agora um raciocinio cujas premissas sejam
do tipo: (e — 0)' (proposicao ), ¢ — b (proposigao z;) . Néste
caso a conclusio seri (a-—>c¢)', pois que, se a implicagao
a —>»c {0sse verdadeira, como se tem ¢ —> b (segundo z,) ter-
-se-ia 2 —> 6, 0 que, segundo 2, ¢ falso.

{Continua) JOSE SEBASTIAO E SILVA

ESCOLAS SUPERIORES

f 3= %
cos(.r— 2) cas(,\' | -5)
B dr—4x . 1 3 = -
sen - -E*‘-‘ -t -l:*t-gz—;— sen (2‘ T .-2,;;) + cos? x
— Sen .I.‘l
T “cos2x + costxy | cosSecwy.
J. C.

438 — Pelo método geométrico do problema inverso, da-
das duas rectas paralelas ./X e BY e um ponto fixo O com-
plano & distancia ¢ da mais proxima, determinar a posicdo
duma perpendicular comum CD as duas paralelas dadas tal

que do ponto se veja CD sob um angulo dado 2. Discutir as
solucdes possiveis. ; Qual o valor miximo gue pode ter = ?

(Vér solugio no proximo mimero).

439 — a) . Com os algarismos 0,1,2, ... /8 e 9 poder-se-a
escrever um numero na base 13?7 4) ¢ Qual o namero no sis-
tema decimal que corresponde a 371 na base 7?7 R: a) Nem
todos os numeros do sistemna da base 13 podem escrever-se com
os algarismos dados, pois devem adoptar-se simbolos novos
para representar no sistema da base 13 os miimeros 10,11 e 12
do sistema decimal. b) Na base T os unicos algarismos adopta-
dos na escrita dos niimeros sdo 0,1,2,3, 4,5 ¢ 6. O simbolo
AT1 mdo representa pois um wimero da base 7. Jic:

1. S.C. E. F. — 23 de Julho de 1940

440 — a) Defina namero primo e diga em que consiste a
decomposigao de um nimero em factores primos, que pro-
priedades e aplicagoes conhece. &) Sejam os dois ntumeros
A=p*.q" B=q*'.p", onde p e g sao nimeros primos e #
inteiro e positivo. Quantos divisores comuns tém 4 e 5 e
quais? R: Se n=>2 o mimero de divisores ¢ 92 1,p,p?,q,q?%,
p.q,p%q,p.-q* e p*.q?; se n=1 o mimero de divisores é 4 ;
1,p.qep.q.

441 — Diga o que & um sistema de equagoes; defina solu-

gdo. Resolva o seguinte problema: determinar g, ¢, » de
modo que a fungdo y=x3+pa?4gx+4r tome para x=0,1,2
os valores 5,7,1Y, respectivamente.
L= p—1
R: P+ g+r=b( q=2
| ip+2q+r=11 r=58.




GAZETA DE MATEMATICA

wn

442 — Determinar todos os sistemas de trés numeros tais
que: o produto dos dois primeiros seja igual ao terceiro, o
produto do primeiro pelo terceiro seja quatro vezes o segundo
e o produto do segundo pelo terceiro seja nove vezes o pri-

]xy—dz { xy =7 [(x=0 [x=2 [x= 2

meiro. R: { xze=4y on {y(x2—4)=0 {y=0 (y=3 {y=—3
)yz Y% X (y:—1=0 z =) z2=0G:{ z==—6

x=—2 (x=-2

y= 3 {y=-38

z=—6 (z= 0.

443 — Dado um triangulo equilatero de lado / determinar
a que distincia a contar de um vértice se deve tirar uma
paralela 4 base oposta de modo que as duas figuras obtidas

V6

tenham a mesma drea. R: x=—"1.

443 - De um trapézio reclangu]o conhecem-se as bases
6 e B e sabe-se que dos dois angulos internos ndo rectos um
é duplo do outro. Calcular o volume do sélido gerado pela
revolugio do trapézio em torne da sua base maior.
R: V==(B-b)*(B+42b).

445 — Sabendo que » & um angulo do 3.° quadrante tal

2 senx ~cotgt

que cosx¥ =~ caleular o valor numérico de 4 - secxilgx
2 2 o
R: cosx - ‘;. senx-_..‘%ﬁ_. th=$, secx__._':‘:’_,
25 o a+3Vh 1 V5
cotg x — - —; = R ——— "
I. 8. C. E. F. — Exercicios de revisao

446 — Torne calculavel por logaritmos a expressao

™
l{senatcosa. R: 1 {senafcosa=1+sena+ sen(;-——a)
- + ( J ‘17"-
cos— cos|a — — =
1 4)

=149 rd — & —\'2
=1+ 2sen ;oS (a 4)

_9/92 & ’1:-“ ?.\
=22 cosgcos(l 2‘).

447 — Determine o lugar geométrico dos pontos médios
das cordas duma circunferéncia I' que passam por um ponto P
interior a 1. R: O lugar geomityico é a civcunferéncia de
diametro PC (C centro de V) a qual se redus ao centrvo C se P
coineidir com éste.

448 — Trés esferas 1, I e I''' de centros O, O' e 0" sdo
tangentes exteriormente 2 a 2, Seja = um plano tangente as
trés esferas e sejam 4, ' e A" os pontos de tangéncia. ; A
que condi¢do devem satisfazer os raios das 3 esferas para
que o diedro A' 404" seja recto? R: Por ', V"' & T serem tan-
gentes ao plano =, o rectilineo do diedro A'AOA ¢ o dngulo
AIAA, Este serd recto se AA7 — AA" + AAT", Tem-se
AA” —(r o'y —(r—r') =drc’, AAT —(r4r") —(r
e KTA™ (e ') —(r —x - ar' e
se r'r'!'=rr! et

As solucies dos exercicios 440 a 448 foram-nos cedidas pelo assis-
tente Dr. Audusto Sd da Costa.

1.S.T.—Ponto modélo (Diario do Govérno—2.2 sér, —14-6-1940)

449 — Duas cidades, .1 e B, estao ligadas por uma estrada
com 50 quiléometros de comprimento, No mesmo instante par-
tem de .1 para B dois automoveis cujas velocidades estao
entre si como 1:2 e de B para ./ outroautomovel com a velo-

-r'! )2 =drc"
. Logo, o diedro serd recto

cidade de G0 quilometros a hora. Este iltimo cruza com os
outros dois e entre os dois cruzamentos ha um intervalo de
oito minutos e meio. Admitindo que os movimentos sdo uni-
formes, ¢ quais sdo as velocidades dos dois primeiros automaé-
veis? R: Sejam x ¢ y os numeros que exprimem as velocida-
des dos dois primeirvos aufomiveis em quildmetros por minuto.
Represente-se por t o intervalo de tempo, em minutos, decorrido
desde o instante da partida até ao instante do primeivo encon-
tro ¢ note-se que \ representa ainda o nimero de quilometros
que até éste ultimo instante o terceiro automguvel percorre. Tem-se,
y=2x, t=>50—2xt ¢ t4-85=50—x(t1875), donde, eli-
minando t entye as duas ultimas equagies: 17x?—24,5x-1-8,56 =0,
I duas solugies para o problema, a sabey :

73 146 _ 99 99

B NTw 370 BENE e

450 — Resolver graficamente a equacdo /2 x*-fx—2-=—0.

X =

451 — Dadas as equagdes

o —at

'75“;’% &, cosp— t”ﬁ u=— 28

deduzir a relagdo entre a e 6. R: Eliminando o ¢ § oblém-se

Sfracilinente a relagido pedida: 128b% — 256b5 -1~ 160b% — 32b% —

—altd= H.R.
452 — Numa circunferéncia de raio R inscreve-se um

triangulo isésceles cuja base € igual a metade da altura. Cal-

cular a area do tridngulo e o comprimento dos trés arcos em

que a circunferéncia fica dividida. R: Se se representar por x

a distincia do centro da circunferéncia a base do triangulo

deverd ser, como facilmente se verifica, 17x? -}- "Rx —15R2 =0

15 1 15
donde x =1—j R. A dreaé pois —[ (— R+R ) R 3 R) J
menor €

17
(-’F’ \ 2 256

sen?s —

J R*=—R2, O comprimentc do arco

289
15 ><16
172
radianos. Os comprimentos dos outros dois arcos sdo iguais a
metade da diferenca entre 2zR e o arco anteriormente deter-
minado, H.R.

R arc sen exprimindo-se éste arco (do 1.7 quadrante), em

453 — Sao dados dois segmertos de recta de comprimen-
tos a e 2a, tendo uma extremidade comum onde formam um
angulo de 1207, Tragada a bissectriz déste angulo, determinar
a distancia a que ela passa do ponto eqiiidistante dos extre-
mos dos segmentos. R: O ponto eqiiidistante dos extremos dos
segmentos é o cenlro da circunferéncia de raio R circunscrita
ao triangulo de que os segmentos sdo dois lados. O terceivo
lado diste triangulo é o lado do triangulo equildtero inscrito

naquela civcunferéncia e é, pois RV5. Daqui resulta que ¢
R = \/ 52“';:2'_‘. Ovra a distancia pedida, x, é um cateto do

triiingulo rectingulo cujo wvértice opisto é o terceivo vértice
daquéle triangulo equilitero inscrito e de angulo neste iiltimo

5aZ |- 2
vértice igual a 10°, Portanto, x — “ Sa‘jg sen 109,
£ H.R.

454 — Calcular o volume, a area e o diedro do octaedro

5
regular de aresta a. R: O wolume do octaedro ¢ _‘!{;Z al, a

drea é 2a*\/3 ¢ o diedro é 2arctgy/2 com 0 < arctgy/2 < =.
H.R.
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F. C. C. —Exame de freqgiiéncia, 1940

455 — Se lim ‘}1‘:'_*” x,>=0; caleular

=08 by

-4 e lim"yx,=4,
=

1 =t S —
lim—"y(n+1)(n+2)-- 2.
n=ac M

456 — Dados os numeros reais a;,a., -, tais que
sejam positivas as diferencas @, —a;, @y—ay, -+, @y, Gay
mostrar que a equacdo [f(y¥)=(r—a)(x—a) (v—as_ )+t
+& (x—ay) - (xv—a,)=0, onde é b>1), tem todas as raizes
reais e desiguais,

457 — Calcular pelo binomio de Newton com 3 casas
decimais exactas o valor de “\/31.

458 — Se as raizes da equagdo f(x) -0} sdo todas reais e

diferentes de zero, mostrar que 3 coeficientes consecutivos
quaisquer verificam sempre a condicdo a’,— @, . a,, >U.

F. C. L.— I.° exame de fregiiéncia, Fev. 1940
459 — Reduza a forma a -+ bi

9 1 Va
= 120°—isen 1200) < ——— - R: ~— (14i).
( -cos fsen )= Vari 2 (141)

3 (cos 220° — 7 sen 225°) >«

460 — Determine os maximos e minimos da fungdo
Sx?—al

.y-_(a'! .1',._1;3 )3

R: max.(2a?)~* para x—=-+a, min.—a"' para x=10,
461 — Determine a derivada em ordem a x da funcao ¥
definida pela equacao arc sen Vs Vav—logsee 'Vl yi=0,
462 — Reduza a forma a + &7 um dos valores de (5 57 ) —
(Va—i)2. R: —196- 12 on 200—8i.

SR e

1
463 — Determine L..liml 1-‘-?
s -

464 — Determine, aplicando a formula de Leibnitz, a deri-
vada de 1,* ordem da funcdo v -senx.log|/x2 1,
465 — Resolva pelo método das raizes primitivas a equa-

R 403 - R Y

L1|‘_il4_b__j' _"'s)"lf.'-_)‘ ] T.

cao x¥¢-1=1), R:
466 — Calciile os 5 primeiros termos ndo nulos do desen-
volvimento da fungdo v--ecosx pela formula de Mac Laurin,
x? x!
R: y=e- e - B ey
2 G

467 — Uetermine a derivada em or(lt'm a4 v da funcdao v

468 — Resolva, peln método &rlgonomctnco, a equagao
B+106 -0 R : ~14i, +2¢332i

te v+ 1 .
469 — Determine L—Iiml i";‘;_-l— SR

470 — Determine, aplicando a formula de Leibnity, « deri-

vada de 3,4 ordem da fungio y. 5%\ - v,

471 — R

solva a equacao x* GHGT -0, R: 3, -4,

pv2 d 4
[} '_.-_.“l.

1

SUPERIOR
472 — Determine os maximos e minimos da funcdo
3v3 5
y—=senx(l+cosa). R: max, L; para X — + b,

Ve

or
min, — para x - & T 2k=.
473 — Determine a derivada parcial em ordem a y da

v?.aresen log (x— yv)

fungio s - & ;
g cosecyy—x
cos 45° —7sen 15¢
— Reduza - ———————— — [F=J)i & form
g ity 3( - cos 1500+ fsen 150°) Ll 8
6-v3-2 + VT 1
opbi, ke VEYI-U, Vb LyT-183

475 — Calcule os 3 primeiros termos nao nulos do desen-
volvimento da funcdo v=¢'.secwx pela formula de Mac Laurin
R:y=14x4x2+

476—Determinc a derivada de 1.2 ordem da funcido

Va'

y=(x+ 1) .logarc cos ‘-/——_—_
v — X

Os exercicios 459 a 476 e solucdes respectivas foram-nos cedidos
pelo assistente Dr. ). Pais Morais,

F. C. L. — Alguns exercicios do curso

1-cos.x
1+ cos
1—cosx
"2 yepresenta o valor
1+cosx
aritmético do radical, A derivagdo condus a expressao
g 1 sedx 1+ecosx 1 senx y 5k

2 14cosx 1 -cosx ‘_’::,enxi 2

477 — Derive a fungdo v-—arctg \/ e explique

o resultado. R: Supde-se que

,:u-ﬁ—‘l para r<x<(Bk+1)= (1)
= -1 para (2k+1)r<x<(@k+2)=. (2)

Justificacdo do resultado simples obtido:

!:cosx —:tg x ¥
1 -cosx 2

Sabe-se que

Temos pois v —arctg ( tg ;_)

x x 1
No caso (1), v -arctgtg X o +nw oyl 2
<% X 1
No caso (2), _)'—-arclg[ lg:’-)—‘(k-r V)&~ i ===

478 — Sabe-se que a funcdo f(x) da variavel real o,
definida, continua e admitindo derivada no intervalo, (0, =0)
satisfaz peste intervalo a condigdo (1) f(xy)—= f(x)f(¥).
Prove que (2) »f'(y) flx)=xf'(x)f(y). Deduza de (2) a
expressao mais geral das funcdes satisfazendo a (1). R: Como
X ¢ v sdo dois valores quaisquer do inteyvalo, podemos conside-
rar em (1) x e y como varidvers independentes uma da outra.
Derivando ambos os membros de (1) em ordem a x ¢ em ordem
a y ohtemos respectivamente v c[l_!f([;%_? f'ix)Eiy), xqg{(:j:

Por conseguinte,

S (y) fix) donde xf'(x)I(v) vl (y)f(x).
' (x) f'{x)

7 y ;- . — s o . = s} =

no intervalo citado, o fx) Y fy) const, = k. Podemos es
Fix) k kxv-t (x')' L

L R Tl e Esta ignaldade mostra-ios

que as fungoes ((x) e X' téim aerivadas logaritmicas iguais
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no intevvalo considerado. O sen cociente é pois constante: Com efeito, pode tomar-se para determinante principal
fix : 1
;{T} =C f(x)=Cx". Mas, atendendo a (1), deve ter-se C(xy) = = 3
—=Cx" Cy* on C(xy)'=C2(xy)" donde C=1, A fungio f(x) ¢ 1 s i 6 para sistema de equagoes principais
pois da forma f(x)=x". 2 ;

479 — Sabe-se que a fungdo f(x), definida, continua e 1 A 3
admitindo derivada no intervalo ( —=o,+ o), satisfaz neste inter- h L (y+z)=0 | 2x— yz=0 ¥
valoa condigdo (1) f(x+y)=f(a) f(»). Prove que (2) f(»)f' (x) = i 1 o ' ey '-‘"—z-—tl donde l ey i
= f(x) f'(¥) Deduza de (2) a expressdo mais geral das fun- ’ y— 5 (x+2)=0 o -1 —1
coes satisfazendo a (1) . R: Derivando ambos os membros de - ) | % —1

v z X=3a:
1 » ; b : di(x+y) > / o e v
(1) em ordem a x ¢ a v obtemos respectivamente Ti= w—yf 3 =1 9 2 _1 o y=3z,
\ df (x +y) \ - . L, | i3 a z—35

__fr - — L = (] ¥ 9 (] 3 i . ) . i . L3

(x)£(y). d(x+y) ECr)Sihe). Honde. - (8) LX) equagoes paramétricas da recla, eixo do feixe a que pertencem

. f'lixy f'(y
=1 (y)fix). (3) fix) = f(!_';v—)) k. Note-

mos que @ fungdo [(X) é positiva, pois que, faszendo em (1)

Xy = :;— obtemos i[zj—-l f(;,) ' A fungdo logf(x) € pois

Por conseguinte

-

definida no intervalo (—co,+ca), Como (3) pode escrever-se

dd§ log f(x)=k concluimos que logf(x)=kx+logC onde logC
representa uma constante arbitraria (C>0). Portanto f(x)=
—Ce'" . A4 condigio (1) mostra-nos que C=1. Logo f(x)=e'".

480 — Sabe-se que a funcdo f(x), definida, continua e
admitindo derivada no intervalo (0, 4-oc), satisfaz neste inter-
valoacondicao (1) f(xv)=f(x)+f(¥). Prove que (2) xf'(x)—=
= ¥f'(»). Deduza de (2) a expressao mais geral das fungoes
satisfazendo a (1). R: f(x)=k log x. Processo de resolugio and-
dogo.

0Os exercicios 477 a 40 e respectivas solugdes foram-nos cedidos
pelo assistente Dr, Vergilio S, Barroso.

1.8.C.E.F. —1.° exame de freqiiéncia, 19 de Fev. de 1940

481 — Resolver a equagio (s? s i‘;) (53 = '_‘/3) =3f,
st/ \ s

24z

=1

R: A equagdo pode escrever-se: z4— 7 =21 ou z* -2iz'{2-0

donde z\—i+y3i=(1+V3)i. As 8 raises da equagdo sdo, pois, vs
4 valores de V(! +V3)i e os ¢ valores de V= V3)i, que
Sfacilmente se determinam. M. Z,
x+a(y+s3)=0
482 — Estudar e discutir o sistema i_v ta(x+45)=0

sta(x+y)=0.
R: O determinante dos coeficientes ¢

afa)=11 & ai —2ad - Ja?+l—fa—1)2(2a+1)
ia i &)
a a 1 l

e tem-se s(a) =0 para a +1, O sistema é entdo deler-

minado (¢ admile 56 a solugdo x — y-—-z ) para qualquer valor

1
' erepresenta 3 planos distinios pas-

de a diferente de 1 on -

sando pela origem.

0 caso a=1 condusz a wma indeterminagio de gran 2.
Com efeito, neste caso as 3 equagies ndo sdo distintas, ¢, conse-
qiientemente os 3 planos sdo coincidentes.

1
, condus a wma indeterminagdo de gran 1.

-

) caso a

os 7 planos, M.Z.

483 — Determine um polinomio de grau nao superior a 4
que represente aproximadamente a fungdo y —=sen x no inter-
valo (—=, +=).

1. 8. C. E. F.—1.° exame de freqiiéncia, 21 de Fev. de 1940
wx+fyiys=0

Br iy v4es5=0 onde z,3,vy
| v tay4ps=0

sdo as raizes cubicas da unidade. R: Designando por «, e~
as raises ciibicas da unidade, tem-se: o3 = =-3=1, afy=1,
22 =iy, B==yx ¢ y?=af (basta notar que as 3 raises tém modulo 1
e argumentas 91200, ¢ 21409), Em vista disto sdo nulos o deter-
minante de 3.0 ordem ¢ todos os de 2.9 ordem que podem for-
mar-se a partir da matric dos coeficientes. O sistema é pois
Inudeterminado e admite =t solugies :

484 — Estudar o sistema

s i ¥ * = i
X==—o gt i A e f Y (3
L ey pY & ¥ M2
485 — Uma funcdo de expressao analitica desconhecida
toma para x¥—-=—2, —1, 0, 1, 2, respectivamente os valores

15, -2, —3, -2, 15, Calcular os valores aproximados de x
para os quais a fungdo toma o valor 4,
I. S. T. — Alguns exercicios do 1. exame de fregiién-
cia, 1940 :
486 — Calcular @ e & de modo que 1 -7 seja raiz da equa-
gao Vtax’ +b=0. R: Devera ser (1 -i)+a(l—-i)+b=0.

/ T n
Atendendo aque 1 —i—\/ 2 (cos ';-T+ isen :)- tem-se (1—1)7=
? 1= TP PR
——2'3(cos——+iscn—) ~8+ 8 e (1-i)"=2"%(cos— +
= 1,4 1
63
~isen -’4—) = 16+ 16i e portanto —16+8Ba+hb+(16+8a)i=0
G4 S By
donde ; ' e ¢ a=—2, b=ij2,
16 +8a  =10) M. Z.

487 — Calcular # de modo que (V3 —i)" seja real e
positivo. V5 -i—2(cos 300 Ljsen 3300)
(V3 —i)" 2 (cosn 3300 - isen n 3300) ¢ os valores de n que cor-
respondem a valores reais ¢ positivos sdo tais gue n 3300 -k 3600

ka6 k12 .
o n=—; — —— v e porfanto lera de ser n—=12
Ad30e 11 M. Z.

488 — Mostrar que, sendo 5 nm complexo qualquer, toda

R: Como tem-se

atbr
a frac¢do o di S¢ pode escrever sob a forma -5z por

uma unica maneira.
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489 — Mostrar que v=(c,+¢; &) oS nx + (6146 ¥) sen nx
é solucdo da equagao ¥V 422 3" 4ul y=0,

490 —Calcular o verdadeiro valor de
 tgMmia)-tg(a—x) _
arctg (@+x)—arctg (a—x) para x=0,

- s

491 — Calcular o verdadeiro valor de A ma—;

para x=0.
492 — Achar os maximos e minimos da fungio
! (VI
f(x)= O .

493 — Achar os mdximos e minimos da funcao
™
flx) =tgx .tg(; = x)-

404 — .1B & um segmento rectilinio vertical; .{C ou-
tro segmento rectilineo horizontal (dirigido para leste);
BD um terceiro segmento rectilineo horizontal (dirigido para
o norte). Marquem-se distancias iguais CP e B0 ao longo de
CA e BD respectivamente, Determinar o minimo compri-
mento de PQ.

CALCULO IN

F. C. L.—[.° exame de fregiiéncia, 1940

497 — Determine o intervalo de convergéncia da série
2x? 22 43 23 xd 2 x5
oy g e T = R
extremos désse intervalo.

498 — Definidas as fungbes # e v de x» pelo sistema
d?u
tv—e"=0, u'—log ¥=0 calcule 775 -

- e o caracter da série nos

g A dy  d* dy\* e
499 -- Dada a equacao xa-%+ dx{+ ((7:_) — () substitua

a fungdo y de x pela funcdo » de ¢ sabendo que x=logu
e y=logt.
500 — Depermine o caracter do produto infinito cujos
1243 2! 49 3t 4 2
termos sao M=y3 1' t=ga gt ¥=F 1" """
501 — Dada a fungao u de x e y definida por u—v*+

2

¥ u
+w?!—vw em que v=¢' e w=¢", calcule Toie

2 a.: - b.s
X= b__Vz X b}’
substitua as variaveis independentes v e v pela variavel, ¢
relacionadas com estas pela expressio a?  y?—e¥.

Vs bz

502 — Dada a equagdo ? b%;'f X e =1

503 — Desenvolva em fracgdo continua a raiz positiva da
equacao 2a? - fxr—1 -0 e calcule, com um érro inferior 2 uma
décima milésima, o valor dessa raiz.

504 — Definidas as fungoes # e v de v e v pelo sis-
‘u

O | — Dy =l —— 4
tema ' +x*--0, log ne -2y =0 calcule dy

B i 3_1"' z dy dlv
505 — Dadaaequacao (1 x-)’( A | -2 (1 M)t gat
l:l"] +1 -0 substitua a variavel independente x pela

variavel ¢ relacionada com ela pela expressdo v -sen /.

495 — Desenhe-se uma semi-circunferéncia de centro O
e diametro base 5. Por .l e O tirem-se duas paralelas .{P
e OO0 encontrando a circunferéncia respectivamente em P
e O. Determinar a direcgdo dessas paralelas de modo que a
area .JFPQO.1 seja maxima.

496 — Considere-se num plano vertical uma semi-circun-
feréncia tendo por base o diametro horizontal .I1E . Seja P

uma corda paralela a .15. Sobre PO como diametro base,
considere-se outra semi-circunferéncia. Determinar a posicio

de PQ, para a qual o ponto mais alto da segunda cireunfe-
réncia esta a uma distincia maxima de 4B. R: Seja M o
ponto mais alto, AB=2R, O ¢ O' os pontos médios de AB
¢ PQ, centros das duas circunferéncias, ¢ » o dngulo BOQ,
A distincia que se pretende maxima ¢ OM e fem-se OM=00" +
+OM-00'}-0'Q=R (sen o.+cos =) . Basta pois procurar » de

modo que seja mixima a fungdo sen »+cos z— | 2cos ( 4 7,)

F: ™
on seja . — -
& M.Z.

FINITESIMAL

1. S. C. E. F.—1." exame de freqiiéncia, 16 de Fev. de 1940

506 — Determinar a relacao que liga 4, B e C de modo que

Ax?+Bx+C
aprimitiva de e ol 5 sejaalgébrica. R: Supondo A,BeC

SE(x—3
il "Ax?+Bx +C

satisfasendo a relagdo procurada ter-se-d / (x—2)t (x—3)2 4%=
ax+b s Ax*+Bx+4C
“E—2)(x-3) " const,, ¢ derivando. (x—2)3(x—38p¢

_ a(x*—5x+6)—(ax+b) (2x—5)

p —(X—E)'-’ (x-3)2 donde

Ax*+Bx+C=—ax?—

— 2bx +6a +5b. Identificando tem-se: A= -a, B=—2b,
5
C - Ga + 5b, donde por eliminagdode a ¢ b: C = - HA , B
on 12A +5B+4-2C=0,
M. Z.

& o
507 — O integral improprio [ ~'sen(an! 2v)dy sera
convergente ?

508 — A funcao Fl[:-.}-‘,"'log (32 + I2)dy tera maximos e
u
R: A fungdo integranda f(x,z)=log(3x+ lz)

of |

admite devivada em ordem a 2| 3= oy £0 ntinua na regiio

minimos ?

v, 3
definida por V= x =, 2 =0, Tem-se entdo F'(2) - ’ ST I 0v=

i ar + 12 — e . An+4da
3 3 log - A A egquagdo F'(s1 -0 equinale a 1
que ndo tem solugdo finita. A fungdo U (2) ndo admite pois
WA XTINoS Rent MInimos, M.Z.

1.S.C.E.F.—1.° exame de fregiiéncia, 23 de Fev. de 1940

509 — Calcular ['cos.w,cos2y.cosdv.dy. R: Notando que

1 1
£OS X. €05 2X.cos 3X —  (cosix + cosX) cos dx . {1 +coslix ¢




GAZETA DE MATEMATICA

k3

. o 1
—-cos4x+cos2x), fem-se [cosx.cos2x,cos3x.dx = l_ X+
(1]

2 1 = LA
- sen 6x + —sen dx+ — sen 2x s
6 1 2 i} 1 M. Z.
!
R Lo ot A
510 —Integrar porscr:esj*—.- R: Tem-se (1—-x") *=
(1—x3)*
]
: 1.3.5.:+.(2n—-1) _ s
=14 rl xh+ 3291 st N S XMk v, SErig

uniformemente convergente para |x|<1. E legitimo usar o
método de integragdo por séries visto tratar-se do intervalo
1

(\ _1.“ . 1 _% = ! i 1.3 T
(rg)'cvem. I{ x') *dx= x+é—_{x+_JT2' x7
§ 5 A . .21,

1.3.5 -(2n—1) ji P | 1 1.3
- S — [ S
o TR R i l ORI TR
1.3.5.:.(2n—1)
R s
s 3 ! M. Z.

511 — Estudar a funcao F (-1'):.,".1 log(zx)dx.

I. S. T. — I.° exame de fregiiéncia, 1940
' xd_fa?idatl
Vati—3x3—3x2+Tx+6

512 — Calcular o integral I

513 — Averiguar a convergéncia ou divergéncia do integral
(—I- y e—l' . 1_ 5 (i:,‘:
’ e 1—3-) F"

514 — Sendo #,

5 . 2nt x
T (T+n2a?)]log(n+

i) para qualquer valor

o0
inteiro de #, e w»,—=wu,—wu,,, averiguar se a série Ev,,
=1

€ integravel térmo a térmo no intervalo (0, x).

2Lt
515 — Calcular o integral f R L i— (2 inteiro).
(1—ar) @wr—1)
. T hid:
516 — Calcular o integral /.rﬁ-_*;ﬁ ¢

517 — Averiguar a convergéncia ou divergéncia do integral
a0

’- dx

+? (sen x)'/s

518 — Sendo #,=nxe¢™"*, para qualquer valor inteiro de

o0

n, e v,—u,—u,, verificar que a série 2 #, ndo é integravel
=1

térmo a térmo, no intervalo (0, x) .

519 — Calcular o integral [ x*arcsen % dx, sendo 7 e &

constantes.

MECANICA RACIONAL

. F. C. L.— Exame final, Junho de 1939

520 — Uma circunferéncia rola sem escorregar sobre uma
recta OX . Determinar as trajectorias fixa e mével e a veloci-
*dade do centro instantineo de rotagio, sabendo-se que a velo-
cidade de rotacao de circunferéncia € w e o seu raio € r.
R : Trajectoria polar fixa: recta OX ; trajectoria polar mouvel :
circunferéncia dada ; velocidade do centro instantaneo : v—=wr.
521 — Determinar o momento de inércia e o raio de gira-
cio de um triangulo isésceles rectingulo em relacdo a sua
hipotenusa. Sabe-se que o comprimento desta é 2a.

Ma? a 2
Ril=——. K=—=(M=wmassa do triangulo).
6 V6
Os exercicios #&g e @65 e solugdes respéctivas foram-nos cedidos pelo
Dir. Jorge César Oom.

I. S. T.— L.° exame de fregiiéncia, 1940

522 — Determinar as geodésicas da superficie s=x24y,

523 - Escrever o desenvolvimento formal da segunda
- . r b
derivada covariante X, .

524 — Determinar o vector V,, as direcgdes unidas e os
3J-2K I+3K J-21
i jantes da ho fi = .
invariantes da homografia = ( 7 7 X )

) P (x)=x

525 — Transformar o sistema de func¢oes {7, (x)=2a?
{ %3 (x)=32x+2

num sistema ortonormal equivalente,

CALCULO DAS PROBABILIDADES

F. C. L. — I.” exame de fregiiéncia, 2 de Fev. de 1940

o

526 — Uma urna tem a seguinte composicao: 3 esferas
braneas, 2 esferas pretas, 5 esferas vermelhas. Fazem-se
5 extracgdes, com reposicdo da esfera saida. Calcule as pro-
babilidades de: &) sairem 2 esferas brancas e 2 esferas ver-
melhas; 4#) o numero de esferas saidas ser quando muito 3.

51 73\ 1 f1\? ) )
R: a) P-=2!—91(1{-])-5-(\2-)- 0,135. &) P=0,8125.
M. Z.

527 — Determine # de modo que a variavel x,=i a que

N /

ki
se associa a probabilidade }5,=I—_r—£‘ possa ser considerada

como variivel casual de ordem 4 (=1, 2, 3, 1). Determinado 4,
calcule o valor meédio, o valor quadritico médio e o des-

1
vio quadraitico médio desta variavel. R: k= =i M (x)==3,
= VM@~V u-1.
F. C. L. — I.° exame de frequéncia, 9 de Fev. de 1940

528 — Tiram-se 6 cartas dum baralho de 52, Determine a
probabilidade de saida de 2 damas e 1 4s (ndo interessa o
naipe).

M. Z.

529 — 4 urnas tém as seguintes composicoes: U3 esf.
br. e 2 esf. pr.), Us(1 esf. br. e 4 esf. pr.), U/5(3 esf. br. e 3 esf.
pr.) e U;(5 esf. br. e 3 esf. pr.). Tira-se uma esfera de cada
urna. Calcule as probabilidades seguintes: @) sairem pelo
menos 2 esferas brancas; &) o numero de esferas saidas nao
exceder 3,
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COMPLEMENTOS DE ALGEBRA
F. C. C. — Exame final, 1939

530 — Achar a funcdo pertencente a R que permuta cir-
cularmente as raizes de f(s)—=(s"—2) (5" —H).

531 — Estudar a equacio reciproca irredutivel de grau In
com (5, por grupo de Galois.

532 — Achar a funcido Z-;(5) que permuta circular-
mente as raizes'da equacdo R k0 TN

oL L LR
- R T

533 — Achar a estrutura do grupo de Galois de =°
no dominio de racionalidade desta equagao.

F. C. C. — Exame de fregiiéncia, Maio de 1940

534 — Verificar que
L, w=(12)340), o <(13)(21) e w—=(14)(23)
constituem um grupoe (7,, e que os 5 grupos G, sdo todos
invariantes.

Vo=

535 — Achar todos os divisores de um grupo circular de
ordem 12 e indicar os respectivos periodos.

MECANICA

F.C. P. (1938)

541 — Sibre a cinemdtica relativista.

Consideremos um sistema material cuja configuracido no
referencial R (x,v,s,¢) € um plano =, animado de um movi-
mento de translacido de velocidade u. E suponhamos que o
referencial R(x,y,s,f) esta relacionado com o anterior R,
mediante as formulas de Lorentz

| x - ot ¢ o
5 (-‘\ E"./T“}?;"‘ Y=% F=F, : t/l—’ BE 8 ?}

E DE GEOMETRIA ANALITICA

536 — Mostrar que todo o grupo constituido por poténcias
de uma substituicdo & necessiriamente circular,
337 — Verificar que
5, =(123) (456) , 5,=(132) (436) , s,—(14) (25) (30),
55,5 = 153426), 5, =5, 5,—(162435)
formam com a identidade um grupo G, . Indicar se & fransitivo
e imprimitivo,
F. C. L. — Pontos de exame de 1940

538 — Designando » um numero inteiro e S uma substij-
tuicdo de n elementos de periodo 5 mostre que S” e S tém o
mesmo periodo se » e § sdo primos entre si.

530 — E dado um triangulo rectangulo .IBC (.T--90v),
Os vértices & e C deslocam-se sobre duas rectas perpendi-
culares. Determine o lugar geométrico de /.

540 -~ Mostre que o conjunto dos valores de "/ 1 forma
um grupo tomando para lei de composicdao o produto de com-
plexos.

CELESTE

Determinar a condigdo para que a configuragdo, do sis-
tema material neste referencial /X seja analogamente um plano
=, animado de uma translacdo u.

Nota. — Configuragdo de um sistema material S na
data t de um referencial R ¢ o lugar geométrico das posigdes
(simultineas), na data t, dos diferenies pontos materiaisde S |

Ex. sugerido pelo problema de E. Esclagon in La Notion
de Temps, pdg. 35 a 48.

B La G,

FISICA MATEMATICA

F. C. P. — |.° Exame de fregiiéncia, 10 de Fev. de 1940

542 — Sejam l(x), A(¥), A(s) as matrizes associudas "
(E. Cartan) aos vectores reais, ¥, ¥, s cujas coordenadas nor-
mais sdo (X, vz, ¥y (Vi Ve vs), (51,52, 3) -

Calcular os dois sistemas de matrizes
Ax) A () +A(v) A(x)
Ay A(s)+A(s)4d(v)
I A(s)A()+A (v)A(s)
Alxyd()y—A(xy) A(x)
A(vyA(s)—A(s)4d(»

l A(s)Ad(x)-A(x)A(=2)

Exprimir o sistema Il em fungdn das maltrizes associadas
a novos vectores,

A que condicdo geométrica devem satisfazer os vectores
X, V,5 para que as suas matrizes associadas sejam comuta-
veis entre si duas a duas? A condicio serda ainda a mesma
no caso de as matrizes anticomutarem ?

Que forma assumem os sistemas | e Il na hipotese de
v, »,s constituirem um terno orto-normado ?

Iissa forma sera funciao do sentido do terno x, v,s7? .

Seja ¢, um vector fundamental de 4 (x) e representemos

por e2 o vector A (y)e; ou A(g)e;. Supondo ainda que &, y, s
formam um terno orto-normado, e, e ¢; constituirdo uma base?

Fazer a representagdo das trés matrizes A (x), A (v),
1 (5) na base ¢, ¢ .

543 — Sejam a,,as - a, n vectores reais e independentes
de um espago métrico £, . E suponhamos que, aplicando-lhes
o processo de ortogonalizagio de Schmidt, se obtém os vecto-
res by, by, - b,. Que relagio de grandeza & que existe entre
as normas dos dois vectores quaisquer de um mesmo indice?

Identificando a,,as, .- a, com as linhas de uma matriz
real .1 e recorrendo ao produto A4’ demonstrar que
(det. A)2< ["l‘m,,a,m.

544 — Sejam B,,8;,--- B, p matrizes de 1.* ordem que
satisfazem as condicoes B?= -1, B, B, + B, B,—(). Demonstrar
que p nio pode exceder o nimero 5: p<i.

Indicacdo : Verificar que B, transforma todo o vector fun-
mental de B, (k5 j) em um vector que ¢ também fundamen-
tal (de B,). E aproveitar éste resultado para construir a base
de representacdo das matrizes B (7—=1,2,5, - p).

At Xy
(e

Al = 0

- faa




