32

222 — Verifique a seguinte igualdade :
(cos w+8en ) cos (v/d+x)={/2/2. cos 2.
R : Dividindo ambos os lermos por cos X+ senx vem:
cos (w/4+x)=/2[2 . (cos x—sen x), fgualdade evidente
atendendo a que cos ©[4 =gen =[4= V2/2.

223 — Determine, sem recorrer as tdbuas, os valores
de cotg (—390°) e de sec9=/4. R: cotg (—390°)=

—cotg 330°=—cotg 30°=—/3 ; sec In/d=sec n/4=|/2 .

224 — Considere um tridngulo ABC, rectingulo
em A e designe por a, b e ¢ os comprimentos dos
lados opostos aos dngulos 4, B e C. Exprima os
comprimentos m, m' e m'' das medianas do tridingulo

em fungiio dos lados. R: m —a/2, m'= /e + bY/d, -

m''=)/bT+c?d .

225 — Calcule, sem efectuar as operagdes, o resto
da divisdo por 4 do nimero 86><38144-74. Enuncie
as regras que usou.

Solugfio do n,** 219, 222 e 223 de M, Zaluar e do n.* 224 de
Maria Pilar Ribeiro.

I. 8. C. E. F. — 25 de Julho de 1940

226 —a) Defina sistema de logaritmos e enuncie
as propriedades fundamentais do edleulo logaritmico.
Dada a decomposi¢iio em mimeros primos dum nimero
n=pHpi2. .. phn exprima log n em fungdo de log p,,
logp,y,...logp,. &) Calcule por logaritmos
©=0,013/1,002/0,0002. R: x=0,0024973 .

227 — Diga em que consiste o desenvolvimento do
binémio de Newton; escreva o térmo geral e enuncie
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a lei de passagem dum térmo para o seguinte. Caleule
(@+1) + (@=1)"
Sl e Sl ;
(z+1)" — (x—1)"

228 — Sio dadas no mesmo plano duag cireunferén-
cias, uma de raio », outra de raio 3r; conhecendo o
comprimento ¢ da corda comum, calcular a distincia
dos centros. Discusso. R: Deverd ser d <21 para
que o problema seja possivel. Com d < 2r o problema
tem as duas solugdes (/3612 — 02 + /42 — d2)[2 e
(y/36rz—az— VI2ZZ®)/2. Com d=2r ki a solugiio

inica /36r7—a2/2 .

229 — Num rectingulo de lados L e ! tiram-se as
bissectrizes dos dngulos interiores. Verificar que os
pontos de encontro dessas bissectrizes definem um
quadrado ¢ determinar a drea désse quadrado. R:
A diagonal do quadrade ¢ igual a L —1 e portanto a
sua drea serd (L—1)%/2.

230 — Num triingulo rectingulo de Angulos agudos
B e C exprimir sen (B—C), cos (B—C), tg (B—C)
em fungdo dos catetos & e ¢. R: sen(B—C) =
= (b2 —¢?)/(b2 4+ c?), cos (B — C) = 2be/(b? + ¢?) ,
tg (B—C)=(b>—c?)/2be.

231 — Determinar os inteiros n tais que a soma
124224 ... 4+n? seja divisivel por 14+24 .- +n.

Nota : — Sabe-se que 1242+ ...+ n2=n (n+1)-
-(2rn +1)/6. R: O quociente de 12+ 22 4. ..+ n?, por
1+2+4-.-n € (2n+1)/3.

Deverd pois ser 2n4+1=3 (2p+1) (p inteiro) e por-
tanto os interros n a deferminar sdo os sucessores dos
midtiplos de 3 .

Solugdes dos n,% 228 a 231 de Maria Pilar Ribelro,

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

ALGEBRA SUPERIOR — MATEMATICAS GERAIS

F. C. L.—Araesea Suveerior—1.° exame de fre-
quéncia— 1938-39.
1

232 —a) Defina divisie de mimeros complexos e
indique, justificando-a, a representac¢io geométrica de
tal operac3o. &) Defina limite de uma varidvel e
enuncie as propriedades que dizem respeito & nogfio
de limite.
o teorema de Euler que lhes respeita. d) Indique em
que consiste o problema da transformagfio das equa-

¢) Defina fungdes homogéneas e enuncie

¢Bes algébricas e defina transformag8o homografica.
€¢) Defina equacfio reeiproca, enuncie as condigdes a
que devem satisfazer os coeficientes de uma tal equa-
¢do e indique como se procede ao abaixamento do
seu grau.

233 — Sabendo que as raizes da equagdo ¥+ 22—
—52—6=0, verificam as relagdes aj+ay=1 & aytag=—1,
determine os valores de a4, a3 e 23. R:
12_2 ) agﬂ v 3 .

“‘1-‘—1}
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234 — Calcule a derivada de primeira ordem da
fung¢lo y definida pela equacio

560 P tgx Yy =
e = — [cos (x— )] +31-,-z:2 0.

235 — Determine os mdximos e 0s minimos da fun-
¢io y=2tgw—tg’x. R: x==/4 +kr conduzindo ao
maximo y=1.

11

236 —a) Defina mimeros complexos conjugados e
enuncie as propriedades que lbes respeitam. &) Defina
fung¢fio continua num ponto no caso de uma sé varid-
vel independente e enuncie os teoremas que respeitam
a tais fungdes. ¢) Escreva as formulas de Taylor e
de Maclaurin para as func¢des inteiras de uma sé va-
ridvel independente. d) Indique a condigfo necessdria
e suficiente para a divisibilidade de um polinémio
inteiro em @ por x—a« e enuncie a regra de Ruffini.
¢) Indique em que consiste o problema da separagiio
das raizes de uma equagfo algébrica e enuncie os
teoremas de Rolle e de Descartes.

B T e
237—Calcule os valores de e=\/ # + (1427) -
R:|z|=8/5, argz=n (1/16 +2k) k=0,1,2,3.

238 — Aplique a férmula de Leibnitz 4 determina-
¢do da derivada de 4.* ordem da funglio y = a™*!.lx.

239 — Caleule lim @ (iz)2. R: lim x (1x)2=0.
=0 x=0

I. 8. C. E. F.—1.* cadeira—Exame de frequéncia

4 —2y—32=1
z4+3y+ 2=2
minar x e ¥ em fungfio de z. &) Determinar os valo-

240 — Dado o sistema { . a) Deter-

res de z de modo que scja%: =1 "R a) x=z—;j,

—z+1

= - b) zy=iy/8, zp=—iy/3, 2;=0.

241--Dadas duas fungdes y(x) e z (x) satisfazendo
as relagies y2+2=1, y2+22=1, y'"2+2"2=1 mos-
trar que yy'+22'=0, yy'+z2!'=—1, yy'' +2""'=0,
yVialVml, :

242 — Estudar e representar geométricamente a

fun¢do y = a:mz'

4

243 — Caleular asoma 1+4i4:24 -.- + " (discus-
sio conforme os valores de n). R: A soma € uma

Sungdo do resto da divisdo de n por 4 dada pela tabela
de correspondéncia 0—1, 1 -+1+i, 2—i, 30,

(2212
x? (z2+1)
nar k& de modo que a equacio se reduza i forma
a"—A=0 eresolvé-la, nessa hipétese. R: Para k=—2

vem xA+1/3—=0 eujas raizes sio x="y/—1/3. Para

244 — Dada a equagiio =], determi-

" k=1 vem x2=1[3 cujas raizes sio x=+1/}/3. Quando

k —1 o coeficiente de xi da equagiio dada tende para
zero, tendendo para + oo os médulos de 2 das suas raizes.

I. 8. T.— Maremiricas Gerars — 1.° exame de fre-
quéncia — 1938-39.
g
Had +10
log ch (tg =)
246 — Estudar a fun¢fo: y=(9x?—6x+1)/23. Re-
presentagio geométrica.

245 — Achar a derivada de: y:\/

247 — Sendo the=0,75, calcular 2 com 4 casas
decimais.

. x -

248 — Provar que a série Z n? (I—cos -,;) é di-

vergente para todos os valores de a diferentes de 0.
1

249 — Mostrar que todas’ as raizes da equagfio

'\ 3
(1 + u:) - i _§_+ Tirishs % sdo reais.

1—ix
T et s ST AR .
R: —— = "/cos =/3+1isenn/3 = cos 6+isen b
1—1X

(com 0==/9+2k=/3, k=0,1,2)
1—cosb—isend (i = ©
- =tg—=tg| —-+hk—
X eno—(l+cos0)i ©2 g(m 3)’
expressdo que s6 toma 3 valores reais, c¢. q. p.

Annd,

250 — Calcular o triingulo isdsceles de drea md-
xima que pode ser cortado numa folha semi-cireular,
supondo que a base é paralela ao diimetro do semi-
-eirculo, e o vértice estd no centro.

251 — Caleular dy/dx, sendo 107 +y=.seny/s*+y% +
+yr=0.

—1/z
ara
i

252—Calcular o verdadeiro valorde y=
z=30.
Outros exercicios

253 — De uma folha metdlica, com forma circular,
é suprimido um sector de modo que a parte restante

" da folha pode formar um recipiente cénico. Caleular
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o fingulo que deve ter essa parte restante para que o
recipiente tenha a capacidade mdxima. R: Represen-
te-s¢ por t o raio do circulo dado e por x o nimero de
radianos do angulo a caleular. Como o comprimento do
arco de eircunferéncia que permanece depois da supres-
sdo € rx, o raio da base do econe € rx[2=. E o problema
¢, agora, o da determinagdo do nimmero que dé para a

o xr 1 #»r2x?
Sungdo V (x) = P~
um minimo. Encontra-se que o angulo pedido ¢ \/8[3=
radianos.

e %‘! (volume do cone),

254 — i)etermina % de modo que 2+ verifique a
equagdo s3—iz2+5—i=0: R: 1=61/25+2i/25

255 — Resolver senz=0. R: Ha que resolver a
equagdo (e"—e ') [2i=0, ou e¥*=1 donde se tira
z=kmn, sendo k um nimero inteiro.

256 — Sendo ¥ uma fun¢io de x definida pela
equag.ﬁo 23 +yy3=1 : mostrar que é yll:_x—yg y.pax3.

257 — Dado um segmento rectilinio AB e uma
recta X'X, perpendicular ao segmento e passando
pelo ponto O do seu prolongamento, determinar o
ponto P de X'X do qual o segmento AB ¢ visto
sob o fngulo mdximo. Determinacio grifica de P.
(0OA=a; OB=b; a>1b). R: Seja OP=x ¢ ¢ ava-
ridvel representativa da medida do dngulo sob o qual o
segmento AB ¢ visto dum ponto qualquer de X'X.
Nota-se facilmente que tgeo=(a/x—b/x) :(1+ab/x?).
E o problema, € agora, o da determinagdo do valor que
' (a—b) x
ab+x2
Encontra-se que o ponto P de X'X deve ser tal que
OP ¢ a media geométrica de a e b.

dd wm maximo para a fungio o (x)=arctg

258 — Verificar a identidade tgx=cotg.s—2cotg2x
e utilisd-la no cdlculo da soma da série convergente
tg w4 +1/2tg (1/2<n[4) + - - +1/2" tg (1/2><x/4) +---

259 — Resolver a equagio (z4i)"— (z—17)"=0, mos-
trando que todas as raizes silo reais.

260 — Demonstrar que se a série 3a, & conver-
a,

1+a,

gente, também a série 2 é convergente,

261 — Averigue se hd polinémios inteiros em
que satisfagam a equa¢io ¥'' + (xz—1)y'—4y=0,
(Y =dylde; y'"=d?y/de?). R: Seja y=agx" +
+a x" 14 a,x"2 4 ayx" 3 4agx"4+-..+a,. Caleu-
lando ¥' e y'' e substituindo na equagdo diferencial
y''4+(x—1) y'—4y=0 wvem (n—4) agx"+(--a,-—4 ag)x 14+
+ (12 ag—3 a,—2 a;) x" 24 (6 a;—2a,—3ag) x" 3+ ... =0
donde n=4 —+ a;——4ay, a,=123ay, az3=—162a, e
ay=10aq e portanto y=aq (xi—4x3+12x—16x+410),

F. C. L. —2.° exame de frequéncia — 1938-39.
I

262 — a) Defina eleminante e resultante dum sis-
tema de equagdes algébricas. &) Defina coordenadas
cilindricas e deduza as expressdes que as relacionam
com as coordenadas dum sistema cartesiano ortogonal
no caso em que coincidem os elementos de referéncia
comuns aos dois sistemas. ¢) Indique quais os lugares
geométricos que, em geometria analitica no espaco,
sfo definidos por cada uma das equagdes 4dx—y=0;
20?4+ 2y?—y+x=0. d) Escreva na forma reduzida e
na forma normal a equagio duma recta no plano e
indique o significado geométrico das constantes que
entram nessas equagdes, no caso dos eixos cartesianos
serem obliquos. e) Defina poténcia dum ponto em re-
lagdo a uma circunferéncia e indique como procede a
sua determinagfio no caso das coordenadas cartesia-
nas ortogonais.

263 — Resolva a equagiio: 10x6—2725—120x4+
+12002 + 272 —10=0. R: x3=1, xp=—1, x3=5,
x‘=1,’5, X5= ——2._. Xg-*—‘-—ljg .

264 — Deduza a equacfio da circunferéneia com
centro no eixo dos YY e tangente A recta y—3x+5=0
no ponto P (2,1). R: 3 (x2+y?)—10y—5+0.

265 — Determine a distincia do ponto P ao plano =:
P ¢ o trago da recta x—2=y/—6=(2—2)/3 no plano
bissector do diedro X(ﬁ'Z; = ¢ um dos planos que
passam pelo eixo OZ e fazem um dngulo de 60° com
o eixo OY . R: Ha dois planos que passam por OZ e
determinam com o semi-eixo OY um dngulo de 60°. As
distancias de P a esses planos sio iguais a V3.

Outros exercicios

266 — Resolva, pelo método dos divisores, a equa-
¢io 205 —3xt—1423 + 3822 —Bx—15=0. R: x;=1,
Xz-—-—3, X3=-1f2, x;=¢2+i, x5=2—1.

267 — Deduza a equagio da circunferéncia que
passa pelo ponto I’ (0,1) e forma com a circunferéncia
224 y?—4x+9y+4+3=0 um sistema que tem por eixo
radical a recta x—2y—1=0. R: 3 (x?4+y?)+x+
+y—4=0.

268 — Deduza a equagio do plano que passa por ry
e ¢ paralelo a rp; ry passa por Py (1,—1, 2) e é per-
pendicular ao plano bissector do diedro XOZY ; s
passa por P,(2,—1,3) e P;(1,0,1). R: x4+y=0,.

269 — Determine os limites das raizes da equagio
225 — 324 +22—5x—8=0 usando os métodos de Bret
e Newton.
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270 — Deduza a equagio duma recta que passe
pelo centro da circunferéneia x?+4y2—3x+ 6y +7=0
e faca um Angulo de 45° com a tangente a esta cir-
cunferéncia no ponto P (2,—1). K: 10y —6x+39=0
e by +10x4-3=0.

271 — Determine a distincia entre as rectas r e
73: 7y passa por Py (1,—1, 2) e é paralela aos planos
25—by+2—3=0 e #—2y—324+1=0; », passa pelo
centro da esfera x?+y%+42?+4y—16=0 e pelo ponto
P (6,22 . R: d=17/}/390.

272 — Determine ) de forma que o sistema x—3y +
+2z+¢t=0, 20+y—2:—2t=0, —x+y+32+2(=0 e
@4y +2+41t=0 admita solu¢des nfio nulas. R: a=2/23.

273 — Deduza a equagdo da bissectriz do dngulo
formado pelas rectas ry e r»: r; passa pelo centro da
circunferéneia x?+y?—4x—6y—13=0 e pelo ponto
P (3,—2); r» ¢ a mediana relativa ao vértice A (2, 1)
do tridngulo cujos outros vértices sfio B (3,—2) e

C(~1,2). R: (GF/18)x+(14y/18)y—(137/13)=0.

274 — Deduza a equagio da esfera cujo centro ¢ o
ponto de encontro das rectas 7 e r, e que é cortada
pelo plano dos XZ segundo uma circunferéncia de

raio R=5
_[#=82—5 LA x=z—1T
ri:{y=2z+4 zs{?j-—»—{'}z-i.

R: x®+y24+22416x—4y+2z+40=0.

I. 8. C. E. F.—3.° exame de frequéncia— 20-6-1939

275 — Calcular trés termos do desenvolvimento,
1+ w2t

» 5 da f a w
em série de potlneias da funglo y cosh =

R: y=14x¥2+17x4/24+-.-.
276 — Dada a equagiio @3—4ax?+6x+1=0 deter-
mine )% de modo que uma das raizes seja igual ao

produto das outras duas. Resolva, nessa hipétese, a
equacgio. R: Ha dois valores de h: a=—9 a que cor-

1+iy/11 ,1—i|/il_1
2 2

e3,el=—4,

respondem as raizes
a que correspondem as raizes 1+i, 1—i e 2.

277 — K dada em eixos coordenados rectangulares
arecta r=x/—2+y=1; conduzir pelo ponto (0,2) uma
recta 7' tal que o triingulo formado pelas rectas r, »/
e pelo eixo das abcissas tenha uma drea dada m.
Discussfio. Examinar, em particular, os casos m=1
e m=2. R: A4 equagis de r' € x[a+y[2=1, onde a
¢ uma das raizes de o+ (4—m)a+4 (1—m)=0, que
raduz ser m a drea do triangulo em questio. O pro-

blema ¢ sempre possivel (m > 0) com duas solugies dis-
tintas (excepto no caso m=0 que nio interessa). Uma
das solngies para m—=1 € o eixo das ordenadas-
Para m=2 as rectas solugies correspondem aos valores

a=—1+ }[5 g
I.S.C.E.F.—3.° exame de freq. extraord.—28-6-1939

278 — Duma fungdo y (x) conhecem-se os seguintes
valores: 2) —2, —1, 0,1, 2; ) 21, 3,1, 8, 21.
Caleular a fun¢io interpoladora P (x) e fazer a sua
representaciio geométrica.

279 — Dadas as rectas r) x—y+2=0 e ') x4y—
—4 =0 tirar pelo seu ponto de encontro uma recta tal
que o quadrildtero determinado pelos dois eixos coor-
denados e pelas rectas r e »' fique por ela dividido
em duas figuras de drea igual.

280 — Resolver a equaciio
22t 4+ 33 +20? — 112 — 21 = 0.
I. 8. T.— Maremdricas Gerars — 2.° exame de fre-

quéncia — 1938-39.

281 — a) Demonstrar que o determinante

¥ aar --- ax™? grt

a1 o ax’—d gxm2

a2 0 1 ax'— ﬂ:l:"-3
.......................... ¢ igual a (z —a)"
@ 00 1 a

1 00 0 1

R : Representemos por D, o determinante dado. Para
n=1 ¢, evidentemente Dj=x—a.

Adopt , na d tragdo proposta o método de
indugiio completa, admitindo assim a hipdtese de que

€ D,_y=(x—a)""'. Desenvolvendo D, segundo os ele-

mentos da segunda coluna, tem-se :

D,=—aD,_+xD,_;=(x—a) D,_;=(x—a)", c.q.p

282 — Dada, no plano z0y, a cénica xzy+2zx—
—5y=0 estudd-la, fazendo o seun tragado aproximado,
e achando as suas equagdes referidas aos eixos e as
assintotas. R: A ednica € uma hipérbole equildtera.
A equagio referida aos ewxos € X2[20—Y2/20=1 e a
equagdo referida as assintotas € XY =—10.

283 — Determinar a recta simétrica da recta
x—2=y=z em relagio ao plano 3xw+y—z=5.

3x—>5 2 dy+1 > 3z+1 :
-7 5 17

iz
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Outros exercicios

284 — Discutir e resolver o sistema
(a+b) x4+ (a—b) y=a?+b*
{ (a—b) ©+ (a+b) y=a—b2.
Interpretar em geometria analitica no espago.

285 — Dadas no plano 0y, as duas rectas mx+
+(2m—1)y+3=0 ¢ (Am—T) 2—(m+2) y—8=0 de-
terminar m de modo que sejam 1.°) perpendiculares,
2.°) paralelas. Determinar no 1.° caso o ponto de en-
contro, no 2.° caso a sua distincia.

286 — Verificar que os planos perpendiculares aos
meios dos lados dum quadrildtero ABCD sio con-
correntes num ponto. ¢ Qual é a posiglio désse ponto
se o quadrildtero é plano?

287 — Um tridingulo varidvel tem vértices fixos
nos pontos A4 (2,0) e B (0,4) deslocando-se o terceiro
vértice C na recta x+y=9. Achar o lugar geomé-
trico do baricentro do tridngulo.

288 — Determinar a condi¢io a que deve satisfazer 2
para que a circunferdncia representada pelas equagdes
2?4y 22=R? e x+y+z=> seja real Determinar,
nesta hipétese, o centro e o raio dessa circunferéncia.

L. 8. C. E. F. — Exame final, Outubro de 1940

289 —Dado o complexo z=3/(2+cosb+isent)
pd-lo sob a forma ®+yi e verificar que o lugar dos
afixos de =z é a circunferéneia (v—2)2+32=1.

3 _3(2+cost—isend) 64-3cosh

: 2+cos0+isend (2+cos0)2+sen?d " B5+44cosd
3sentd
- ———1i. O lugar métrico dos afixos € definido
5+4cosh aa 4 /i
Y . 2 & 6+3cosh
] 8 1. CUES P N e S
parametricamente  peia equagoe. G dicons 1

Jseno
=—— dond eliminagdo de b ded
y S 000 e, por eliminag e 0, se uz
g —4—5ecos0\2 16 + 40 cos 6 + 25 cos?d
— — = ]
=) ( H+4+4cos ) (5+4 cos 0)2

9sen?o
yZ:—-——’,
(544 cos0)?
16+ 40 cos8+9 416 cos?0 1
(D+4 cos 6)2

(22 +y? =
200 — Estudar e representar geométricamente a
fungio y=2sen®u—3 cos®x.

291 — Calcular as raizes reais da equagiio a4z —
—10=0. As raizes irracionais serfio determinadas
com um &rro inferior a 1/10.

Soluglio do n.” 280 de Manuel Zaluar.

F. C. C. — Exames de frequéncia, 1938-39

202 — Achar com duas casas decimais exactas a
raiz real da equag¢io: f(x)=senxz—2x+1=0 pelo
método de iteragio.

293 — Encontrar as condigfes para que o sistema
w=cy+ bz
y=az+cx represente uma linha recta; mostrar que

z=bx+ay
o ]
Vi—az2 y1—p Yi—¢

arecta é representada por

294 — Resolver a equagiio
cos @ cos? x—sen a cos a/2 cos w+sen?a/2=0.

295 — Como aplicagfio da teoria dos complexos re-
14 f':l:)“ 1+ da p
1—ia

solver a equagiio ( (Pode fazer-se

1—ix
r=1igo e a=tga).

296 — Calcular o limite para n=co de
4[/‘R+1— \/;l 1
g“:Tn".
\/ﬂ+1 - |,/n

297 — Em que casos sio convergentes as séries:
Zn(n+1)z" e Zz"sennb?

-

14z
298 — Tragar a curva y—el—=.

299 — Num tridingulo esférico é a=113°2'56",
b=82°39'28",40, ¢=T4°54'31". Calcular os &n-

gulos 4,5,T.

F. C. L. — Alguns exercicios do curso

300 — Expressfio geral dos nimeros cujo produto
por a+bi ¢ um mimero real. Mostre que o conjugado
de a+bi estd contido nesta expressfio. Lugar geo-
métrico das imagens. R: Seja x+iy wm nimero
complexo tal que o produto (a+ib) (x+iy)=z (mimero
real). Ora z=(ax—by)+i(ay+bx). Se z deve ser
real, deve ter-se ay+bx=0 donde (1), x/y=a/—b-
Sendo A um nimero real arbitrdrio serd pois x=)a,
v=—2b. A expressio geral dos ntimeros (x+1iy) serd
entio (2) x+iy=xa—ibi. O eonjugado de a+bi estd
contido nesta expressdo: corresponde a A=1.

Lugar geométrico das imagens : Este lugar geomé-
trizo tem por equagio, no plano XOY , a equagdo (1).
E pois uma recta definida pela origem (0,0) e pela
imagem do conjugado de a+bi.

301 — Escreva a expressfio geral dos mimeros cujo
cociente por a+&i é um imagindrio puro. Lugar
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geométrico das imagens. R : Procuremos a expressio

x+1iy
;I-_lb 11 onde 2

¢um nivmero real arbitrario. Logo, x+iy=—Lb +)ai=
=kb—kai (k=—)\). Vé-se facilmente que o lugar geo-
métrico das imagens dos nimeros (x+iy) € uma recta
que passa pela origem e ¢ perpendicular ao segmento
orientado OM , que define o nivmero a+bi.  v. n.

geral dos niumeros (x+1y) tais qu

302 — Extraia algtbricamente a raiz quadrada a
a+bi e aproveite o resultado para: 1.° Provar que
as raizes quadradas do conjugade de um nimero sio
respectivamente conjugadas das raizes quadradas
désse mimero. 2.° Extrair algébricamente a raiz
quadrada a 1+iy/3 e o 1—iy8. R: Seja x+iy
uma raiz quadrada de a+bi. Teremos, por definigio,
(x+iy)?=a+bi ou (x2—y?)+2xyi=a+bi. Portanto:
(1) { St ou { A=y =2

2xy=Dh x? (—y?)=—b?/4
0 que mostra serem x* ¢ —y? as raizes da equagiio

(2) u?—au—b?/4=0
que admite duas raizes reais (—b?/4 <0). Resolvendo
a equagdo, oblemos u — %j’_ Vi&f;_be . Por conseguinte

a+ Va2t b2

SR /a+ y/a?i b2
2 Y & 2

yr Vol +bi—a T /Vat+b2—a
2 2

A 27 expressdo (1) mostra que xy tem o sinal de b e
que portanto X e y tém o mesmo sinal ou sinais con-
trarios conforme b 0. Das 4 combinacies possiveis
de sinais em (3) sé duas conduzem pois a solu¢ies do
problema. O nimero a+bi tem pormnm duas raizes
quadradas que sdo

i[\/a+\¢/§+b3+is Va!+;!+a:|

onde e=+1 se b>0, e=—1 se b<0,

Conclusdes : 1.2, Dados os niumeros a+bi e a—bi,
para ww déles € e=1 e para o outro e=—1.

A expressiio (4) mostra que a+bi e a—bi tém raizes
quadradas respectivamente conjugadas. 2.°. Para o

x2

0

nimero 1+i\/3 ¢ e=1, e as expressies (4) ddo, para
as suas raizes quadradas, os valores: \/6/2+iy/2/2 e
—/6/2—1y/2/2. As raizes quadradas de 1—i\/3 serdo
V6/2—iy/2/2 e —/6/2+iy/2/2.

303 — Prove que todo o complexo de mddulo 1
se pode por na forma (1+iéz):(1—ix) com = reakh
R: O problema equivale ao seguinte: Prove que, dado
um complexo g de médulo 1, cosg+iseny se

T,
kS

MM.
modulo

pode determinar sempre wm nimero real x, em fungdo
de v, tal que cos o+ isen g=(1+ix): (1—ix).

1. modo de resoluglio: Sendo x real, o complexo
(1+4ix) : (1 —ix) cem efectivamente o médulo 1 pois que
Vits?
Vit

=1. Sendo a um argumento de 1+ix ¢ —a

um argumento de 1—ix, seu conjugado. Um arqgu-
mento do cociente ¢ pois a— (—a)=2a. Teremos
22=y +2kr donde a=g[2+ k= e portanto
(&) tga=tgo/2.
Mas, visto ser o um argumento de 1+ix, temos
2) tga=x.
Atendendo a (1) x=tg ¢/2.
2.° modo de resolugiio : Temos, se x € real <0 Tx =
=]X
1—x2 +i (verifi il
= n *,
Tba | Taat cosptisene (verifica-se facilmente
que a?4b2=1).
cosgp — =
S
C)
seng = e q
14-x*
1—tg? /2 2 tg o/2
Mas, sendo cosyp = _g:gi_ e sene = —&:
1+41g2 /2 1+1g2 ¢/2

e atendendo a (3), vemos que terd de por-se, para satis-
SJazer ao problema x=tg¢/2.

304 — Onde deve estar a imagem M dum mimero z
para que, sendo M; e M, as imagens de z; e 2, o
&=
2—2
1.° seja real?

cociente

2.° seja imagindrio puro?
3.° tenha um argumento dado ¢?

R: Kser o

n—z
te na forma 4 € nolemos

93—

que z;—% € representado pelo segmento MM, e que z;—z
—
€ representada pelo segmento MM, . O cociente tem por

Letem por argumento wm dos dngulos a
MM, |

—_— —
que MM, forma ecom MM, (suporemos o= 0 e, portanto,

—_— —
contado no sentido directo de MM, para MM;).

Nestas condigdes: 1.° O cociente € real se a=km,
isto ¢, se M € colinear com My e M. 2.° O cociente €
imagindrio puro se o= (2k+1) /2 (a=90° ou a =270°).
Entio M deve estar sobre a circunferéncia que tem My M,
por didmetro. 3.° Suponhamos que ©' € o argumento
positivo minimo que corresponde ao argumento dado o
e designemos por ¢ o dngulo ¢' se 0<<¢'<<180° e o
dngulo ¢'—180° se 180° < ¢/<<360°. Construam-se os”
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dois segmentos capazes do angulo gy e passando por My
e M,. Os segmentos sdo simétricos relativamente & recta

My M, e tem-se M; CM,=M; C I‘fz»fﬂ?l. Entio: se
9'<<180°, M estad sobre aqueles dois segmentos do qual

se veja My & esquerda de My. Se ¢'>180°, M estd sobre
aquele dos dois segmentos do qual se veja My & direila
de M,.

Nota. Se gy <90° os dois arcos sfo os tragados a
ponteado. Se g > 90° os dois arcos sfio os tragados
a cheio.

305 — Determine um nimero z de modo que z, 1/z
e 1—z tenham médulos iguais. Idéntica questio com
z, 1/z e 1+z. Resolva também geomdtricamente o
problema. R: Resolugfio algébrica da primeira parte:
Pondo z=p (cos «+1sen &) feremos
1/z=1[¢ (cosz—isena) e 1—z=(1—pcosa)—ipsena.
Se |1/z |=|z| serd 1/p=p donde p=1. Temos ainda:
|1—zP=(1—cos «)?+sen2a=2-—2cos a. E como tem
de ser |1—z|=1, serd 2—2cosa=1,cosa=1/2.
Logo a=-+x/3. Hd, por conseguinte, duas solugies:

z = ¢os /3 + isen =/3
{z=oos«j'3—isen1rf3.

Resolugio geométrica. P» Sacilmente que p=1;
a partir da condigiio |z|=|1/z|. As imagens de todos
os complexros tais que p=1, sdo os pontos da circunfe-
réncia de centro na origem e raio 1. Por outro lado,
1—z deve ter o médulo 1. Ora, sendo A a imagem de 1
eM a de Zy 1—z ¢ repr tado pdo 4 to orien~

tado Xﬁ As tmagens de M de todos os nimeros z
tais que |1—z| =1 estio, pois, sobre a circunferéncia
de centro A e raio 1. As solugdes do problema sdo os
dois niumeros cujas imagens sdo os pontos comuns as
duas circunferéncias citadas. O segmento Bﬁ, repre-

@

senta o complexo (1,a). O segmento (_)I\_fz representa
o complexo (1,a;) = (1, —ay). Da figura tira-se

€08 ay = cosap = OI" = 1/2 (ay = w/3 , 23 = — =/3) .
Os dois complexos zy e 7y sio pois os que determindmos

ul

algébricamente. Resoluglio geométrica da segunda
parte. A resolugio algébrica € andloga & primeira e
conduz aos dois nimeros zy=cos2x[3+isen2x/3
e zy=cos 2x[3—isen2x/3 (2) . As imagens dos niume-
ros z tais que | z|=1 estdo na circunferéncia de raio 1
e centro O, como vimos. Notemos agora que 1-+4z—
=1—(—z) e que, por consequinte, as imagens dos

(N. B. Dos pontos indicados na figura, o de abeissa negativa
deve ser A’ e nllo A).

nimeros tais que |14z |=|1— (—z)|=1 estdo sobre
a circunferéncia de centro A' e raio 1, simétrica da
circunferéneia A relativamente a O, visto que as ima-
gens dos niimeros —z devem estar, como vimos, na cir-
cunferéncia de centro A e raio 1. As solugbes zy e zy
sdlo os afixzos dos pontos My e My, os quais afixos sio
bem os complexwos (2).
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306 — Resolva a equagio (z-+1)" — (z—1)" =0
(m inteiro positive). R: A equagdo dada pode escre-

ver-se  mx"—! +(t:)x”“"3+(l;)x""“"+ cee=0, ou

m 1
ainda (]ii) =1 donde e

="y/1=cos 0+isen o
x—1 ‘/— g P

(6=2k=n/m). A equagio decompie-se assim em m equa-
¢bes lineares em x. Uma porém destas equagies €
impossivel — a que corresponde a 0=0 ou ao valor 1
de "Y/1. Temos pois: (x+1):(x—1)=cos6+isend;

x (1—cos 0 — isen6)=—cosf—isenf—1;

cosf+1+isenl isend

=—jicotg 0/2. Assolu-
cos—1+isenf coso—1 Yoty 7

¢les siio entilo dadas por x= —icotg 0/2 com 0=2x/m,
4z/m,bx/m,---,2 (m—1) x/m, por exemplo. w. z.
307 — Resolva a equagdo (z+)"—(x—7)"=0.
308 — Resolva (1+y/1—22)"—(1—y/1—=2?)"=0.
309 —Resolva (1+¢/22—1)"—(1—y/1—22)"=0.
Obs. A resolugfio da equagiio 307 ¢ andloga 4 do
n.° 306; 308 e¢ 309 reduzem-se ao mesmo tipo fa-
zendo ‘/IT»@ - M. Z.

Enuneciados e solu¢gdes dos n.% 300 a 305 de Vergilio Simdes
Barroso.

CALCULO INFINITESIMAL — ANALISE SUPERIOR

F. C. L. — Ciucuno — 1.° exame de freq. — 1938-39
I

310 — a) Defina séries inteiras e enuncie o teorema
de Abel. Defina convergéncia uniforme. 5) Poténecia
de um conjunto. Conjuntos com a poténcia do con-
tinuo; defini¢io e propriedades. ¢) Defina infinita-
mente pequenos equivalentes e enuncie os teoremas
sobre a substitui¢io dos infinitamente pequenos.
d) Critérios de integrabilidade. Fungoes integrdveis;
definigfio e propriedades. €) Determinante funcional;
definicfo e aplicagdes as fungdes compostas e as fun-
¢oes inversas.

311 — Determine o nimero a que corresponde a
fracgfio continua [2(3,1,1)]. R: (5+/17)/4.

312 — Determine « de forma que sejam coplanares
os vectores
u=xe;—2e,+e;, v==20;+e;—3e3, w=e,—2e,+2e;3.
R: O anulamento do produto misto € uma condigdo su-
Jiciente (e necessaria) que conduz a x=9[4.

313 — Definidas as fungdes u e v de = e y pelo
vly —e't a8 = 0
uv—2y =0

sistema { calcule

Pu_
dx dy
Nota. Por I reprcscntal—?'e o logaritmo neperiano.

314 —a) Critério geral de convergéncia de um
produto infinito. Produtos infinitos absolutamente
convergentes; definigdo e propriedades. &) Medida
dos conjuntos. Conjuntos mensurdveis. ¢) Vectores
colineares e vectores coplanares; definigdes e proprie-
dades. d) Fungio continua num conjunto. Continui-
dade uniforme, Teorema de Cantor. ¢) Enuncie o
segundo teorema sobre a existéncia e derivabilidade
das fungdes implicitas.

315 — Determine o cardcter da série
1 1 25 1
1-2.3.-4 2.3.4.5 3-4.5-6
1 -
(@+1) (0+2) (0+3) (0 +4)’
o eritério de Duhamel- Raabe mostra que a série e
convergente.

316 — Dados os vectores u=2e; —@,+ 363, V=
—=x@y+1ye; com a origem comum O, determine x e y
de forma que o paralelogramo construido sobre m e v
seja rectingulo e tenha uma drea igmal a ;/7_ .
R: Para que o paralelogramo seja rectingulo lem de
ser perpendiculares entre si os vectores U e V, isto €,
tem de ser nulo o seu produto interno; para que a drea
do paralelogramo seja igual a \/ 70 deve ser este 0 md-
dulo do wvector produto emterno. Portanto x = +1
e y=+2:

317—Definida a funcfo z de x e y por z =uv+wfu—",

2
-2

+ o0a

R: Termo geral u,=

sendo u=a?—y?, v=xy e w=c%, calcale —

oy
I. 8. C. E. F.—2.* Cadeira— 1.° exame de frequén-
cia — 12-1-1939.

318 — As fungdes
y=2e2+3x+1,
sdo linearmente dependentes ?

Yp=2—2, yy=dz—1,

319 — Determine os mdximos e minimos da fungio
z=senx + seny + sen (z 4+ y) .

ay +uv=1
320 — O sistema | 44y determina u e v
| T T
Pu v

como fungdes de = e y. Calcule

o " oy
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2.* chamada — 19-1-1939

321 — Achar os mdximos e minimos da fungfio
implicita y de = definida pela equagio

cos (y —x) —2seny —cos = 0.
322 — Mudar a varidvel independente na equacio
(x—a?) 5 Ly + (1 —3x2) s—i—;ry=0
sendo z={/1—¢£.

323 — Sendo
=

222 2 + log sen 1 3 y2 — Bsen 'Yy =0

T O
calcular 5~ e 53

I. 8. T. — 4. exame de frequéncia — 1938-1939

4241

324 — Calcular o integral m dx

325 — Estudar a convergéneia do integral

A =1
j 1—-4.:: para valores convenientes de a.
—
o

326 — Dado o sistema

e TS
a* — 2 (cos y)* + \/arcacn-——=0
y’
’+y

@t logJ+tgz,+',5.,—e’
dz !

caleular — e L
dx dx

327 — Determinar os mdximos ¢ minimos da fungio
=Dbu+3y sendo 4 sen x—3 cos y=0.

F. C. L, — Cdrcuro — Junho de 1939

328 —a) Linhas continuas e rectificdveis: Defi-
ni¢iio e suas propriedades. 4) Envolvente duma fami-
lia de superficies: Defini¢io, equagiio e propriedades ¢
caracteristicas e aresta de reversfo. ¢) Superficies
regradas: Sua equagdio vectorial ; defini¢io e equagiio
vectorial da linha de estricglio das superficies envie-
zadas. d) Contacto de duas curvas torsas: Defini¢io
e condig¢des analiticas do contacto de ordem n. e) In-
tegrais definidos: Defini¢io e propriedades gerais.

329 — Determine os miximos e minimos da fungiio
z=ad + B2 +day+y?. R: A x=2[3, y=—4/3 corres-
ponde um minimo z—=—4/27.

330 — Determine as assintotas da curva
@2 (v —y)'—a? (x2+y?) =0,

R: X=a, X=—a, Y=X+2a)/2, ¢ Y=X-ay2.
b e -
331 — Caleule J —— s
cos i+ sen
. Outros exercicios
332 — Dada a equagio
1—:\:‘ dzy l-dﬁ‘Fy:U

@  dz?
substitua a varidvel independente @ por outra ¢ ligada
com esta pela relagio x={/I—2-

333 — Determine os pontos de inflexio da curva
a3
Y7 2+ 3a2

G
334—Ca]culeJ W

L §. . E.F.—2. cadeira, 2. exame de froq.—24-4-1939

(R
335 — Caleular o mt,cgraljf de dy
\/1 — =g _

sendo A a drea limitada pelos eixos coordenados e pela
elipse a?/a?+y?[b>=1 no quadrante positivo dos eixos.
R: Sejalointegral dado. A fungdo integranda € infinita
sobre parte do contorno de- A. Fagamos x=aX, y—=bX
A transforma-se em A', dominio limitado pelos eixos
coordenados ¢ por X2+4+Y2=1. Atendendo a que ¢

p) (x,y)_ f abdX dY _ (rabpdsdo
I (%,Y) ab, vem 1 ];/1—.\‘2—\'2 A! \/1—92’

e as tangentes nesses pontos.

introduzindo coordenadas jw!ares. E pois
d,, 9 de
— ¢

integral este, emdenfememe cam.'ergeme. E fectuando o
cdleulo ohtém-se I1== abf2.

336 — Determine os pontos de inflexiio da curva
xy—2ay/2ar—a .

337 — O integral f[.x: (1+a?)~"°]3dx serd con-
vergente?

Soluglio do n.° 335 deo Manuel Zaluar,



GAZETA DE MATEMATICA

41

I. 8. T.— Circvro — 2.° exame de freq. — 1938-39

L T
338 — Calcular o integral duplo ﬂ — = _
JJ et gy
estendido ao interior da pardbola 32=2px.

339 — Integrar a equagio
mdetycy  yde—zdy 0

Vit atty? -

340 — Determinar os pontos singulares da curva
22 y+at—as=0.

x? 4y?

341 — Integrar a equaglio y''—y'=(x2—1) e,

11

342 — Sendo p o raio de curvatura num ponto P
qualquer, ¢ n—PA o segmento de normal compreen-
dido entre o ponto P e o eixo dos wx, determinar,
entre as curvas planas integrais de equagio ¢=2n,
aquela que tem ordenada minima no ponto (1,1/2).
(Eixos rectangulares).

343 — Integrar a equagio
2
9p TY_0, W _ (N4 4po
de dt dt

efectuando a transformagfio w={¢2

344 — Calcular o volume do sélido comum aos dois
paraboloides

a2 1;2 a2 y'_‘
— 4L =9z — 4+ —==2(2—z).
12 36 A 6 12 ( )

345 — Determinar a de modo tal que a superficie
z=ux+y? +ary secja planificdvel. Escrever a equagio
do plano tangente na origem dos eixos coordenados.

F. C. L. — Circuro — Exame final, 1939 — Alguns
exercicios.

346 — Determinar os pontos singulares da curva
y!=02—=x): (1—x).

1+4cosx

— Caleul e
o= fcos.r (1—2 cos x) =
348 —Calcule o integral geral de xy?dy = (3 + %) dw.

349 — Transforme a equagio (——-
=0 \w/ oz oy

noutra em que as varidveis independentes x e y sejam
substituidas pelas novas varidveis ¢ e z relacionadas
com as primeiras por xz=24¢, y=1£—22.

350 — Dadas as fungdes u e =z de © ¢ y definidas
xz—log u+e'=0 Ju

dx dy

pelo sistema { calcule

gt ot
uz—y?=0,

* 2xdax
—C l ] b ——————
351 alcule J Vot

< 7 dy\ 2
352 —Calcule o integral geral de 9 ?[ 1 _(d_) | =3.
A L

353—Calcule a drealimitada pela curva 32=4x2—zi.

« 354 —Calcule o volume gerado pela rotagiio em
torno de OY dacurva z?=33—4y.

355 — Calcule [ log (#i—1) dec.
F. C. L.—Ax{vse-—1.° exame de freq. —1938-39

356 —a) Fun¢des analiticas num dominio: Defini-
¢do; teorema das fungdes compostas e teorema das
fung¢des implieitas. &) Integrais de superficie: Defi-
nigio; formula de Ostrogradsky-Green e férmula de
Stokes. ¢) Séries trigonométricas: Defini¢io; férmu-
las de Fourier para o intervalo (—=,+%); dondigdes
a que deve satisfazer uma fung¢fio para ser susceptivel
de tal desenvolvimento. ) Fungdes holomorfas: De-
finigio; generalizagiio da série de Taylor para o caso
das fungdes de varidvel imagindria; desenvolvimento
duma fun¢fio holomorfa em torno de um dos seus zeros;

- teoremas relativos aos zeros. ¢) Residuo de uma fun-

¢fo: Defini¢fio; teorema dos residuos de Cauchy re-
lativo #s fungdes meromorfas e sua aplicacio ao
caso das fungdes uniformes, numa regifio limitada por
um contorno simples,

357 — Calcular a drea da regifio da superficie
22—2ry=0 compreendida pelos planos de equagdes
2=0, =1, y=0 e y—z=0.

358 — Verificar que a fungfio cots é periddica de
periodo =, determinar os scus polos e reduzi-la &
forma w (x,y)+iv (2,y).

359 — Calcular [y?dw—2x?ydy ao longo do arco

T
da elipse x?+42y?=1 compreendido entre os pontos
A(1/2,\/6/4) e B (Y/2/2,1/2) no sentido de A para B.
F. C. G. — Axdrise— Exame de freq. —Junho de 1939

360 — Provar que a equaciio x?y''+4xy'+2y=X
admite um integral regular na origem x=0 desde
que X seja também regular neste ponto.

361 — Provar (sem recorrer ao teorema andlogo de
Lebesgue) que toda a fun¢lio integrdvel R satisfaz
a condicio

Ihii? S f@th)—f(z)|de=0.
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F. C. L. — Ax{rise—2.° exame de freq. —1939

362 — a) Equacdes diferenciais totais a trés varid-
veis: Pdr+ Qdy+ Rdz=0. Defini¢io da sua integra-
¢fio e condigio para que numa equagio deste tipo seja
diferencial total. ») Equagdes nfo lineares as deriva-
das parciais de primeira ordem: generalidades; defi-
ni¢do de integral completo. ¢) Equacdes as derivadas
parciais de segunda ordem: defini¢io de integral
intermédio. d) Equacdo diferencial linear de ordem n:
equagdes adjuntas e auto-adjuntas. Termo geral da
equagio auto-adjunta de segunda ordem. e) Definigiio
e classificag@io das equagdes integrais. Transformagio
da equacio de Volterra da primeira espécie numa da
segunda espécie, quando o nicleo se niio anula para
valores iguais das varidveis.

363 — Aplicar o teorema dos residuos ao cileulo

+
2 o de

do integral m——— =

0 R ) @9 @ —at1)
-

364 — Determinar o integral geral da .equagio
43 —y—ay?+xy'=0 de que & integral particular
y=—2x.

365 — Determinar o sistema de integrais gerais
do sistema

d,
—y+y—3z=-sen2-.ﬁ
dx

dz

——3 s=0.
dx et

Outros exercicios
!-ti

dz
366 — Calcular J
2% 4

G2 +1 @+D) -1

367 — Determinar o integral geral da equaciio
zyy' —ay? —2yy' + xy?=0.

368 — Determinar o integral geral da equagio
yE—y)de 4+ xz (@ + 1) dy — xy (x+1)dz = 0.

MECANICA

F. C. L.—1.° exame de frequéncia — 1938-39

377 — Cdleulo vectorial: 1) Defina produto mixto
de trés vectores e diga quais as suas propriedades.
2) Defina momento axial e momento polar de um vec-
tor aplicado. 3) Defina fluxo elementar de um vector.
4) Escreva a expressiio vectorial do centro de um
sistema de vectores paralelos e indique o significado
das letras,

F. C. L.— Ax{vise — Exame final, Julho de 1939

-2+
&)

da
369 — Calcule R
3 J @+1) G-V GEroy+d

370 — Determine o integral geral da equagfo
x (x—y")+y (1—y)=0 de que é integral y=a.

371 — Aplique o teorema dos residuos ao cdleulo de
¥k x? dx

J (#2422 +5)2 Be?+1)

-

372—Determine o integral da equagio (3 +x)3y"" +
+(B+2)?y"+2 (3+a) y' —2y=0.
373 — Determine o sistema de integrais gerais do
sistema : {gy!,_ 2 +8y— s=zx
y'+2:'+ y—38a=1.

Ly
374 — Determine os extremos do inbegralfy'z dx
B xy
sob a condicgio de ser f.ry dr=1 sendo =0 y;=2,
Xa=1 yz=0. Ty

F. C. C. — Axirise — Exame final, Julho de 1939

375 — Seja f(z) uma fungdo holomorfa no interior
da regiio R, de contorno C, e seja z um ponto
interior a C. Provar que f(z) necessiriamente se
anula dentro de R quando se tenha, sobre C,

FAORESFACHRR

376 — Sejam Iy, Ip,---, 1, -+, [L,=(2,,B)] 08
intervalos contiguos a um conjunto €, de medida
nula, perfeito e nio-denso no intervalo (0,1). Pondo
f(©0)=0, f(1)=1 e, em geral,

b (x)uﬁ (Bua—a,) para 0<<ex<1,

abrangendo o somatério apenas os intervalos I, situa-
dos no interior do intervalo (0, ), pregunta-se:

:E f(z) de variagio limitada? ; Absolutamente
continua ? Derivdvel? Achar os derivados a direita
e integra-los em (0, x).

RACIONAL

378 — Cinematica: 1) Escreva as componentes
tangencial e centripeta da aceleragio dum ponto
movel. 2) O que entende por movimentos de acelera-
¢flo constante? Quais as trajectérias destes movimen-
tos? 3) Defina movimento central e enuncie as suas
propriedades.

379 — Um sistema é constituido pelos veectores:
(dy,2ey), (42,3e;), (A3, —4e;) sendo as coordena-
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das dos pontos de aplicagio 4, (0,0,0) 4,(0,2,0)
A3 (1,1,1); determinar o centro do sistema e a
equagio do seu eixo central.

380 — Um ponto material move-se de forma que
as componentes da sua aceleragio segundo dois eixos
coordenados rectangulares sio 2''=y, y''=—sent.
Determinar as equagdes do movimento e a equagio da
trajectoria sabendo-se que para t=0 é: =2, a'=—1,
y=0, y'=1.

Escola Naval —1.° exame de frequéncia—1939

381 — Um ponto move-se segundo uma recta com
a seguinte lei dos espagos s=#+43¢+2, Determine
o instante em que a velocidade e a aceleragio tém o
mesmo valor e os valores médios da velocidade e da
aceleragio no intervalo ¢=1 a (=3.

382 — Um ponto percorre uma circunferincia de

2m de raio com a velocidade linear v=4m/s. Deter-

* mine o mimero de voltas por minuto e a aceleragio
centripeta.

F. C. L. —2.° Exame de frequéncia — 4-5-1939

383 — Cinemdtica: a) O que entende por movi-
mento de roto-translacefio; defina decomposiciio pré-

pria e imprépria. &) Enuncie o teorema de Coriolis e
escreva a sua expressio definindo as diferentes acele-
ragdes. ¢) Defina os Angulos de Euler. d) Enuncie o
teorema de Chasles (movimento de uma figura plana
no seu plano).

384 — Estitica e Dinamica: a) Defina forgas mo-
toras e resistentes. &) Enuncie os teoremas gerais
sobre o equilibrio. ¢) Enuncie as condigbes grificas
necessdrias para o equilibrio dos poligonos funicu-
lares. d) Esereva as equagdes de Euler relativas ao
movimento do ponto material livre (equagdes intrin-
secas).

385 — Problemas: a) Determine as coordenadas do
centro de gravidade do sdlido gerado pe'a drea plana
compreendida entre o eixo OY, a recta y=p e a pard-
bola ¥?=2px, quando ela roda de 360° em torno
de OY: R: E=0 »=5p/6 E=0. &) Um ponto mate-
rial de peso mg é obrigado a permanecer sobre nma
circunferéneia situada num plano vertical. Determi-
nar a for¢a que deve atrair o ponto para a extremi-
dade superior do diimetro vertical; a-fim-de que ele
esteja em equilibrio num dos extremos do diimetro
horizontal. R: F=\/§ mg.

GEOMETRIA PROJECTIVA — GEOMETRIA SUPERIOR

F. C.L.— Geou. Prosecriva —Exame de frequéncia—
1.* Chamada — 8-2-1939.

386 —a) Razio dupla de 4 elementos de uma forma
de 1.* espécie; definigfo, propriedades, valores prin-
cipais e suas relagdes. 5) Feixes harmdnicos; defi-
nigdes e suas propriedades. ¢) Coordenadas projecti-
vas nas formas de 1.* espécie; defini¢io e transformacio
de coordenadas. d) Involuglo nas formas de 1.
espéeie ; difinigdo. Ponto central e norma da invo-
lugfio ; definigbes e sua determinagfio analitica. e)
Geragilo projectiva das cdnicas e propriedades que
dela derivam.

387 — Dados dois raios @ e & de um feixe de
centro préprio, determine graficamente o raio ¢ tal
que seja (abe)=--32. Justifique a construgio em-
pregada.

388 — Determine a equagfio da projectividade entre
duas pontuais sobrepostas u e u' sendo conhecidas
as abscissas 2 e 6 dos seus pontos limites I e J',
respectivamente, e 3 e 5 as de dois pontos homélogos
A e A', respectivamente, e calcule as abscissas dos
seus pontos unidos. R: A4 equagio ¢ xx'—6x—2x/4
+13=0 e as abscissas dos pontos unidos sio 4 + /3
ed—y/3.

389 — Determine graficamente os pontos de inter-
secgiio de uma recta dada » com uma conica definida
por cinco pontos A,B,C,D e E. Justifique a
construgfio empregada.

F. C.L.— Grou. Prosecriva—Exame de frequéncia—
2.* Chamada — 10-2-1939.

390 — a) Razdes simples de pontos e de raios;
definigdes e sua relagfo. &) Pontuais harmdnicas ;
definigdo e suas propriedades. ¢) Coordenadas pro-
jectivas homogéneas nas formas de 1.* espécie;
definigfio e significado geométrico. Coordenadas dos
elementos fundamentais. d) Formas projectivas; defi-
nigdes e propriedades. ¢) Teorema de Desargues
sobre as cdnicas e seus casos limites.

391 — Sendo dados, sobre uma pontual, tres pontos
A,B e C tais que AB+3 BO=0, determine grafi-
camente o ponto D de modo que seja (ABCD)=—1.
Justifique a construgfio empregada.

302 — Determine a equagio da involugio sobre
uma pontnal, sendo conhecidas as abscissas —9 do
ponto central e +1 e —1 de dois pontos homdlogos,
e calcule as abscissas dos pontos unidos dessa invo-
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lugio. R: A equagio é: xx'+9(x+x')+1=0 e as
- abscissas dos ponltos unidos sio —9 +/80 e -—(9 +\/8_U)

393 — Definida uma ednica por cinco tangentes
a,b,e,d e e determine graficamente uma outra tan-
gente 4 mesma cdnica e o ponto de contacto da tan-
gente 6. Justifique a construgio empregada.

F. C. C.—Geom. Sueesion —Exame de frequéncia,
Junho de 1939.

394 — Supondo af,=la,, com A constante, expri-
mir a curvatura de f'=al, dr;de, em fungio da cur-
vatura de f=ay dx; dx,.

395 — Seja ¥V, a variedade linear bidimensional
construida sobre as direc¢bes concorrentes £ e n, e
seja { uma direc¢fio arbitrdria de 7. Provar que a
relagiio sen (&) =cos ({n) implica cos (5n)=0.

F. C. L. — Geox. Sur. —Exame de frequéncia — 1939

396 —a) Invariantes e parimetros diferenciais. Co-
variantes. Primeiro pardmetro diferencial e parimetro
diferencial mixto. 4) Equivaléncia de duas formas
diferenciais quadrdticas. Defini¢fio. Condigdes de inte-
grabilidade do sistema de equagdes de Christoffel.

¢) Métrica angular sobre uma superficie. Involugiio
circular de elementos lineares. o) Sistemas de coor-
denadas curvilineas isotérmicas; parimetros isomé-
tricos.

397 — Determinar o parimetro 3 de modo que a
forma f=2wxt+iyz +x*+y?—2z¢t seja degenerada; para
o valor positivo de 2 formar uma sua cadeia de me-
nores prineipais e concluir a partic dela quais os
mimeros caracteristicos da forma.

398 — Dada a forma ¢=2a?dx dy —d=2—xy dx dz +
+2de?—ydydz ealeular o stmbolo {1571

Outros exercicios

399 — Determinar os parimetros m,n ,p de modo
X=mx+ny
Y=pxiy/2
dicar o numero de solugdes do problema e fazer a
associagdo dos valores correspondentes.

que a substitui¢io { seja ortogonal. In-

400 — T'ransformar a forma f=y? de? + ydcdy— dy?
mediante a substituigo =X+ Y, y=e"" e verificar
a relagfio entre as fungdes A, e A/, para os valores
i=k=1.

GEODESIA — ASTRONOMIA

F. C. L. —Gropesia —Exame de frequéncia —1938-39

401 — a) Defina o geoide e a intensidade da gra-
vidade num ponto. &) Indique a significagio que se
deve dar ao «comprimento de um fio de invar» indi-
cado no certificado do construtor. Quais sio, as
correcgdes a fazer para atender A inclinagdo da recta
que une o8 extremos do fio?

402 — a) Quais sio as condigdes a que deve satis~
fazer um teodolito em estagdo para servir na medigio
dos Angulos azimutais? Como se determina o fingulo
de inclinagfio do eixo dos munhdes dum teodolito ?
b) Defina latitude, longitude e azimutes geodésicos.
Como explica a necessidade de caleular os azimutes
geodésicos dos lados dos tridngulos de uma cadeia.

403 — O mesmo Angulo foi determinado por 20 me-
didas feitas com um instrumento ¢ 25 feitas com outro,
obtendo-se para valores compensados num e noutro
caso 45,2375 gr e 45,2361 gr. Computando-se em 20"
e 30" respectivamente os erros médios quadrdticos
duma medida isolada: a) fazer a compensagio de
todas as medidas; &) determinar o erro médio qua-
drdtico do valor compensado final. .

404 — Para determinar o fingulo azimutal de duas
direcgdes OA e CB adoptou-se a estagio excéntrica K.
As leituras azimutais feitas para 4, C e B foram
respectivamente 178°43' 22", 148°20' 10" e 115° 3' 26",
Calecular o valor do fingulo ABC, fazendo a redugio
das direegdes ao centro da estagio, supondo: 1.° que
a graduagio do limbo cresce no sentido do movimento
dos ponteiros dum reldgio; 2.° que as distincias
horizontais C'A e CB sio respectivamente 20206,1m
e 142034 m; 3.° que a distincia CE=3,08m.

F. C. L. — Asrrovonra—2.* exame de freq.— 8-5-1939

405 — a) Defina directriz e linha média de um nivel.
Diga o que entende por nivel calado e por nivel ree-
tificado. #) Defina colimagfio de um instrumento de
passagens colocado no meridiano. Que métodos co-
nhece para a determinagio de colimagfio? ¢) Quais
as estrélas mais convenientus para a determinagfo de
azimute de um I. P. colocado no meridiano ; justifique
a resposta. @) Como se rednzem as observagdes feitas
nos diferentes fios do reticulo, de um I. P. colocado
no meridiano, ao fio do meio? ¢) O que é paralaxe
de um astro? Que espécies de paralaxe conhece?
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f) Indique as principais diferengas entre os métodos
de Gago Coutinho e de Talecott (determinagio de
latitude).

406 — a) Observaram-se duas estrélas na sua
passagem meridiana e determinaram-se os tempos
6=15h 20= 24* 80 ¢ 6,—15b 30= 10*, 04 das suas pas-
sagens na média dos fios. Pretende conhecer-se o
azimute do I. P., supondo-se constante o &rro de nivel
e nulo o de colimagfio. A latitude do lugar de observa-

¢llo ¢ =38°43'0", e as coordenadas das estrélas sfo
oy = 150 18= 1240 {rxz = 15h 27m 54°.40
8 = —5°20' 12',00 5, = 55°10' 25,00
R: a=2071.
¢) Supondo que 6=15h 20™ 14*80 ¢é o tempo zideral

de Lisboa, determinar a hora legal nesse instante.
A longitude de Lisboa é 1= +0b 36™ 44568 .

R: H, =0h 57 8%,27.

COMPLEMENTOS DE ALGEBRA E DE GEOMETRIA ANALITICA

F. C. C. —Exame de frequéncia — Junho de 1939

407 — Achar a composi¢fio de

J@E=@EF—r)z—1y):--(2—71.)
e do sen grupo ' de Galois na hipétese de existir
uma fungfio circulante para ry, 75, -+, 7,.

408 — Tendo-se ¢ (8)=0 ¢ B=y (2) com ¢ e y no
corpo (), toda a equaciio que =« verifique neste corpo
¢ de grau pelo menos igual ao gran de §. (Supde-se
¢ irredutivel).

F. G. L. — Exame de frequéncia—.lunhu de 1939

409 — Defina: 1) Substitui¢io linear ortogonal e
enuncie as principais propriedades das substitui¢des
deste tipo. 2) Polos duma substitui¢fo linear. 3) Ma-
triz de Hermite. Propriedades. 4) Covariante e inva-
riante duma forma algébrica. Exemplos. 5) Indice
dum sub-grupo num grupo dado de substituigdes.

CALCULO DAS

F. C. L. —1.° exame de frequéncia — 8-2-1939

413 — a) No problema das provas repetidas como
define desvio médio guadrdtico do mimero de vezes
que o acontecimento se¢ realiza em n provas? Como
define desvio provdvel e desvio médio absoluto?
Indique algumas relages entre estes desvios. 5) Quais
sio as expressdes exactas da probabilidade de que o
acontecimento se realize n vezes e de que o desvio
tenha o valor 17

414 — a) Defina curvas de probabilidade e indique
as suas principais propriedades. 5) Enuncie os teo-
remas de Tchebycheff ¢ de Bernoulli.

415 — Calecule a probabilidade de obter duas vezes
e s6 duas vezes, a sena, quando se langam sobre uma
mesa 4 dados. Descreva o racioeinio que fez. R: Pro-

6) Isomorfismo holoédrico e meriédrico entre dois
grupos de substituigdes.

410 — Mostre que o conjunto das quatro matrizes
|[1 Olf I -1 0 3| 0” -1 UH
0 1l 0 —1 0—1l’ 0 1

forma um grupo, adoptando como lei de composigiio
o produto de matrizes.

]

411 — Determine a equagfio da hipérbole que tem
por assintotas as rectas de equacgdes y —x—1=0
e =0 e passa pelo ponto P (—20).

Outros exercicios

412 — Determine a equac¢iio da hipérbole equild-
tera que passa pela origem, tem por assintota a recta
/2 +y/6=1 e por centro o ponto de abeissa 1. Deter-
mine em seguida, por aplicagio dos invariantes, a
equagfio da curva referida is assintotas.

PROBABILIDADES

babilidades de obter a sena em dois dados préviamente

N rH N1
fixados, e s6 neles: (-{-}-) (—G—) - Probabilidade pedida:

() (5) (&) -z

416 — Qual é o nimero de vezes que se deve lan-
gar uma moeda ao ar para que seja 1/2 a probabilidade
de aparecer um desvio relativo em valor absoluto
menor que 0,027 Descreva o raciocinio que fiz.

F. C. L. — 2. exame de frequéncia — 2-6-1939

417 — a) Conceito de probabilidade elementar e
sua importincia nos problemas de probabilidades
continuas. Prineipio da invariincia por deslocamento.
4) Enuncie o problema das probabilidades das causas.
Teorema de Bayes.
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418 — ¢) Enuncie o problema da compensagio de
observagdes indirectas de precisfio diferente e indique
a forma de o resolver. d) Enuncie os postulados de

Gauss.

419 — Os 3 Angulos dum triingulo plano 4 B C
foram medidos, obtendo-se os seguintes resultados:
A—62027132" (péso 2); B—56°16'52" (peso 1),
C—61°15' 44" (peso 2). Calecule, pelo método geral
de compensagiio das observagdes condicionadas, os
valores compensados dos dngulos. R: A—620 27! 30”,
B=56016'48", C—=61°15' 42,

Outro exercicio

420 — Com 3 baralhos completos de 52 cartas for-
mam-se 3 grupos de cartas nas seguintes condi¢des :
1.°) Com 40 cartas (tirando dum baralho completo
os 8,89,9 e 10,10). 2.°) Com as figuras dum bara-
Iho (4s, dama, valete e rei). 8.°) Um baralho completo
de 52 cartas.

Escolhendo ao acaso um destes grupos tira-se uma
carta, que depois se reconheceu ser o rei de espadas.

¢ Qual é a probabilidade da carta pertencer ao 1.°
grupo ? E se a carta aparecida fosse o 10 de espadas
¢qual serd a probabilidade de pertencer ao 1.° grupo?

PROBLEMAS
PROBLEMAS PROPOSTOS E SOLUGCOES RECEBIDAS EM 1940

421 — Um sélido é limitado por duas bases nos pla-
nos horizontais z=%/2 e == —7/2 e por uma superfi-
cie tal que a drea de cada seegfio dum plano horizon-
tal é dada por uma expressfo da forma: ag2*+4ay 22+
+asz+a; (onde, como casos especiais, alguns dos
coeficientes podem ser nulos). Mostrar que o volume
do sélido ¢é dado pela formula V= [By+ By+4M] A6
onde By e B, sfio as dreas das bases e M ¢ a drea
da secgdio média horizontal. Mostrar que as formulas
para o volume dum cone e duma esfera podem ser
incluidas nesta férmula, no caso em que a,=0.

R: Considerando o sélido dividido em cilindros ele-
mentares, de base

1) az3 + agz24 2z 4+ a3
e altura dz, teremos
+h/2
(@ V= (az3+ 2122+ azz+ a;)dz = %Iﬁ-{—a;h.
—1fa

Por outro lado
B‘ =8, (—hf2)3+ ay (—hf2)2+ az (—hfﬂ) + a3
By = a, (h/2)% + a; (h/2)? + a, h/2 + a5

M=83 =

logo :
(3) V=h[By+B;+4M]/6 = a; h3/12 4 azh

Como as expr (2) e (8) sdo idénticas
como se queria demonstrar.

Cone: Vejamos que aspecto toma (1) neste caso par-
ticular. A equagio da recta geratriz A_B, situada no
plano dos xz € z=—hx[R+h/2. Para termos a equa-
¢flo da superficie cénica de revolugdo em forno do eixo
dos zz basta mudar x em \/X2+y? e portanto

z=—hy/x2F¥y}R+h/2

donde £k R2z2 . Rz R?
x T = _— —
g R
]
A
Dh 4’
: S

v/

A drea de qualquer secgido dum plano horizontal é

(1) ) h*z hz+4

pois x24y2 € o raio de cada uma dessas secgies ; vé-se
que nio hi termo em 3, isto é, ay=0. Entdo

1

R2
Veone = %h [ﬁﬂz+0+4ﬂ_ o E"R!h'

4

Esfera: A sua equagdo, em relagio a 3 eixos ortogo=
nais de origem no centro dq esfera, é x24 y2= —z24+R2,
Logo aqui a expressio (1) toma o aspecto
an —=z2+wR2.

Também aqui nio hi termo em 23, quere dizer, ag=0;
mas além déste eocficiente é ainda nulo a,. Kntio

V. =2R [04+0+4x R2]/6=4= R3/3.
Solugho de José H. Arandes.



