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GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Mareudricas Gerais —Exame final—Outu-
bro de 1956.

Ponto n.° 1

4175—Seja f(x,y) continua e constante nos pon-
tos da circanferéncia x2+y2=1 e diferencidvel no
seu interior.

a) Mostre (pelo teorema de RoLre) que a derivada

de f ao longo da recta {:ﬂ;: (a2 + B2 =1) se
anula pelo menos uma vez em ponto interior.

b) Prove que, quando homogénea, f ¢é também
constante sobre as circunferéncias concéntricas, inte-
riores.

¢) Verifique que, nas condigdes da alinea &),
8= f(x,y) define uma superficie de revolugdo.

1
f(x) == arctg —
@

£(0)=0
definida no intervalo (—1,1). Diga, justificando,
se é continua no ponto x = 0. Calcule as derivadas
laterais neste mesmo ponto. & f(0) extremo ?
Porqué?

4176 — Considere a fungfo

4177 — Desenvolva em série de poténcias de = a
fracgdo
x4 —2x+1

M TS

depois de-a ter decomposto em elemento simples.

Ponto n.® 2

4178 — Considere a fun¢io

1
(x — a) ei—a

r@=-{g

a) Calcule w (a)

b) Assintotas da imagem de f(x).

¢) Expressio linear que mais se aproxima de f(x)
nas vizinhangas do infinite. Diferen¢a entre f(z) e
aquela expressdo linear e sinal de tal diferenga para
grandes valores de |=|.

4179 — Mostre que a equacio
f(@,y) =oyd by —2=0

define nas vizinhangas do valor » =1 uma fungio
y = 3 (x) como sua raiz sob a condigio (1) =1.

Calcule ao longo da imagem de ¢(xz) o valor da
expressio @ f, + yf,. Direecio da imagem referida
naquele ponto e sentido da concavidade nas suas
vizinhangas.

4180 — D& um desenvolvimento em série de potén-
cias de x da fungio

lfa:z
1— a2

f(z) = log

e indique a sua regido de validade. Confirme o resul-
tado por recurso ao desenvolvimento de f'(x).

F. C. L. — Mareuiricas Gerais — Ponto de exame —
i.* Frequéncia (1.* chamada) — 1956-1957.

4181 — Que se pode dizer de um ponto fronteiro a
um conjunto X, quando ele nfio é um a?

b) Mostre que ¢ fechado o conjunto X; obtido pela
adjun¢io a qualquer conjunto X de todos os seus
pontos fronteiros.

¢) Sendo Y o conjunto dos reais nfio contidos em
Xy, mostre que ¥ é conjuuto aberto.

d) Seja X um conjunto com infinitos elementos de
um e outro sinal, elementos sujeitos & condigfo de:

a<|z|<b.

E X limitado? Relacione com a e & os limites
de Weierstrass de X;. Supondo que existem sempre
elementos =z <a+ 1/n e x>b—1/n com qual-
quer n, quais sdo os limites a respeito de X?

4182 — a) Estabelega a (érmula da radicia¢io
de indice n e faca a sua aplicagio ao nimero
z=p(cosmn+isenmn) com m inteiro. Discuta o
resultado relativamente A4 existéncia do valor real da
raiz.

b) Designe [ABCD] e [A'B'C'D'] dois qua-
drados de centro na origem, o 1.° de vértices nos
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eixos coordenados e o 2.° com os lados paralelos a
estes, e inscritos em circunstincias de raio r e ry.
Quais os complexos cujas raizes de indice 4 tém por
imagens os vértices de um e outro quadrado ?

4183 — a) Considere o polindmio real:
f(z)=ag+ay (z—a)+ +-+ +a,(s—a)* para a,>0

Relacione f, f'---f™ com os a; e indique, com jus-
tificacdo, o préstimo da regra de RuFFis1 para o cdl-
culo de tais coeficientes.

b) Mostre que sendo f(a), f'(a)---f™"(a) nio
negatives, a é limite excedente das raizes reais de
f. Supondo que z=a ¢é raiz de maultiplicidade =
de f(z), que polindmios derivados de f(z) se anu-
lam em «? Determinar as constantes = e B para
B0 de modo que o polindmio f(z) =24 +4az®+
+ 222—B admita alguma raiz tripla ndo nula e para
tais valores de = e B calcule essas raizes e dé a
decomposi¢do de f em factores primdrios. Qual o

Medie derf el FLP e FIL P L e il e IR

4184 — Descreva a operagio de condensagio de
uma matriz 4 e o seu préstimo no cdlculo da carac-
teristica, justificando alguma proposi¢io das que,
fandamentam a téenica, aplicando esta mesma técnica
a resolugdo do sistema de equagdes:

4+ y—3z+ u=-—3
204 y+42—2u= 9
z+2y+ z2— u= 4
x4+ y+3z+ u= 9
z+ ¥y + U= a

Determine o de modo que o sistema seja possivel.

Enunciados dos n.** 4175 a 4184 de J. Dionisio.

I S. C. E. F. — Mareuiricas Gerais — 2.° Exame de
frequéncia — Ordinario — 29-6-56.

4185 — Resolver os seguintes problemas :
- &
a) Calcular oy aRe
=g e —x — 1
Rized,

a
&) Caleular Px-logy 1+ ot.

2

2 3 p? 1
R: %logy1+:c*—%+§arc£gmz + C.

¢) Utilizar a sucessdio de Fourier para averiguar
se f(x)=1224 — T3 +1322— T2+ 1 tem raizes
em (0,1). Em caso afirinativo separd-las.

R: Existem duas raizes, respectivamente nos inter-

7 7
wton (0,2) (5.1):

4186 — Provar que quando &, —+ § também

81 +8+--+8,
n

da teoria das séries relacionada com esta propriedade

e mostrar que I (—-1)"k (k constante), embora diver-

gente, é somdvel por média.

Deduzir o primeiro critério de Caveny. Como apli-
céd-lo 4 determinagéio do intervalo de convergéncia de
La,z"?

Definir série ahsolutamente convergente e provar
que a sua soma ¢ independente da ordem dos termos.

—.S. Enunciar alguma proposi¢fo

4187 — Provar que, sendo u = f(z) univalente e
continua no conjunto limitado e fechado Z, a fungio
inversa z=g (u) é continua no conjunto transformado
U=f(2).

Sendo f(x), ¢ (x) e ¢ (x) continuas e derivdveis
em (a,b) e Al (z) = |f" (e) 9'(x) ¢'(x)| a derivada
/(@) 9 (a) 4(a)
F(6) @) @)
/(@) () §()| provar que A’(c) =0
f(a) ¢ (a) ¥(a)
£(6) 9(b) $(b)
onde a <c¢ <<b. Como se deduzem desta propriedade
os teoremas de Liagraxce e de Caveny ?

de A (z) =

4188 — Em que condigdes a equagio f(xz,y) =0
define na vizinhanga de P (a,b) uma fun¢io y (z)?
Admitindo a derivabilidade de y (x) aplicar a regra
de derivagdo das fungdes compostas para deduzir a
” iy ~ fa
ormula — =—"—,

da  f/

' S C. E. F. — Maremiricas Gerats — Exame final —
Epoca de Julho (4 * chamada) — 16-7-56.

4189 — Considerar o determinante | A| = | af|=0
(4¥0 para todos os valores ¢é,k=1,---n) e o
sistema Az, =0 ({,a=1,.--n).

Mostrar que o sistema ¢ indeterminado, indicar o seu
grau de indeterminagio d e apresentar d solugdes
independentes. Qual é a expréssio geral das suas
solugdes ?

R: O sistema € indeterminado em virtude de |A|=
—|A|™ =0 ¢, como M,(A)=|A |~ compl. M (A%
(Jacos1), 86 com r =1 se encontra um menor diferente
de zero. O grau de de indeterminagio do sist serd
d=n—1 e por exemplo, as d solugies

(a}, a}, - a})
(8; 3 83 Vi 3’;)
(al 4.8}, a2y)

sdo independentes como consequéncia da hipdtese pro-
posta,



20

GAZETA DE MATEMATICA

Todas as solugies se contém na férmula

((x)) = BH((x1) + B2((x)) + -~ + B ((x))

ou, mais explicitamente, utilizando as d solugdes acima
apresentadas :

x, = B8l + B'al 4 - + B al
x, = B al + Bt ad 4o+ B aly

D L .

x,=B'aj+Btag+ -+ Al

4190 — Utilizar as teorias da interpolagdo e elimi-
nagio para determinar o parimetro m, por forma
que o polinémio do 3.° grau f(xz), de que se conhe-
cem o0s valores

f(=1)ymm~8
F(0)=m
fl)=m—6
f(2)=m—18

tenha duas raizes comuns com o polinémio =3—5 x2—
—4 x+20. Apresentar a equacio das raizes comuns.
R: Construindo a tabela de diferengas, obtem-se

x| £ (x) |A £ (0| 426 (x)| 437 (9)|

—1|{m—6 6| —12 6
0 m — 6| — 6
l1lm—6 | —12
2|m—18

Pela formula de GrReacory-NEWTON vem

f (x) =f (a) + (x—a) A i(a) (x—a) gtl—a—h) _
_A?f(a)  (x—a) (x—a—h)(x—a—2h) A3f(a)
e = e
(x+1)x

=m—6+(x+1)-64+ — - (-12) +

21
(x+1)x(x—1)

e ST v
31 6=x3—6x2—x+4m

Adoptando o método para simplificar o resultante de
f(x) e do polindmio dado obtem-se ;

1 -5 —4 20
1 —6 —1 m
=1 -1 3 m-—20
1 —2 m-24 20
2| m—34 12 40

Para que existam duas raizes comuns terd de ser

-1 3|=0 o que da imediatamente m = 30
-2 m—34

valor que também anula o resultante. A equagdo das
raizes comuns tira-se do quadro apresentado ou seja
—x24+3x+10=0,

4191 — Seja f (x) definida em (a,d) e

zitay\ () + f(22)
7 (“2—') R e T 1)
com a-<x <xz3<b e A[xy,f(x))]| B[z, f(x5)].
Escrevér a equagiio da corda AB e mostrar que se
dd a desigualdade (1) quando em (z;,z;) a corda
deixa o arco da curva por baixo dela.
Escrever com trés termos a formula de Tavror para
f(x1) e f(x;), respectivamente segundo as poténcias
Ty — T3 Ty — Iy
de 5 3
Concluir dos desenveolvimentos que a desigualdade
(1) tem lugar sempre que f''(x) >0 em (z;,z;).
R: A equagdo da corda AB é

f(xz) — f (xq)

Xz — Xy

¥ T (x)=- (x—x1)

e, se a corda deixa o arco da curva por baixo dela, terd
de ser

£ (x1)+ f(x3) — f(xy) ("1 + x; _xl) o (X: -21* Xz) il

X3 — Xq 2

que conduz imediatamente a desigualdade (1).

A formula de Tavror dd
£(x) = £ (xl gk Kz) i X1;"zf, (xi ';'Xz) 3

2
S o ui
X1 4+ X3 Xz —Xg ,, (X1 — X2
f(xz)—f( 5 )+ = f‘( . )+

L
4 (x2 8X1) £1' (c5)

Adicionando membro a membro e notando que
i
f!'(x) >0 em (x4,x;3), vem: f(x)) +f(xz) >2f (51_21‘3)

ou
£ (x1) +f(x2)

X+ X
f
( 2 )< 2

I. 8. C. E. F. — Maremdricas Gerars — Exame final —
Epoca de Julho — (2.* chamada) — 20-7-56.

c. q.d.

4192 — Considerem-se dois sistemas de eixos coor-
denados cartesianos rectangulares &) Oz, Oy, Uz e
8') Oz', Oy',vz', em que (a,b,c), (a',0,c) e
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(a', ", c") sdo os cosenos directores, respectiva-
mente, de Ox', Oy' e Oz' em relagio ao sistema §S.

a) Provarque L=[a b ¢ ¢ ortogonal.

a' o ¢
[arr B! c!l]

b) Qual é o valorde | L |? Interpretar geométrica-
mente.

¢) As formulas de transformagio do sistema S no
sistema &' sdo, como se sabe,

x'=a x+db y+c z
y'=a' z+b y+c' z
2=a"z+8"y +e'l 2.

Mostrar que a transformagdo é ortogonal e conelunir
dai que a distincia de um ponto & origem é inva-
riante com a transformagio.

R: a) L € ortogonal porque a?+b?4-c2=2a'24+b'24
+c2=2a"24Db"24¢'"2=1 e aa'+bb'+cc'=aa'+
+bb" +ce''=a'a"+b'b" +c'c""=0.

b) |[L|=+1. Se S e 8' coincidem |L|=1; Se
8 e 8' tém os eixos na mesma posigio relativa entdo
|Li|=1 e se ndo tém |L|=—1.

¢) A transformagio é ortogonal porque L € ortogo-
nal. Uma das propriedades aessa transformagio diz
que x?4v2422=x""4y'242'2, o que prova que a dis-
tincia de um ponto & origem € invariante com a trans-
Jformagdo.

h
93 — P A arctg o = aretg ———
4193 Tovar que A arctg®earctg i — ——g

Af(=)

e alog f(x) log[1+ 7@ ]

b) Calcular a"e** e A" (az"+ba"1).

¢) Escrever o polindmio de menor grau que para os
valores 0,1,2,3 toma, respectivamente, os valores
2,8,7,8.

R: a) aarctg x=arctg (x+h)—arctg x e, fazendo
y=arctg (x+h) e z=arctgx vem

Aaretg x=y—=z

tgy —tgz h
l+tgy-tgz 1+ xh+4x?

tg(y—z)=
Entdo

A arctg x=arctg T has
f(x+h
alogf(x)=logf(x+h)—logf (x)=log -L:# =

Af(x)
=1 1 %
* [ )
b) A et x+b . galxth)db __ anxtb | aa xtb (B.h—l)
A" gt xb =gt xt+b (eah_ 1)“

A" (ax"+bx"!)=aA"x"=an!h"

¢) Utilizando a férmula de Grecory-NewToN obtem-se
lindm xS Tx 2
o polinémio —--—2—+T+ .

4194 — a) Aplicar a teoria dos mdximos e minimos
para determinar o cilindro de volume mdximo inscrito
numa esfera dada,

b) Determinar os parimetros o e f§ por forma que
a equagio #® + 22’y + Baxy + 1 =0 defina na vizi-
nhanga de P(1,—1) uma curva y(x) cuja tan-
gente nesse ponto 4 3x -2y —5=0.

R: a) O volume do cilindro vem dado por

h?
V== (RZ - T)h onde R € o raio da esferae h a

_ av 3 h?
altura do eilindro. Como — == (R2— — ), o0 vo-
dh 4
2R
V3’

b) Os pardmetros sdo o=3 e p -—1.

lume mdaximo oblem-se com h =

I.S.C E. F. — Mareuiricas Gerais — Exame final —
Epoca de Outubro — 47-10-56.

4195 — Dado o polinémio f(x)=x3+px2+qaz+r
resolver os seguintes problemas

a) Provar que a condigfo para que as suas raizes
estejam em progressio geométrica é ¢*=p?-r.

b) Calecular a3 f(xz).

¢) Atribuindo a = os valores =y, ®y,x3,2; € Ty,
poderd existir um polinémio do 4° grau que, para
aqueles valores de x, tome, respectivamente, os va-

lores f(zg), f(24), flx2), flxs) e f(xy)? Porqué?
Mostrar que hd uma infinidade de polinémios g (z)

tais que g(x)—f(x) é divisivel por §(x)= ]"[‘ (z—=z).
im0
R: a) Pelas férmulas de Giragp {a+ah+ah?=—p
a?h+a?h?+a?hd=q
athd =—r
o que conduz imediatamente a q3=p3r.
b) a3f(x)=3!h3
¢) Ndo, porque eriste apenas um polindémio de grau
inferior a b que para aqueles valores de x toma os cor-
respondentes valores de f(x). KEsse polindmio tera de
ser necessariamente f(x). Ha evidentemente uma infi-
nidade de polindmios g (x) (de grau maior ou igual a
5) que passam pelos mesmos pontos que f (x) e, por con=-
sequinte, g(x)—f(x) tem as raizes xg, ¥y, X2, X3 €
X4, 0 que o torna divisivel por § (x)=(x—xq) (x—x¢) *
 (x—x3) (x—x3) (x—xy)-

4196 — a) Estudar a independ@dncia das formas
lineares
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Si=ay—az+a3—wy
So=m 2+ 23+ 24
Sfi=maxj+bastcagtday

b) Dada a substituigfo linear y;=ajx;(i,j =
=1,2,.--n) quantos valores de K satisfazem &
relagio Y;=Kxz;? Que sio estes valores em relacido
& matriz }a}{?

R: a) As formas sido independentes com qualquer
das condigbes: ¢ +a, bs=c, bz=d.

4197 — a) Utilizar a relagio y'(1+z+22)=1+22
para desenvover em série de poténcias inteiras de =
a fungdo y =log(l +x+a?).

b) Caleular g, (0,0) para a funcgio

(@ +y)2 (= —y)

'P(x:y)-[ x? +y?
0 (z=y=0)

(@50,y+0)

A equagio ¢ (z,y) =0 define uma fungdo ¥ (x)
na vizinhanga do ponto (0,0) ? Porqué?

Epunciados e solugdes dos n.°® 4185 a 4197 de Fernando de Jesus

I. 8. T.—Matemirioas Gerais —Exame final — 8-10-56.

4198 — 1) Estude a correspondéncia x —e?™i=
em que ® é um nimero real. Diga qual é o micleo
do homomorfismo.

ANALISE

I. S. C E. F. — Axfuise Mateuirica — Exame final
escrito — 20-7-1955.

4215 — Enuncie o problema do desenvolvimento
duma fungfo periddica de periodo 2= em série trigono-
métrica.

Como se obtém a série de Fourier duma fungio f (x)
definida no intervalo (— =, + =) ? Determine a série

Fourier da fungfo igual a

quando x varia entre

— w0 4w,

Prove que a série de Fourier duma fungio ¢ (x)
continua no intervalo (— =, + =) é uma série 86 de
cosenos se ¢ (x) é fungdo par, e 86 de senos se g () é
impar.

R: A fungdo f(x) -l% quando x varia entre

— =% e +w, ¢a fungdo

E
— — para - <x<0

f(x) =
7 para 0<x< + =«

4199 — 2) Na maultiplicidade M, (n—3) consi-
dere o conjunto daqueles vectores para os quais
Hxy — x3 = 0. Formam estes vectores uma sub-mul-
tiplicidade? No caso afirmative diga porqué.

4200 — 3) Prove que se o vector y nfo pertence
4 submaultiplicidade M, de Y, mas pertence 4 ge-
rada por M, e =,z pertence & gerada por M, e ¥

4201 —1') Ry e R, sfo duas rectas paralelas a
ox e Py e P, sio dois pontos respectivamente de
Ry e R,; o dngulo Pjo P, supde-se recto. Diga
qual o lugar do ponto M quando se supde OM | Py P,.

Nota: B necessirio e basta para que M pertenga
ao lugar que a recta perpendicular a OM tirada por
M encontre Ry e R; em pontos P; e P, tais que
P; O P, seja recta.

4202 — 2') Considere a elipse situada no plano
xoy, de semi-eixos 2 e 1. Determine a equagio do
cilindro euja directriz é a referida elipse e cujos pa-
rametros directores sdo (1,1,1).

4203 — 1") Determinar o tridngulo de drea mdxi-
ma tal que x+y=2, sendo = a altura e y a base.
4204 — 2") As equacdes az + sen (x +y) =0 e
az +sen (r—y)=0 definem z e y como fungdes de

= . Determine &_v e ‘E no ponto (0,0,0).
i oo dr

INFINITESIMAL

tem wvalores iguais nos extremos do intervalo e € fungdo
continua.

Os coeficientes da série sdo dados por

T

2rag= f(x)dx
™

+ T
wa,=f f(x) cos pxdx
-7

"
=b, -—j f(x) sen px dx
—

2wan—f 'dx—J —§dx+
_= —x
w2

w
dond. -—
onde 39= —

™ a, = f

+7
- X cos px dx
-+ 2] 0 4

1 [0
coap:dx———f x cos px dx +
2) =

X
como se tem | x cos px dx ==— sen px +-

f ! pxd bl +1cosp + C
— — BN PX dX == — 8€Nn pXx p—— X
P P p?
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Il

1 0
vem wa,= — E}? [cospx] + - | cos px]o

resultando wap =0 ; wayy =

@k+1y

e
Por outro lade = b, uf — |sen px dx = 0
-
Tem-se finalmente
X

2

2 1cos3 +
--—4——: COBX+§ X

+-5;cos5x+—--+ cos(2k+1)x+...]

1
2k + 1)2
4216 — Defina integral duma fun¢8o f(2,y) num
dominio A quadrdvel.
Como e em que condigdes se pode efectuar uma
mudanca de varidveis nesses integrais ?

Calcule
f’ f' dx dy

depois de mudar as coordenadas cartesianas em
coordenadas polares.
R: O dominio A ao qual se estende o integral € o
quadrado de vértices
©,09 (1,0 1,1) (0,1)

Tem-se, pois:

dx dy
4 (4 + X2 4 y2?)372 yz}sfz
g 1 =
0,1) | ( ) T dﬂ = T
/ BT g
5 - pde
(0,9 (1,0) fda’ S T (4 + p2)372
gde
| —m—mm = —— + C
s (4 + P’)” V4 + ¢t b

dx d)

i), J -

“f [5

+frm[

3 (Tda[z_
f o3

cos 0
;/1 + 4cos?6 "3

sen 0
\/1 + 48en?p &

cos §

V5—4Sen_"

sen ]
" VB —4dcosto

23
mas, como €
2cos0
cos 6 1 V5
V5 — 4sen?o 2 /D genh\ 2
/2=
v5)
2senh
sen b 1 = V5
5—4costd 2 S cost\ 2
1-— —
vV &)
vem finalmente
©
dx dy E

JJ.m

[ 2 sen B]T "
-— | are sen ———
v5 o

n~

[ ] [ 2cosa]
— | are sen
2
2
- — =2 e
1 arc sen \/5

y‘z y!
4217 — A equagio diferencial = e : Py
o

(E+x2+y?2” 8

é incompleta e o seu primeiro membro pode visivel-
mente exprimir-se paramétricamente; determine o
integral geral e os integrais singulares.
x2 yz
R: — et ®o 1=0 ¢ a equagio duma elipse
cujas equa-;oes paramétricas sdo: x=acost y=Dbsent
Pondo entio

y=Dbsent y' =acost
vem
dy dy dt dt
ki =——.—=0D t—=a t
Ll = T e . e A
i dx b bt
—_——— - — ¢
e portan e ==t

As curvas integrais tém as equagies paramétricas

b
x=—t+e¢ y=Dbsent
a

a(x—c)
b

O integral geral é y —b-sen =0

Derivando em ordem & constante, e anulando:
a(x—e =
cos A—(fb—) = 0 gquadrando e somando, vem %—z- =1
ou y=+b integrais singulares que se podiam visivel-
mente obter, logo, da equagdo proposta.

4218 — Demonstre fue as fung¢des dum sistema
ortogonal sdo linearmente independentes

Indique a condi¢do necessdria e suficiente de depen-
déncia linear, vdlida para fungdes de quadrado inte-
grdvel, e prove a necessidade e suficiéncia.



