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Sequéncias e séries de malrizes

por Leonidas H. B. Hegenberg

Para que a demonstraciio do teorema de
existéncia e unicidade das solugdes de siste-
mas de equacgdes diferenciais possa ser feita
de modo analogo ao que se empregza no caso
simples (uma equaciio apenas) torna-se muito
conveniente o emprego de matrizes. Depois
das defini¢cbes habituais de tracgo, produto
escalar de matrizes, mdédulo de matrizes
(incluindo as desigualdades de Scawarz, do
tridngulo, bem como a propriedade de que o
moédulo da integral é menor ou igual ao pro-
duto m -n pela integral do médulo—em que
m e n indicam o nimero de linhas e colunas
da matriz, respectivamente) inicia-se o estudo
das séries cujos elementos sio matrizes. Sen-
timos a falta de uma exposicio didatica desse
assunto e foi isso que procuramos fazer no
presente artigo.

Sequéncias de malrizes.

Uma aplicagio dos naturais no conjunto
de matrizes sera definida como sequéncia (ou
sucessio) de matrizes. Se a cada natural se
faz corresponder sempre a mesma matriz M
a sequéncia se diz constante.

Se a norma de A, tende a zero com p
suficientemente grande, p sendo um elemento
do conjunto dos nimeros naturais, a sequén-
cia 6 uma sequéncia nulo (infinitésimo). For-

malmente a sequéncia |A4,| é uma sequéncia
nulo se existe, para todo e positivo e arbi-
trario, um indice p, tal que
4, ]l <= se p>po
Teorema 1. A sequéncia |A4,| é uma se-
quéncia nulo se e sbmente se cada uma das
m -n sequéncias |(aj),| for sequéncia nulo.
Prova: Se a sequéncia }4,| é uma sequén-
cia nulo entio para todo e existe p, tal que
14,1 <e
se p maior que po. Mas o médulo de qual-
quer elemento da matriz 4, é menor ou
igual ao médalo da matriz, de modo que
[(a), ] <e
se p>po o que indica ser a sequdncia dos
elementos (af) uma sequéncia nulo.

Reclprocamente, se a sequéncia dos ele-
mentos é uma sequéncia nulo, é possivel fazer
n -3
| (@) | < —

contanto que p seja suficientemente grande.
E como a norma da matriz 4, é menor ou
igual &4 soma dos moédulos dos elementos
dessa matriz,

4,1 <2 [ (@] <mn——we

o que completa a prova.
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TrEorREMA 2. A finica sequéncia nulo que é
uma sequéncia constante é a sequéncia cons-
tante zero.

Prova: Se por absurdo A4=~0 entfo pelo
menos um dos elementos de A seria dife-
rente de zero. Se a é o mé6dulo desse ele-
mento diferente de zero, || 4| sendo maior
ou igual que o médulo de qualquer dos seus
elementos, || 4||> @, de modo que a norma
de A ndo poderia ser feita menor que « o
que vai de encontro & hipétese de ser |A,|
sequéncia nulo.

Niao é diferente a prova de que a soma de
sequéncia nulo seja sequéncia nulo da prova
Jja feita para o caso de sequéncias numéricas.
Igual também é a prova de que é sequéncia
nulo o produto de sequéncia nulo por uma
constante. Define-se soma de sequéncias e
produto de sequéncias por uma constante do
mesmo modo como no caso de sequéncias
naméricas.

DeriNigRo. Uma sequéncia |4, converge
com limite M se a sequéncia |4, — M| for
uma sequéncia nulo.

Teorema 3. A sequéncia |A,| converge
se e sdmente se cada uma das sequéncias
(@), converge.

Prova: Se a sequéacia de matrizes con-
verge para a matriz 3 entio

|4, — M|l <e

desde que p seja suficientemente grande.
Mas os elementos da matriz 4, — M sio de
médulo menor ou igual ao da matriz de
modo que
[ (@), — mj| <e

o que indica ser convergente, com limite m_;
a sequéncia |(al),| .

Reclprocamente, se cada sequéncia con-
verge para um limite m} entdo, para todo p
maior que p,, se podera fazer

| (af), — mi| o,

com qualquer par de findices 7 e j. Uma
vez que
|4, — M|| <EE|(a)), — mj| <=

segue-se que a sequéncia |4,] converge.

Trorema 4. O limite, quando existe, &
tnico.

Prova: A existéneia de dois limites M e

M implicaria em ser a sequéncia |M — M|
uma sequéncia nulo; sendo sequéncia cons-
tante, segue-se que 6 a sequéncia zero, i. 6,
que M= M.

Teorema 5. (Caucmy) A sequéncia |A4,|
converge com limite M se e sbmenie se para
cada e positivo e arbitrario se puder obter
um p tal que p > p, e ¢ natural qualquer
obriguem || 4, — 4,4, <.

Prova: Se |A,! converge entio existe
Ppo tal que para todo p maior que p, se

tenha:
| 4, — L|| <e/2.
Como
dyo— 4= Ay, — L+ L -4,

resulta, pela desigualdade do tridngulo :
[| dpyo— Ay || < || Apyo— L || +]| L—4, || <&/2+e/2=¢

Reciprocamente, se || A4,.,— 4,| pode
tornar-se menor que um e desde que se faca
p suficientemente grande, entio cada um dos
nimeros

I (a’p+¢): Y (a,, s l

pode ser feito arbitrariamente pequeno com
p suficientemente grande. Isso obriga a con-
vergéncia das sequéncias de nimeros reais
{(@p){(p=1,2,...;r variando de 1 a m
e s de l a n). A convergéncia dessas se-
quéncias implica na convergéncia da sequén-
cia |4,] (pelo teorema 3).

Séries de matrizes.

DerivigRo: Série de termos Ay, dg,«--
é a sequénecia | S;| onde S;=4,+..-4 A4;.
A série 6 designada pelo simbolo:
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Al + Az+---—E(A,.

O limite S da sequdncia }S:| é chamado
soma da série de termos A;, Ag,«--.

TeoremMA 1. A série X A; converge se e
sdbmente se cada uma das séries X (a;) for
convergente, r=1,..-m; s=1,..-n;t =1,2...,

Prova: K consequéncia direta da definigio
e do fato de convergir uma sequéncia de
matrizes quando cada sequéncia formada com
os elementos de uma determinada posigio
converge. A soma S da série é matriz cujo
elemento linha » e coluna s vem a ser a
soma da série X (a);.

Como consequéncia, também aqui se tem
o critério de convergéncia:

CriTérIO : Uma série de matrizes converge
se e sdbmente se dado e positivo e arbitrario
for possivel obter um indice p de modo que
para qualquer natural g se tenha

“Av+ Arﬂ e g o A;I'H'“ <=

Em particular, se ¢ = zero, resulta como
corolario: que o termo geral de uma série
de matrizes deve tender a zero em médulo
nas séries convergentes.

DeFisigXo: Uma série de matrizes m >< n
de termos A;,Ay,..- converge absoluta-
mente se cada uma das m-n séries X(a)?!,
t=1,2,... é absolutamente convergente.

Teorema 2. A série A4; + Ay + --- con-
verge se converge a série || Ay|| + || dg||+---.

Prova: basta lembrar que

| Ags + oo+ A | <UL i || + 2= + || Ais ]

TeoremMA 3. Se converge a série X || 4;||
entio cada uma das m.n séries 3 (a)’
(i=1,2,...) é absolutamente convergeate.

Prova: K suficiente considerar que
| (@i | <I] 4l
r=1,.com;a=1,esin3t=1,2,...,

Segue-se que convergindo a série I || 4;||
entio a série X 4; converge absolutamente.

TeoreMA 4. A soma de uma série absolu-
tamente convergente nio depende da ordem
em que sio tomados os termos da série.

Prova: Seja a, = | 4.||; por hipétese
Y a, 6 convergente. O teorema anterior afir-
ma a convergdncia da série dada X 4,; seja
S a soma da série. Efetue-se uma permu-
tagio qualquer dos termos dispondo-os em
uma nova ordem que da a série X 4;,. Con-
side se a reduzida que contenha todos os ter-
mos da reduzida de ordem n da série dada;
aparecerio, em geral, mais alguns termos
de indices n+ a,n + B,-:-. Isto é, sendo

s, =Ay+ A, +--+ 4,

construiu-se s, tal que todos os termos de
s, ai aparecessem :

Sp=Ay 4t Ap=Agt o+ A+ Ayt o+ Ay
Fazendo a diferenca:

Ialn _aul-lAnM+"'+ Aa+l|
<Opig 0 Oy

que se pode tornar menor que qualquer
namero pela convergéncia de Xa,. O fato
de ser a sequéncia |s, — s,| uma sequéncia
nulo mostra que |sa| e |s,| tem o mesmo
limite quando = cresce; ou seja, as séries
34, o X 4, tem mesma soma.

Séries de fungdes.

Seja dado um conjunto C de matrizes.
Se a cada X de (' se fizer corresponder
uma outra matriz A4,(X) com n=1,2...,
entio o par de sequéncias de matrizes :

(14, (X){ 18.(X) 1)

onde S,(X)=4,+ 43+ ++- + 4,, é cha-
mado série de termos Ay, dg---.
Se existe uma fungdo (matricial) S(X) tal
que
lim 8, (X) =8 (X)

essa funciio S(X) é a soma da série.
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DerivigXo: A série 4;(X) + 45(X) + -
converge uniformemente para a fungio S(X)
no conjunto C se (e sdmente se) dado e
pusitivo e arbitrario existir um nimero natu-
ral n; que depende de & mas que nio de-
pende de X escolhido em € de modo que:

n > ng

Nota: No caso particular em que C' é um
conjunto de matrizes 1:><1 tem-se
as séries de matrizes fung¢des de uma
variavel. As definicdes e teoremas
nio sofrem qualquer alteragio.

Il S"(X) -'S(‘Y) ” <e

Teorema 1. Uma série de matrizes
Ay (X)) + A5(X) + .-+ 6 uniformemente con-
vergente em C' se e sdmente se dado e posi-
tivo e arbitrario existir um =, independente
de X escolhido em C' tal que para m X my
e n X mg
[18.(X) = Su (X) [[<e.

’

Prova: A necessidade da condigiio é facil-
mente verificada e fica proposta como exer-
cicio. Veja-se a suficidneia. Escolha-se X de
C. A série 4,(X)+ Ay(X)+--. fica sendo
série de matrizes constantes (no sentido con-
siderado anteriormente). Essa é uma série
convergente de vez que satisfaz a condigiio
de convergéncia (de Caucny). Existe, pois
uma soma S(X), definida para cada X.
Em outras palavras, para cada X de C
existe o limite ,lim S,(X) e é uma funcio
S(X). Segue-se que na relaciio

ISs (X) —Sa(X) Il <

para todo m>ng @ n\n, o primeiro membro
tem limite quando = cresce o que implica:

lim||8,(X) — 8, (X) || <
donde

18(X)=8,(X)| <= para todo m > np

e mn, independente de X o que significa,
pela defini¢io, que a convergéncia é uniforme
em C.

TeoreEmA 2 (WEIERSTRASS). A série 4,(X)+
+ Ay(X)4+.- 6 uniformente convergente se
cada uma das fungdes A4;(X) é limitada para
X em C':

N4:(X) N <e

sendo ¢;+4cg+ -+ uma série convergente.
Prova: Se a sequéncia |X,| é arbitraria-
mente escolhida em C, pelo fato de se ter

|I An-}-l {‘ p)+ Het +An+k {Xp} ||<cu+l Pz At +cu+k

e sendo ¢;+4¢94---- uma série convergente
esta satisfeita a condigio de convergéncia
uniforme da série de matrizes, pois o primeiro
membro se pode tornar menor que um & posi-
tivo e arbitrario qualquer que seja X desde
que nXm, precisamente o n, adequado para
a série de termos constantes ;4 cg+ ..«

TroreEMa 3. Se a série 4y (X)+ Ay (X)+ ...
converge uniformemente em C, e se cada
uma das matrizes A;(X) é continua em €
entio a soma S(X) da série também é con-
tinua.

Prova. A série dada sendo convergente,
existe a soma S(X). Pela definigio de con-
vergéncia existe um indice n, a partir do qual

[1S (Xo) — 4, (Xo) || < e/t

sendo X; um ponto qualquer de C'. Verifi-
cando-se também

[18(X)—4,(X) || <e/4
para o mesmo mn; que independe de X.
Pondo S(X)— S(Xp)=A48 e A4,(X)—
— A, (X) = A A resulta combinando as duas
desigualdades precedentes

;>0

lAS —Aad]<e/2
Mas,
|AS||=||AS—AA+AA4]|
</[AS—Aad|+]lad].

Pelo fato de serem continuas as matrizes
A;(X) com X em (' é possivel fazer A A
menor que ¢/2 desde que se tome X numa
vizinhanca conveniente de X, isto é, desde
que se tome X tal que || X— Aj|Le. O se-
gundo membro pode, portanto, tornar-se me-
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nor que ¢ desde que X permaneg¢a numa
vizinhanga conveniente de X, e isso prova
a continuidade de S (X).

Séries de poténcias.

DeriNigXo. A série Cy+Cy A+ Cy 424
+..-4+Cp A"} .+, em que as matrizes 4 e
C; ecom j=1,2,..., sio matrizes quadra-
das m><n 6 chamada série de poténcias.

o0
Trorema 1. Se a série numérica D, || Cp || -
n=0
|| A||* converge entio a série de poténcias
3 (), A* converge absolutamente.
Prova: porser || C,A*|| Z || Cull || 4] &
tese resulta imediata.

TeorEMA 2. Se a série X||C,|| - || 4|* con.
verge entio a série 2| C,| || X||* converge
se |X|£L| 4| sendo uniforme a conver.
géncia em todo o intervalo [0, 4][].

Prova: Se a série converge a sequéncia
dos termos é uma sequéncia nulo o que a
obriga a ser uma sequéncia limitada:

M

>0, donde || G, <

Ne.alr<m,
e isso acarreta
[ X1

Tl C, X zu(_)
he.x<s M (o

donde, pelo teorema anterior, resulta a con-
vergéncia de X C, X", convergéncia que é uni-
forme no conjunto 0 L || X|| < 4] .

CoroLARrIO. A série de poténcias Cy+ C) X+
+CoX2+...+C, £ +..- converge absolu-
tamente se |[X| £L| 4|] sendo uniforme a
convergéncia em 0 Z || X|| < 4] .

Caso particularmente importante é aquele

em que 0..=£I,m=1,2,---. Uma vez que
m

a série de nimeros nio negativos

AP Al
]_+”A|l +”_l+...+u
2! m !
converge qualquer que seja o valor de 4, se-
gue-se que a série de matrizes :

e

Az A
E+4Ad —dd — 4o
21 ml

converge absolutamente qualquer que seja a
matriz quadrada = dimensional A sendo
uniforme a convergéncia no conjunto 0L A4
em que ¢ é um ndmero positivo qualquer.
Essa é6 a chamada série exponencial que se
designa por e4 ou por exp A.

TeorEma 3. Se A e B sdo duas matrizes
quadradas, de mesma ordem, taisque AB=BA
entdo exp (A+ B)=exp A.expB.

Prova: Em primeiro lugar verifica-se que
a série matricial

E+(A+B}+%{A2+2AB+B=}+

1
+37(4+384'B + 348 + BY) + -+

converge absolutamente desde que qualquer
soma parcial da série

1
1+ (1 41+1BI) + 5 (14l +2{| 4Bl +1IBIP) + ---

é menor ou igual a exp|| 4| .exp| B .
Em seguida dispde-se os termos da série
absolutamente convergente

1
E +(A+B) + 5 (42 + 24B + BY + -

em grupos de modo que o primeiro grupo
nio contenha B; o segundo contenha B
mas ndo B2; o terceiro contenha B, B2
mas ndo B3%; e assim por diante. A soma de
cada um desses grupos sera, respectivamente
exp A; (exp A) B ; (exp. A) B2; etc. A soma
da série
E + 4 +B+%(A2+2AB+BZ)+--~

é, por conseguinte, (exp A) . (exp B). Como,
por hip6tese A e B sio comutativas, tem-se
também exp (A4 + B). Vale a pena observar
que essa conclussio ndo é necessariamente
correta se A4 e B nio forem comutativas.
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