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donde

x+y=2k~= (k int.°).

Entrando com este valor na primeira das equagies (1),
vem também:

+2sen a . cos ya—aena

donde (para a ==k )

X
cos8 —

2
)=11 ou x—-y=2k’ni§ (k! int.?).

Do valor da soma e da diferenga entre x e y obtem-se

a solugio
2 2
x=(k+k)n+ = ¢ yo(k—kl)nFoe
3 3
que satisfazem & condigdo do enunciado.

No caso de ser a =k =, a segunda das equagdes (1)
daria

12-coax_y- =1

o que conduzia ainda ao mesmo resultado.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Marteudlricas Gerais — 2.° exame de fre-
quéncia — 1957.

Ponto n.° 1

4223 — Estabelega a equagio da esfera que é tan-
gente ao plano x +y + 2 (2 —1)=10 e contém a cir-
cunferéncia

{._,;z.,.y=+8m—8y+27—0
z2=0

4224 — Defina intervalo de convergéncia de uma
série S (x) = Za, 2" e descreva um processo para a
sua determinagio.

Mostre que S (x) tem sempre algum ponto de con-
vergéncia, qualquer que seja a sucessfo a,. Qual é
esse ponto ?

Se S (a) convergee S (—a) diverge, qual o inter-

valo de convergéncia ? Razfo disso.
pintt

Estude 8§ (z) = Z m (intervalo de con-

vergéneia e unatureza de série no extremo superior
desse intervalo).

4225 — Defina fungdo continua f(z) em X fe-
chado, e mostre

a) Y = f(X) ¢é sempre limitado.

5) Se uma tal funglo se anula sobre =, —+a (a
ponto de acumulagfo de X), qual é o valor de f(a)?

1 .
¢) Considere f(z) = =" cos = (x0) com n na-

tural. Calcule w (0). Com que valor f(0) fica f(x)
continua no ponto xz=07?

d) Determine f'(x) (¢£0) e f1(0) (n>1) e
indique o menor valor de n para o qual f'(x) é
continua no ponto » = 0.

4226 — a) Usando o teorema de Biner-Cavcay,
relacione a caracteristica do produto P=AB com as
caracteristicas de 4 e B.

Se A é regular, que particularidade se verifica?

Justifique.
5) Determine % de modo que
2 1 -3
0 3 k
0 4 -1

tenha um valor préprio nulo.
¢) Valores e vectores préprios da matriz para esse
valor de .

Ponto n.* 2
4227 — Um plano ¢ tangente a esfera
224+ 2422 =062—-5
e o seu trago em X OY ¢ a recta de equagdes
y=awx+1, 2=0.

a) Dé a equagio desse plano.
Variando a, cada posi¢io daquela recta é sempre
traco de um plano tangente:
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b) Determine o valor de a ao qual corresponde
um plano tangente paraleloa Oz.

¢) D& as equagdes do lugar dos pontos da esfera
que sfo pontos de contacto dos diversos planos tan-
gentes correspondentes aos diferentes valores de a.

4228 — Defina convergéncia uniforme de § (z) =
= Zu, (#) no conjunto X e mostre que, sendo Xa,

* (=) [ <1 para todo
a'l

o » de X,S (x) converge uniformemente em X.
b) Sendo u,(x) continua em X (fechado), e desi-
gnando z; um ponto de acumulagio de X, qual o
limite de S (x) ao tender = para my?
Bptude s sinie. 5 - (22} " \(iateryal
¢) Estude a série §2ﬁ (—2-—) (intervalo
de convergéncia e natureza da série nos seus extre-
mos) .

absolutamente convergente e

4229 — Designe f(x) uma fungio definida e cres-
cente em (a,b), continua em qualquer intervalo
(@ +s,b—¢) mas nfio continua em (a,bd). Mostre
que existem f(a+0) e f(b— 0), relacione esses
valores com f(a) e f(b), respectivamente, e supondo
Sf(a+0). f(b—0) <0 mostre que é f(x') =0 com
algum @' interior a (a,?).

Se, mantendo as restantes condigdes, se consente
um nimero finito de pontos de descontinuidade inte-
riores a (a,bd), mostre que w (x) tem valores extre-
mos.

Calcule  » (0) e f'(0) para

ot
f($}='m;(w=/=0)
fO) =0

4230 — a) Mostre, que sendo independentes as
n (<< m) primeiras linhas da matriz 4= |af| (m < n)
sfio compativeis a n primeiras equagdes do sistema

a}:ﬂ['f'"—f'a?:ﬂ""cb'

a‘:n;t’!"*"" +a‘|1na:n_‘bm

Indique um determinante prinecipal e a condigdo de
possibilidade do sistema.

b) Usando os teoremas de Cramer e Roucng, dis-
cuta e resolva o sistema

z— y+42+2u=-—1
20+3y—2+ u =3
2+2y—2— u =3
2x+2 s2toau =f

para diferentes valores de « ¢ B.

1. 8. T. — Maremiricas Gerais — Exame de Frequén-
cia — Curso Geral — 2-957.

Teoria

4231 — Teorema de
linear.

Krosecker e dependéncia

4232 —Produto externo e produto misto de vecto-
res — definigfio, propriedades e significado geomé-
trico.

Prética

4233 — Se =z, 2, e z3 sdo complexos correspon-
dentes aos vértices (contados no sentido directo) dum
tridngulo no plano de Areaxp, de lados a, b, c e
dAngulos 4, B, C, prove que

i . (cos C + isen C)
23 — 23 b
23 —

¢
= — (cos A — i sen A)
&3 — B3 b

(i - unidade imagindria) e, em seguida, utilizando a
identidade

(21—20) + (22— 23) + (3 —2) =0

prove que
a b ¢

send senB  senC

4234 — Mostre que

1 0o of
1 o o o
1 o3 o of

1 ot o3 o?

sendo © uma raiz complexa da unidade, de indice 5.
Nio se esque¢a que o ¢ uma raiz primitiva e por
isso0 é

1+ ot+o?+odtol =0

4235 — Considere o sistema

z+2y+az=11
22— y+3z=c¢
z+Ty+32=24

e determine os valores de a e ¢ para que o sistema
seja:

1.° indeterminado

2.° impossivel

3.° determinado.

Resolva no primeiro caso.
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I. S. T.—Mareudiricas Gerais—Exame de Frequéncia
— Curso de Quimica — Fev. 1957.

4236 — Verifique que {/3 nfio é um mimero racional
e escreva duas classes contiguas de nimeros racionais

que definam /3.
4237 — Mostre que, sendo wug,uy,uz, -, u,, -~ uma
sucessfio convergente, pode extrair dela uma infini-

dade de sucessdes, distintas a partir de certa ordem,
convergentes para o mesmo limite.

4238 — Mostre que a fungdo

(22 +3) 2 +y («* + )
(22 +3) (@2 + 9

¢ continua no ponto (0,0).

Sle,y) =

4239 — Determine se a fun¢fo e (senz—1) é pe-
riddica e calcule os valores de z que a tornam nula.

" 4240 — Mostre que o conjunto dos muiltiplos de 6
e o conjunto dos muiltiplos de 3 formam dois grupos
e que um deles é invariante do outro. Construa o res-
pectivo grupo factor e aplique o teorema da homo-
morfia.

4241 — Dada uma multiplicidade vectorial a 4
dimensdes, encontre uma base independente para a
submultiplicidade gerada pelos vectores (1,1, 2,—1),
{2) 1) = 1}0}! (8: 5! 1! S 2)‘

4242 — M; ¢ um médulo com respeito a um corpo
e tem 5 dimensdes. a,b,ceM; sdo 3 vectores inde-
pendentes. Determine quantos vectores independentes
ha no conjunto € =| my, ms, my, my, ms}, com:

m= Ta+ 36— 23¢

mz-=11 B-— 17(‘
m; = a7 C
my=19a + 13¢
ms= a4+ 936+4+197c¢c.

I. 8. C. E. F. — Maremdricas Gerais — 1.° exame de
frequéncia ordinédrio — 15-2-57.

(01234

u|21mlTa
dum polinémio do terceiro grau, determinar m e =
por forma que a soma das suas raizes seja ignal a
unidade.

b) Aplicar a teoria dos determinantes ao estudo
do sistema

4243 — a) Dada a tabela de valores

r=6—y—2z
u=1+z2
t=1+4y
Yy=23z

R: a) O problema pode resolver-se, por exemplo, do
segquinte modo: o polindmio py x3 4 py x2 + ps X + p3
satisfaz is condigbes
ps=2
Po+p1+pz+ps=1
8po+4p+2p2+py=m
127po+9p1 +3p2+p3 =17
64py+16p1+4p2+ps=n

P1

L ]

Po

e deste sistema obtem-se com muita facilidade a solugio

po=1
Pi=s=il
p2=—1
ps =2
m =4
n=46.
b) A matriz do sistema 7O 1 1 17
1 0 0-1
0O 0-1 1
0 0 1 —1_1 ¢€sin-

gular e tomando para determinante principal
A0 1 1]|=l

1 =0
0 0 -1 constroi-se o unico determi-
nante caracteristico A'=|0 1 1 6|=1
1 R I 67 |
0 0-1 1
o 0 X 0 que,

sendo diferente de zero, justifica a impossibilidade do
sistema (teorema de Roucus).

4244 — a) Provar que o resto da divisdo do poli-
némio f(x) por (x —a) é f(a) e apresentar a re-
gra que permite obter os coeficientes do polinémio
cociente. Quando estes e o resto sfo positivos, que ¢
a em relagio aos zeros de f(z), f'(x), f"(x),
ete. ? Porqud ?

Achar o resto da divisfio de f(x) por H (x—=),
i=l
supondo conhecidos os restos da divisio de f(x) por
(z =) (i=1,.n).

b) Anunciar a condi¢io necessdria e suficiente para
que dois polindmios f(z) e g(x) admitam raizes
comuns. Definir sub-resultante de indice 7.

Supondo que f(x) e g(x) admitem em comum
uma unica raiz, designando por R; o sub-resultante
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de indice 1 e por R} o determinante que se ohtem
de R; substituindo os elementos da iltima linha pe-
los correspondentes na pemiltima linha do resultante
mostrar que, se for A a rafz comum, R, 2 + R} =0
e inversamente.

4245 — a) Definir produto de matrizes e mostrar
que o produto de duas matrizes hermiticas 4 e B 86
é matriz hermitica quando 4 e B sfio permutdveis.

Enunciar o teorema de Bixer-Caucay e provar que
para as matrizes U(m><n) e V(n><m) se tem
|UV|=0) com m>n. :

&) Definir valores préprios A, (r=1,.:.-n) da ma-
triz C=)c!! e mostrar que T ef=X), e mh, =|C]|.

Provar que as matriz C e T—'C T tem os mes-
mos valores proprios.

I. 8. C. E. F. — Mareudrioas Gerais — 1.° exame de
frequéncia extraordinédrio — 3-4-57.

4246 — Resolver os seguintes problemas:
a) Achar a equagio.das raizes comuns dos dois
polinémios -
-2 +2x—2=0
23 —3a2—4x+12=0.

b) Estudar o sistema
z+hy+2=0

z+ y+z=0
Ae+ y+z=0

pela teoria dos determinantes.

R: O resultante R dos dois polindmios pode obter-se
adoptando a seguinte disposigio de cdleulo

) I [ T T

T RN |
T e A
A= 350 =a
7| 1 =

R=|—1 =6 14 | =0

—1 15 — 12
1 5 —14 e o primeiro sub-resul-
tante diferente de 0 é Ry=| —1 —5 | = —50.
-7 15
Como Rl=| —1 14 | =100
l -7 -2 | a equagdo das raizes

comuns ¢ —H0x+4+100=0-x=2 ¢ pois a raiz comum
aos dois polindmios.
b) O sistema e homogeneo e portanto admite a solu-

¢iio nula [2=0
y=0
2=0. Se for indeterminado admitird
também solugfes ndo nulas, isto é,se |1 L 1 |=0,
1 IS N
7 ol I0ea |

condigiio que € satisfeita com h=1. O grau de indeter-
minagdo serd dois e o sistema € equivalente & equagdo
x+y+z=1.

4247 — Como se justifica a determinagdo do m. d.
e. de dois polinémios 4 e B pelo método das divi-
sOes sucessivas?

Enuncie o teorema de EvrLer.

Considerando o polindmio f(z) = pga" + pyra""' +
+ «++p, de coeficientes reais, provar que o
limite excedente do mddulo dos zeros de f(z) ¢
r Py + mix. P;

— 7,

Mostrar que se o polinémio admite a raiz
a+ bi também admite a raiz a — b7 e apresentar o
resto da divisfo de f(z) por 22 —a.

, com |p;| = P;.

4248 — Provar que o quadrado de um determi-
nante qualquer é determinante simétrico.

Considerando a substituigio linear y; =a* x, (i =
=1,:--n;a=1,..-n) com mddulo de transformagio
| A] = |af| qual é a substitui¢lio inversa? Se z; =
=% y,, qual é o mddulo de transformagio de
#=ck o, ?

Mostrar que os valores A que satisfazem a relagéo
9, = ha; s3o os valores proprios de |af|.

GEOMETRIA DESCRITIVA

F. C. L. — Geouerria Dgzscritiva -- Exame filnal —
10-1955.

4249 — Dado um cone achar a natureza da secgio
nele efectuada pelo segundo bissector. Determinar um
ponto da secgdo.

4250 — Dada uma superficie de revolugio achar
o plano tangente paralelo a uma direcgéio, sendo
dado o meridiano onde existe o ponto de eontacto.

4251 — Mostrar que o centro dum anel ¢ um sub-
-anel.



38

GAZETA DE MATEMATICA

4252 — Mostrar que o ideal direito gerado pelo
idempotente e = ¢? é de forma e 2.

4253 — Seja (1,2,+--n) um conjunto de ndime-
ros inteiros e seja f uma aplicaglio deste conjunto
num conjunto E [ f(7{) e E]. Seja oe &, permuta-
¢do do grupo simétrico e defina-se a nova aplicagio

af =t
por

s f(f) =f(s"i).

Mostre que a correspondéncia f—»s f ¢é biunivoca

F. C. L. — Geomerria Descrimiva — 2.° exame de fre-
quéncia — 2.* chamada — 28-5-57.

4254 — Dado o subespago de R;

ALGEBRA

F. C. L.— Arcesra Sueerior — Exame final — (4.*
chamada) — 7-1955.

4258 — E dado um anel simples 2 tal que 22=9.
Mostre que a caracteristica do anel é de ordem prima
ou infinita. Anel simples é todo aquele que tem 8o~
mente como ideais bilaterais o ideal zero e o ideal
unidade.

4259 — E dado um grupo G; sabendo que § con-
tido no centro é um invariante, mostre que sendo
&/$ ciclico, entio & é abeliano.

2P —
4260 — Dado
L -
que o polinémio que se obtém substitwinde =« por
x4+ 1 é irredutivel em £ [x] em que & ¢ o corpo
dos racionais.

4261 — Mostre que sendo A matriz diagonal,
qualquer poténcia de A ¢ diagonal. Sendo A4 nor-
mal mostre que existe B também normal tal que
B¥ = A qualquer que seja K> 0.

4262 — Sendo f(x) e g(x) dois polindmios e
tendo f grau maior do que g, mostre que se f(x)+
+ig (x) tem todas as raizes imagindrias e do mesmo
lado do eixo real, o polinémio

F)=p-f(z)+q-9(2)

tem todas as raizes reais e distintas para quaisquer
valores reais de p e g¢.

1
1 =g 4 . 4 1 mostre

Sy +4m+ 23+ es=1
L .54+2255—2
2y — 3 —2y=23,

determine a sua parte imprépria quando da passz:\-
gem a Pj;. Determine pontos linearmente indepen-
dentes de L (em Pj;) que o gerem.

4255 — Seja L um subespago de P, e ¢y, Q1,@
trés pontos distintos e nio colineares. Mostre que o
plano definido pelos trés pontos estd contido em I .

4256 — Dado o hiperboléide de revolugiio gerado
por uma recta enviezada com o eixo e um ponto, ve-
rifique se 0o ponto pertence ao hiperboldide. Dado um
ponto anterior determine o plano tangente que passa
pelo ponto e tem o ponto de contacto sobre um para-
lelo,

4257 — Dado um cone e uma recta determine os
pontos de intersecgfio de cone com a recta.

SUPERIOR

F. C. L. — Avcenra Surenior — Exame de 2.* frequén-
cia — 1956.

4263 — Reduza a um polindmio nas fungdes simé-
tricas fundamentais,

S (g @3 y 3) = (g — )% B3+ (21 — 23)% @y + (22— 23)? =4

4264 — Prove o teorema fundamental relativo aos
polindmios simétricos.
Estabeleca a regra do peso e do grau.

4265 — Quantas raizes positivas, negativas e ima-
gindrias tem o polindmio,

Sflx) = a5 —at + 1.,

Justifique : Até quantas varia¢des pode ter o trans-
formado de Graerre de f(x)?
Calcular esse transformado.

4266 —a) Condigdo necessdria e suficiente relativa
a série de Srurm de um polinémio f (x) de grau n para
que este tenha n raizes reais e distintas. Justifique :

b) Mostre que sendo os coeficientes iniciais da
sucessfio de Sturm alternadamente positivos e nega-
tivos, a sucessio ndo pode ser completa,

F. C. L. — Avaesra Surerior —2.° exame de frequén-
cia 27-5-57.

4267 — a) D@, justificando, a condi¢io necessdria
e suficiente, relativa aos valores prdprios de uma
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transformag3o linear 4, para que esta seja nilpo-
tente.
b) Sendo ¢ o indice dessa transformagio, supo-
nha que é
d (Fy) =1 (Fy espacgo nulo de A)
d(Fi)y=d(F)+1  (j=1,2,-,¢-1).

Mostre que estas condigdes implicam certo valor
para o indice g.

¢) Indique a base do espago em que a matriz de
A assume a forma de Jorpas e construa esta matriz.

4268 — a) Relacione os valores préprios e os vee-
tores préprios de duas transformagdes lineares em
8., inversas uma da outra.

b) Relacione também os multiplicidades algébrica
e geométrica dos valores préprios.

¢) Relacione os polindmios minimo e caracteristico.

4269 — a) Mostre que o subespago F gerado
pelos vectores proprios de uma ¢2. 4 em &, 6
invariante para 4.

b) Se A ¢ hermitica, prove que Il também é
invariante para 4. Que concluir pode extrair?

4270 — a) Seja A uma ¢./. com uma base orto-
gonal de vectores proprios e que admite valores todos
da forma e'*. Verifique que 4 ¢ unitdria.

5) Renunciando 4 ortonormalidade da base de vec-
tores proprios, A permanece no entanto semelhante
a uma matriz unitdria. Justifique.

4271 — Reduza a um polindmio nas fungdes simé-
tricas fundamentais a fancdo
(1 + 29)° 23 + (@1 + )" @F + (g + 205)° of
F. C. L. — Aromsra Surearor — 1.* frequéncia — 4.4
chamada — 19-2-57.

4272 —Dado um anel simples G=¢; S+ -+ +¢,8
em que 08 e; sio idempotentes ortogonais primitivos
provar que & ¢ um anel simples de Noerues.

4273 — Supondo que A & soma directa de ideais
bilaterais simples A = Ay + -+ + A, , se for B um
ideal bilateral de 2, provar que é

=0+ Ay + - + A,

4274 —Dado um mdédulo M —0, provar que a tota-
lidade dos endomorfismos -2 que aplicam 9 pum
submodulo N — 0 constitui um anel.

Provar que este conjunto constitui um ideal es-
querdo em relagfo 4 totalidade dos endomorfismos -
de M.

4275 — Provar que num grupo finito sfo vilidas
as duas condig¢bes de cadeia.

F. C. L. — Acausra Surerior — 1.* frequéncia — 2.2
chamada — 15-3-54.

4276 — O comutador € dum grupo & ¢é o grupo
gerado pelos elementos da forma aba='56~"'.
Se & for o produto directo dos invariantes

@15"';@.;
B=0xBx-x6,

mostre que € = €;><€;><---<€, em que €; ¢ o
comutador de ;.

4277 — Seja A um dominio de integridade (comu-
tativo) e B o seu anel de cocientes. Prove que T
tem unidade e que as caracteristicas dos dois anéis
sfio ignais.

4278 — Seja 2 um anel ¢ 9B um seu ideal bila-
teral. Mostre que o radical de B8 é RNV, sendo N
o radical de 9A.

4279 —Se & for um anel em que todo o ideal
direito é gerado por um idempotente e em & for vi-
lida a condiglo ascendente de cadeia provar que &
é semisimples.

GEOMETRIA PROJECTIVA

F. C. L. — Geomerria Prosecriva — Exame final —
6-1955.

4280 — Defina as geragdes pontual e tangencial
projectiva das cdnicas, e enuncie os teoremas de
Desareues e Storu, e 08 respectivos casos limite.

4281 — Defina homologia plana e enuncie o teo-
rema que permite definir a sua caracteristica, e o
respectivo coroldrio; defina homologia especial e

homologia harmdnica, enuncie as propriedades que
respeitam as rectas limites de uma homologia, e
defina as homologias particulares que conhece.

4282 — Defina quddricas regradas,’ enumere-as;
conuncie os teoremas que respeitam As quddricas
duplamente regradas e os que se referem as geragdes
de tais quddricas mediante formas projectivas de pri-
meira espécie.
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4283 — Considere a circunferéncia inscrita num
4 _f_ B

quadrade [4 B CD], | ‘ , edefina umahomo-
i O

logia de centro no ponto &, que converta essa cir-
cunferéncia numa pardbola de direcgdo assintética
AD, passando pelo ponto S. Didmetro conjugado
com a direcgio de AC. Eixo e vértice da pardbola.

4284 — Defina uma hipérbole circunscrita a um
trapézio isdsceles dado [4 B C D]. Assintotas e eixo
da hipérbole, e um par de didmetros conjugados.

F. C. L. — Geomerria Prosecriva — Exame de 1.* frej
quéncia — 1.* chamada — 8-2-57.

4285 — Defina projectividade entre duas formas de
1.* espécie. Defina semelhanga e igualdade. Escreva
a equagdo duma projectividade, Supondo esta em
coordenadas abcissas escreva as coordenadas dos
pontos unidos,

4286 — Defina involugfio circular. Considere um
feixe em involugio circular. Pelo centro S do feixe
faga passar uma circunferéncia e construa, justifi-
cando, o seu eixo de projectividade e o seu polo.

4287 — Defina elementos conjugados e elementos
polares em relagio a uma conica. Diga como se pode

ANALISE

F. C. L. — Carcuno InFoviresiMar — 4.* Frequéncia
—1.*» chamada — 11-1-56.

4200 — Considere a quddrica de equagéio
222 — 22+ 3y +222—9=0.

a) Determine o seu centro e direcgdes principais.

b) Classifique a quadrdtica.

¢) Seja E o sub-conjunto de R3 formado pelos
vértices da superficie.

Como s3o constituidos o derivado, o interior, o ex-
terior e a fronteira do conjunto E?

d) Escreva uma equagio candnica da quddrica.

4201 — Seja

z=lao+ Ly + 2+
y=ma' +my' +mgz' + v
z=n 2 + ny +n2' + 5

uma transformagfo de coordenadas.

aproveitar uma coniea para definir uma involugio
sobre as formas de primeira espécie do seu plano.

4288 — Num eixo orientado r de origem O esta-
beleceu-se uma correspondéncia entre as pontuais p
e p' tal que a distidncia PP' iguale constantemente
o triplo de OP.

a) Escreva a equagio dessa correspondéncia; clas-
sifique-a, justificando.

5) Determine os pontos de tuga, norma e pontos
unidos.

¢) Considere a pontual p projectada a partir de
S e a pontual p' a partir de S', estande S e S'
equidistantes de » (distincia 6cm). Classifique a
correspondéncia entre os dois feixes obtidos. Trace um
par de raios homdlogos paralelos e um par de raios
homélogos cruzando-se i distincia de 3 cm de ».

4289 — Ao ponto M de » faz-se corresponder o
ponto M' de » tal que a soma dos inversos das suas
distdncias a um ponto fixo 4 ¢ igual a 2. Equagio
da correspondéncia e sua classificagiio. Pontos anidos
(determinagdo grdfica e analitica). Procure o lugar
dos pontos que projectam ortogonalmente os pontos
unidos, Considere Sy um desses pontos mais afasta-
dos de ». Projecte a partir de S; as duas pontuais
e determine um par de raios homélogos com a incli-

nagdo mitua de % :

INFINITESIMAL

a) Qual a condigdo para que a transformagio seja
ortogonal, isto é, para que tanto as coordenadas
z,y,2 como xz',y',z digam respeito a triedros
tri-rectingulos ?

b) Se f(x,y,z) for uma funglo com derivadas
de segunda ordem e se operarmos a transformagio
indicada mostre que
BF L EF CRE BT
ozt 9y 0# 9= gy os?
se a transformagdo for ortogonal.

¢) No caso particular em que f é polindmio do se-
gundo grau em x,¥%,z mostre que a igualdade ante-
rior nos conduz a um dos invariantes conhecidos da
teoria das quddricas.

F. C. L. — Circuro InxFivirésimarn — 1.2 Frequéncia
— 2.* chamada — 18-1-56.

4292 — Defina conjunto complementar de um con-
junto, indique a classificagio dos pontos de um con-
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junto que resulta das relagdes deste com o seu com-
plementar. Defina fronteira de um conjunto e enuncie
os teoremas que respeitam a tal conceito.

4293 — Vectores colineares e coplanares: defini-
¢bes, posi¢lo relativa e condigdes necessdrias e sufi-
cientes para que tais casos se verifiquem.

4294 — Funcdes de variagio limitada: defini¢do e
propriedades.

Considere em particular o caso das fung¢des conti-
nuas de variagfo limitada.

4295 — Dada a quédrica de equagio
802 =~8axy+3y2—-5622+5=0

a) determine o seu centro e planos principais;

b) classifique a quddrica;

¢) Seja E o sub-conjunto de I3 (espago ordind-
rio) assim constituido: P pertence a E se e 86 se o
ponto P pertence a um didmetro prineipal. Dar as
coordenadas de 3 pontos de E , nfo colineares e in-
dicar como sio constituidos o derivado, o interior, o
exterior e a fronteira de I .

d) Escreva uma equagio canénica da superficie.

4296 — Seja P=f(u) uma fungdo derivdvel qual-
quer da varidvel
u=Ilex+my+nz—ct

com l,m,n e c¢ constantes.
a) Mostre que ® verifica a igualdade
PP 2P 2P 1 9@
a¢2+dy3 Jzt ¢t o
desde que [,m e n representem os cosenos direc-
tores de uma direcgio.

5) Que valor deve ter a varidvel ¢ (considerada
como parimetro) para que o plano

le+my + nz—cié=0
fique tangente 4 quddrica
20 — 8wy —22=47%
I S. T. — Circuro IxFrvitesimar — Exame de Fre-
quéncia — 11-2-57.

4297 — Seja V (¢,y,2) uma fungio homogénea
—

de grau n e harmdnica, e r o vector da distincia

@I+yJ+4z K. Determine as condigdes para que o

vector :/\ (:/\ gradV')

a) seja um gradiente
b) seja um rotacional
¢) seja harmdnico.

4208 — Considere a familia de pardbolas
y=23a%x? —a e determine a sua envolvente;
determine a envolvida correspondente ao ponto

1
:z:=—§-,

vatura da envolvente e da envolvida nesse ponto
a — paridmetro da familia.

y=—2) da envolvente e o raio de cur-

4299 — Considere duas func¢es f(z,y) e g(x,y)
continuas e derivdveis num dominio e anulando-se
num ponto (a,b) desse dominio. Deduza por aplica-
¢do da férmula de TavrLor, as condigdes para que

fle,y)

Lim ———— seja bem determinado.
ez g (x,y)

4300 — Demonstre que as projecgdes duma curva
torsa sobre os seus planos rectificante e normal toma-
dos num ponto, apresentam nesse ponto, respectiva-
mente, uma inflex3o e uma reversio.

F. C. L. — C{vcuro IsFiveresiar — 2.* Frequéncia —
2.* Chamada — 7-5-57.

4301 — Defina comprimento de um arco de linha
rectificdvel, indique uma condigfo necessdria e sufi-
ciente para que uma linha plana seja rectificdvel e
enancie as propriedades que respeitam as linhas pla-
nas rectificdveis.

4302 — Defina envolvente de uma familia de super-
ficies, caracteristicas e aresta de reversio; enuncie as
propriedades da envolvente e aplique os conceitos defi-
nidos a determinagdo da equagdo geral das superfi-
cies cilindricas.

4303 — Defina contacto de ordem »n entre uma
linha e uma superficie, escreva as condigdes analiti-
cas para tal contacto, interprete geométricamente as
condigdes de contacto da 1.* ordem; defina conceito
de osculagiio; indique, justificando a ordem de con-
tacto do plano osculador num ponto duma linha torsa
e defina plano osculador estaciondrio.

4304 — Determine e caracterize os pontos singu-
lares da curva plana de equagio

223 + 6oy —3a2+ By =0,
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4305 — Determine uma equacg8o cartesiana da su-
perficie que é o lugar geométrico das perpendiculares
a superficie de equacio

a?y? = x (b2 — 2?)
conduzidas peles pontos da geratriz de equagdes

z=c, syt —ct—ay=0

sendo a,b e ¢ constantes.

I. 8. T. — Circuro IxFinrresimar — 4.° exame de fre-
quéncia — 27-6-56.

4306 — Calcale A 2"
g(r)

tincia a2l +yJ + 2 K. ¥ dada em coordenadas
r

1+ coso’

equipotenciais correspondentes a ¥ ? Calcule gradV

=
sendo r o vector da dis-

polares a fungfo V = Quais as linhas

4307 — Determinar x,y,z tais que z+y+z=N
e que tornem xz*y®2z° mdximo. (N, a, b, ¢ nimeros
dados).

O conceito de superficie equipotencial e de gradi-
ente poderd ajudar a classificar o ponto de estaciona-
ridade ? Aplique.

4308 — Se uma curva plana é dada em coordena-

1|
das polares » = f(0) e se U = —, mostre que a
r

d: U
curvatura da curva é dada por (ﬁ + U) sen® ¢

sendo ¢ o Angulo entre o raio vector e a tangente.

4309 — Quando é que uma linha assintética duma
superficie pode ser também uma geodésica? Inter-
prete neste caso o teorema de Meusxier.

4310 — Sabendo que as linhas de curvatura duma
superficie podem ser definidas como sendo as curvas
em que as normais i superficie admitem envolvente,
quando é que uma linha de curvatura podera ser geo-
désica? Poderd justificar a defini¢io de linhas de
curvatura, dada anteriormente ?
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Este livro contém, com alguns complementos, a ma-
téria dos cursos que o Autor professa na Escola
Nacional Superior de Aeronautica e na Escola Nacio-
nal Superior de Minas de Paris.

Destina-se assim aos alunos das grandes escolas de
engenharia mas prestard também dJptimos servigos
aos candidatos & licenciatura em ciéncias fisicas.
O leitor deverd jd possuir determinados conhecimen-
tos elementares de andlise e geometria analitica e
poderd aumentar notavelmente a sua cultura mate-
midtica com o objectivo de obter uma boa especiali-
zaglo téenica.

A obra nfo é um tratado de matemdticas aplicadas;
nfo se utiliza a linguagem das aplicagdes e o leitor
nio tem necessidade de possuir préviamente determi-
nados conhecimentos técnicos. Pelo contrdrio é atra-
vés das aquisigdes no campo matemdtico que poders
em seguida abordar a mecinica, a hidrodinimica, a

‘resisténcia de materiais, a fisica geral, a electrici-
dade, ete.

O autor nunca perde a oportunidade de mostrar,
sob forma de exemplos, como se aplicam as matemd-
ticas. Mas estes exemplos que sio particularmente
orientados para a mecdnica racional n3o constituem
passagens essenciais na estruturagio do curso e podem
ser deixados de lado num primeiro éstudo.

Se bem que o livro nfio seja eserito para futuros
matemadticos, estd apresentado sob forma precisa e o
Autor nunca deixou de manter relativo rigor ao longo
de toda a obra. Entretanto, para redigir em cerca de
900 pdginas os elementos que constituem a cultura
matemdtica de base dum engenheiro tornou-ge neces-
sdrio entrar em certos compromissos. Se se nfio hesitou
em utilizar as teorias modernas quando estas pode-
riam simplificar a exposi¢do, reduziu-se no entanto
sensivelmente as passagens puramente abstractas que,
sem inconvenientes de maior, sio apresentados sob
forma intuitiva.

Para que as teorias expostas se tornem provei-
tosas o Autor faz a respectiva aplicacfo sob a forma
de exercicios. Muitos exemplos sdio assim apresenta-
dos no texto e por meio deles se indica como efectuar



