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Introducdo &s éslgebras de Boole

por J. A. Vinha Novais

A leitura dos artigos da Dr.* TEoDORA
AvLves publicados na G. M. (n.” 40-42 e 49)
despertaram-nos o interesse pela Algebra de
BooLeE. Sob a orientacio do Dr. Josg
Moreano estudamos, durante alguns meses
do ano passado, a Teoria dos Reticulados
(Estruturas na nomenclatura de O. Ore e V.
GLIVENKO) de que as Algebras de BooLk sio
um caso particular :

Uma Algebra de Boouk é um Reticulado
distributivo e complementado.

1. Denomina-se Reticulado todo o sis-
tema R[R,\/, A] constituido por um con-
junto & e por duas operagdes, \/-supremo
e A-infimo, satisfazendo aos awxiomas se-
guintes :

R1 (Comulatividade): Para todo o par
x,y de elementos de R tem-se

eNy=yVe 6 aANy=yANx.

R2 (Associslividade) :
x,y,z de R tem-se

2V (yVa)=(@Vy)Vz e e A(yA2)=(xAy)\=

R3 (Absorgdo):
de R tem-se

sV@AY=cA@VY) ==

Para todos os

Para todo o par @,y

Os axiomas da Algebra de BooLk compre-
enderdo, portanto, os axiomas R1-R3 e
mais trés axiomas que (i) exprimirdo que o
Reticulado R ¢ distributivo; (ii) garantirde
a existéncia de um complemento de cada
elemento do Reticulado, para a definigio do
qual é necesséario introduzir (iii) um terceiro
axioma garantindo a existdncia de dois ele-
mentos extremos.

ExemrLo 1. Consideremos o conjunto dos
nimeros reais e nele definidas as operagdes
x\Vy=sup(x,y) e 2 \ y=inf(x,y), isto
é, #\/ y designa o maior dos nimeros x,y
e x/\ y designa o menor dos nimeros z,y
E imediato que o conjunto dos niimeros reais
assim algebrizado constitui um reticulado, isto
é, satisfaz R1—R3.

Exempro 2. Consideremos o conjunto fun-
damental £ e seja & o conjunto dos sub-
-conjuntos (ou partes) de E. Definindo entre
os elementos de B as operagdes |J (reuniio
de conjuntos) e N (intersecciio de conjuntos),
facilmente se verifica que o conjunto assim
algebrizado goza das propriedades R1—-R3,
isto 6, 6 um Reticulado. E ainda um reti-
culado todo o anel de conjuntos, isto é, um
sistema de conjuntos que, com 4 e B, con-
tém AUB e ANPL. Um anel de conjuntos
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que, com A e B, contém a diferengca A— B,
diz-se um corpo de conjuntos.

Exempro 3. Consideremos o conjunto
E=(1,2,3,4,6,12) e difinamos entre os
seus elementos as operagdes \/ e A pelas
tabuas I e IT. Verifica-se que o conjunto F
assim algebrizado goza das propriedades
R1—R3 (O conjunto E é o conjunto dos
divisores de 12).

i

vil1|2|3]|4]|6]|12
1|1|2]|3(4]6 |12
2226|4612
3386|3126 |12
4|44 |12]4[12]|12
66|66 [12]6]12
12[12]12]12112] 12|12
1
Al1[2]3[4]6[12
HEIENESENER K
2121|222
8|[1(1(8]1]|3]|3]
41|21 |al2]4
6|1/2|38|2|6]6
12/1 2|3 |af6]12

Exercicio 1. Considere o conjunto
E=(a,b,c) e forme o conjunto & dos sub-
-conjuntos de F . Algebrize o conjunto @
pelas operagles |U e [ e forme as tibuas
destas operagdes.

Exercicio 2. Algebrize o conjunto dos
divisores de 30 de maneira analoga & usada
no ExemprLo 3 (z\/y 6 om. m. c.e xAy é
o m. d.c. calculados dentro do conjunto).
Considere o conjunto £ constituido pelos
divisores primos de 30 e o conjunto 8={0,
(2), (3), (8), (2,3), (2,5), (3,5), (2,3,D)| dos sub-
-conjuntos de E. Mostre que os reticulados
dos divisores de 30 e o reticulado que se

obtém da algebriza¢io do conjunto &, por
meio das operagdes | e (), sio isomorfos.

Exercicto 3. Mostre que no ecaso do
ExeEmpLo 3 nio existe tal isomorfismo.

2. Algebras de Boole.

Nos exemplos 2 e 3 e no conjunto dos
divisores de 30 (Exercicio 2) existem dois
elementos, @ e b, gosando das seguintes
propriedades aVVax=x e aAx=a, ©
bAx=a e b\ a=>b quaisquer que sejam 08
elementos & do reticulado: no ExempLo 2
é a=0 (sub-conjunto vazio de E) e b=FE;
no ExemprLo 3 é a=1 e b=12; e no con-
Jjunto dos divisores de 30 é a=1 e b=30.
Além disso, no ExEmprLo 2 e no Exercicio 2
(mas ndo no Exempro 3), verifica-se ainda
que, para cada elemento x, existe um outro
elemento, z', tal que x\/a'=b e xAx'=a:
no ExempLo 2, se o representa determinado
conjunto de &,z representa o conjunto for-
mado por todos os elementos de £ que n#o
pertencem a &; no Exercicio 2 tem-se
1'=30,2'=15,3'=10,..- pois que 1\/30=
=30 e 1A30=1, 215=-30 e 2A15-=1,
3v10=30 e 3A10=1,.... No ExempLO 3
ha sbmente dois elementos que gozam desta
propriedade, a saber, 3 e 4.

A existéncia de reticulados nas condicdes
anteriores legitima a seguinte

Derivigio 1. Uma Algebra de BooLk é
um sistema &#[R,\/, A], constituido por
um conjunto £, de elementos x,y,z,---,
e por duas operagdes \/ (supremo) e A
(infimo) satisfazendo aos seguintes axiomas :

| Grupo:
R1. zVy=yVa e aA\y=yAx
2. 2V (yVa)=(xVy)\Vz
e Ay A2)=@AYy) Az

R3. z\V(Ay)=zAxVy)=x
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Il Grupo:

D. zV(yAz)=(@Vy)\=V?2)

e zA@yV2)=(@AYV(@Az2) (1)
Il Grupo:

B1. Existe um elemento 0 e um elemento
I de # tal que x\VO0=2 e 2 A0=0 e
x\/I=1 e # AI=wx, qualquer que seja x
de &,

B2. Para todo o elemento » de # existe
um elemento ' de # tal que

zyax'=I e xA\2'=0.

Comparando as duas expressdes que cons-
tituem cada um dos axiomas verificamos que
cada uma delas se transforma na outra
quando trocamos as operagdes \/ e A e
os elementos O e I; deste facto resulta o

Principio da dualidade: Numa Algebra
de BooLs, de uma proposigdo verdadeira de-
duz-se wma outra proposicdo verdadeira permu-
tando as operagbes \/ e A e 08 elementos
(e T

A proposicio assim deduzida dé-se o nome
de proposicio dual da primitiva; se a per-
mutagio das operagdes e de O e I nio al-
tera a proposigiio, a proposi¢io diz-se auto-
-dual. O leitor reconhece imediatamente que
todo o corpo finito de conjuntos é uma Alge-
bra de BooLE.

Uma Algebra de BooLE admite uma repre-
sentagio grafica muito simples que permite
visualizar -as suas propriedades. Tomemos
para representagio de I o conjunto dos pon-
tos do quadrado (fig. 1); para O o sub-con-
junto vazio dos pontos do quadrado; os ele-

(1) Para manter a simetria entre as duas expres-
sdes que constituem cada um dos axiomas, considera-
mos as duas expressdes de D como axiomas embora,
como a seguir veremos, qualquer delas possa ser dedu-
zida da outra e do I Grupo de axiomas.

mentos x,y,---, serido representados por
sub-conjuntos de pontos do quadrado. Para
complemento de um elemento 2 toma-
mos o counjunto complementar do conjunto
que representa x, isto é, o conjunto dos
pontos do quadrado que néo pertencem a .
O supremo e o infimo de dois elementos se-
rao representados, respectivamente, pela reu-
niio e pela intersecgio dos conjuntos que
representam 2 e y. HEsta representacio é
conhecida por Diagrama de VENN e sera jus-
tificada, para o caso das Algebras de BooLe
finitas, pelo iultimo teorema demonstrado
neste artigo (Representagio das Algebras de
BooLE, § 5H).

Na figura estio representados dois elemen-
tos, @ e y, por meio de circulos e os seus
complementos, ' representada pela parte
tracejada horizontalmente e y' pela parte
tracejada verticalmente. A simples anélise
do diagrama sugere-nos imediatamente que,
por exemplo, z'\/y' (parte tracejada)é o com-
plemento de = A y. E isto é realmente verdade
como veremos adiante.

3. Alguns teoremas das algebras de
Boole.

A) Consequéncias de £1-E3 e D.

Os teoremas que vamos demonstrar sio
validos em qualquer Reticulado distributivo.

Comecemos por demonstrar que a propo-
sicio xA(yV2)=(xAy)V(xzAz) é, na reali-
dade, deduzivel de R1-R3 e =V (y A 2)=
=(@VyA@V2)--- (D).

Com efeito, :

@ANV (@A) =[=AY) V2IA@AY) Va. .. D*
—[eV@ANIARY @A) .. B1

=z A[(zVa) A(zVY)] ...R3 e D*
=[=A@EV2)]AEVY) .«.R1e R2
=z (zVy) ves BB
=z A(yVz) o |

Da proposicio que acabamos de demons-
trar e de R1— R3 deduz-se, igualmente,
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D* para o que basta notar que estamos em
presenca de teoremas duais.

Teorema 1. Se e \Vy=2Vy e x Ay=
=z/Ay entio z=z.

Este teorema é um exemplo de um teore-
ma auto-dual.

Dem. Por um lado tem-=e

o Ao )= () e s it e o R3
Por outro lado

ANV ) =B N (BN Y) i insie st vin Hip.
= (EABYV (@AY eemseiotiies D
=(BABNVEAY) . caaeiaiiaa. Hip.
=[(zA2)Vz]Al(zA2)Vy] .... D
=3A[(EVOAEVY]e-ena... ER1,R3,D
=[EAEVIA@YY)ereee. .ot RB1,R2
mZ NN YY) crie i vianniiain B3
=B AN Y] crannsaann i Hip.
ot ) RS e R2

De (1) e (3) resulta @ = 2.

Trorema 2. Paratodo o elemento a tem-se
a\r=aAo=2
Dem. (1) zV[zA@Vy))=2V(@A2)==2
pondo z=xVy.

2) xzA(zVy)=z donde =V [xA(xVy) =
=x N\ x:

De (1) e (2) resulta &\ x=2z.
A igualdade z Aax=ax fica também demons-
trada, pois é dual de xVVax==x.
Teorema 3. Se a2V y=axAy entio x=y.
Dem. xV (2 ANy)=x
zV(@Ny)=zV(@Vy)=zVy
donde
z=z\/y (1)
yV(@Ay)=y
yV@AY=yV(@Vy)==\y

donde
y=x\y (2)

De (1) e (2) resulta a—=y.

B) Consequéncias de R1-—-R3,D e
B1—B2.

TeorEMA 4. A correspondéncia iz = '
é uma correspondéncia biunivoca e involu-
tiva de @ sobre &.

Dem.
partes

A demonstragio divide-se em duas

i. A correspondéncia é biunivoca: a) Se
x=y entio ' =y e b) Se x' =y entio
x=y.

ii. A correspondéncia é involutiva:

ile)=Re==x

i. a) aVa'=yVy' ¢ sAx'=yAy ........ B1-2
yVa'=yVy' e yAx'=yAy ........ Hip.
donde T R R S S P T T1

b) zVa'=yVy' e sAd'=yAy . vooe.. B1-2
2Vy'=yVy' e s Ay =yAy . vs.us Hip.
donde R S e, 4 |

ii. V(@) =2V e x\(x) =zAs ... B1-2
donde (! it i e o fatara g e T

Teorema b. (Leis de MorgaN).
(@Vy)=2'NY o (zAy)=a'Vy

As duas igualdades sdio duais; basta, pois
demonstrar uma delas.

Dem. Em T4 ficou provado que cada
elemento tem um s6 complemento. Para de-
monstrar o Teorema basta provar que ' Ay
é o complemento de zV/y. Com efeito,

VOV @ AY)=[=Vy) VIAl=VY)Vy']=
=[@V=)VyIAlzV ¥ Vy)])=
=UNYAUNz)=I NI=T



GAZETA DE MATEMATICA

&)

VA AY)=[=AEAYIVIVA (' AY)]=
=[A=)YAYIV[='A(vAY)]=
=AYV (=z' A0)=0V0=0

TrorEMA 6. 0O0=I e I'=0

Demn.
e I'=0,

Oy I=I e OAI=0, donde 0'=1

4. As algebras de Boole como sistemas
parcialmente ordenados.

Um conjunto A=(2,y,z,---) diz-se par-
cialmente ordenado quando e s6 quando entre
os seus elementos é possivel definir uma re-
lagio binaria xfy verificando os seguintes
axiomas :

0l. xfz
02, z2fy e y/x implica x=y
03. =a/y e y/z implica x/z

Exeuprro 4. O conjunto dos niimeros reais
pode ser parcialmente ordenado pela relagio
< (menor ou igual); o conjunto dos niimeros
inteiros nio negativos é um outro exemplo
de conjunto parcialmente ordenado quando
nele se define a mesma relagio <, ou a re-
lagio < (divide). Vemos assim que, num
mesmo conjunto, podem estar definidas varias
relagdes de ordem parcial.

Num reticulado (e, portanto, numa algebra
de BooLg) é possivel definir uma ordem par-
cial = . Para isso introduzamos a seguinte

_ Derizigio 2. Diz-se que x <y quando e
86 quando »Vy=y.

Demonstremos que a relagio assim defi-
nida é, realmente, uma relagio de ordem
parcial.

Com efeito,

01. aVz=x (7'2) donde x <z (Def. 2)
02. Se #z<y e y<x tem-se x\/y=y o
yVae=z donde z=y

03. Se <y e y<=z tem-se x\Vy=y ©
yVz=z donde (xVy)Vz=aV(yV2)=

=gNfeg=2 ou =2,

A mesma relagio de ordem parcial pode
ser introduzida pela

DeriNigio 2*. Diz-se que x <y quando
e 86 quando @ A y =a a qual é equivalente
4 def. 2 como vamos demonstrar :

Basta demonstrar que as igualdades

e\Vy=y e xA\y=x

sio equivalentes.
Suponhamos que a\/ y = y; entio

zA@VY)=xAy==2.
Suponhamos que x A y =a; entio
YN @AY=y Ax=y

Definindo y = a como equivalente a <y,
a def. 2* pode escrever-se

DeriNigRo 2°*. Diz-se que &>y quando
e 86 quando xAy=y.

Comparando as def. 2 e 2** vemos que as
relagdes x <y e x>y sio duais; portanto
quando numa expressio intervem o sinal <
ou > para passar a expressio dual devemos
permutar estes sinais.

O facto de um reticulado ser um conjunto
parcialmente ordenado permite-nos obter uma
nova representacio grafica para os reticula-
dos com um numero finito de elementos
(reticulados finitos) chamada diagrama de
Hassg.

Para isso notemos, em primeiro lugar, que
todo o reticulado finito tem um primeiro e
um dGltimo elemento (0 e /). Com efeito
\V @ =ax\/ @\ --- segue qualquer x:; e
A &x:i=x; Axg A\ --- procede qualquer z;;
logo O =Aumx; e I=\Vx;.

Designemos por letras —a,b,c,--- —
os elementos do reticulado ; quando dois ele-
mentos a e b estio ligados pela relacio
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a<b, mas com a=£b, e sio tais que entre
a e b nio existe algum elemento ¢, as duas
letras representativas sio ligadas por uma
flecha dirigida de a para b.

Por exemplo, o reticulado constituido pelos
elementos a,b,c,d com a<b<d e a<c<d
sera representado pelo diagrama I e o reti-
culado dos divisores de 30 (Exercicio 2) pelo
diagrama II.

Demonstremos algumas proposi¢des onde
intervem a relagio =.

A) Proposicdes validas em qualquer Reti-
culado :

TroreMA 7. 2 <xVy qualquer que seja .

Dem. De aA(x\/y)== resulta imediata-
meunte x <x\/y.

Dualmente,

Teorema 7*. & Ay<a qualquer que seja .

TEorREMA 8. Se x<y e xr<z entio x<y Az

Dem. A hipétese é equivalente a z Ay=a
@ ®* ANz=x; entio tem-se r=a A\z=
=(xAy)\z=2A(yAz) donde 2 <=yAz.

Dualmente,

TEOREMA 8*.
yVz<ex.

Se y<ax e z<ax entio

B) Proposi¢des validas em Algebras de
BooLk.

TeoreMa 9. Numa Algebra de BooLe
x\/y=y 6 equivalente a a'\/y=1.

Dem. Admitamos que x\/ y = y; entio
'\ y=z'\/(xvy)='Vz)Vy=I\Vy=1.

Admitamos que z'\/y=I; entio x\/y=
=IN(@Vvy)=@@VHN=Vvy)=yV (@ A\z)=
=y\V 0=y

Dualmente,

Teorema 9* Numa algebra de BooLk
xzAy=y é equivalente a ' Ay=0.

Os Teoremas 8-9 mostram que numa alge-
bra de BooLe as def. 2.2* podem ser subs-
tituidas pelas defini¢des que lhes sfio equiva-
lentes: x <y quando e 36 quando x'\yy=1I»
ou «x<y quando e s6 quando x/\y'=0».

Teorema 10. Se x<y entio y' <z'.

Dem. A hipétese @ <y é equivalente a
x\/y=y; entio y'=(x\/y)=z'/\y donde
y<a'.

Exercicio 4. Demonstre que O <ax e <1
qualquer que seja .

Exercicio b. Demonstre que se * <u e
y<v entdo zNy<uf\v e aAy<ulv.

Exercicio 6. Desenhe o diagrama de
Hasse do reticulado do exereicio 1.

Exercicio 7. Desenhe o diagrama de
Hasse do reticulado do Exemplo 3 e procure
os elementos nio complementados desse reti-
culado. Verifique que, neste caso, os elemen-
tos complementados sio os vértices do «qna-
drilateros» (3, 4, 1 e 12).

5. Representagédo das dlgebras de Boole.

Neste paragrafo vamos dar uma generali-
zacdo do Exercicio 1, isto é, demonstrar que
toda a algebra de BooLE finita é isomorfa ao
conjunto dos sub-conjuntos (ou partes) do
conjunto dos atomos da algebra,

Dermvigio 3. Diz-se que o elemento a;
dum Reticulado é um aAtomo quando e 86
quando a;=+0 e O =x<a; implica =0
ou x=a;; quer dizer, quando a; segue ime-
diatamente O ou a; é um sucessor de 0.

Dualmente,

Derivigio 3*. Diz-se que o elemento “my
de um Reticulado é uma molécula quando e
86 quando m;=~1 e my<xz<I implica
x=m; ou x=1I; quer dizer, quando m; pre-
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cede imediatamente / ou m; é um anteces-
sor de I.

A existénecia de tais elementos num Reti-
culado finito é evidente.

Posto isto demonstremos o

TeorEmA 10. Num reticulade finito e com-
plementado o supremo \/ a; de todos os
atomos é o sapremo do reticulado: \/a;=1I.

Notemos, em primeiro lugar, que existem
reticulados finitos em que o supremo dos
atomos nido é o supremo do reticulado (Dia-
grama III).

Dem. Designemos por a o supremo dos
atomos de um reticulado finito e complemen-
tado e seja @' um seu complemento (a unici-
dade do complemento deriva do axioma
D — reticulados distributivos — e, portanto,
nio se exigindo na hip6tese que o reticulado
seja distributivo, pode « ter varios comple-
mentos (Diagrama IV)). Ora, a;<a (Teo-
rema 7) e como qualquer elemento do reti-
culado ou 6 0, ou é atomo ou é precedido
por algum atomo, a' 86 pode ser O pois que
se a; <a' seria ay<a/\a'=0. Logo, sendo
a'=0 seria (Teorema 6) a=1.

Dualmente,

Teorema 10*. Num reticulado finito e
complementado e infimo m; de todas as mo-
léculas é o infimo do reticulado.

Estamos agora em condi¢des de demons-
trar um teorema que oferece certa analogia
com o teorema da decomposigio de nimeros
inteiros em factores primos:

TeoreMaA 11. Todo o elemento de uma
algebra de BooLE finita, diferente de 0, admite
uma decomposi¢io atémica da forma \/a,,
(em que «; sido elementos tomados do con-
junto dos indices dos atomos e i=1,2,...k=n,
sendo = o ntmero de atomos da algebra) e
tal decomposi¢io é tunica.

O teorema que vamos demonstrar baseia-se
no Teorema 10 e no axioma D, logo, é
vilido nas algebras de BooLk.

Dem. Seja x um elemento da algebra dife-
rente de 0; entio a=JAxz=Va A\x=
= \/(a; Ax) (Axioma D). Ora a; Az=0, caso
nio seja a;<x, ou a; \x=a; se a;<x; logo,
aexpressio \/(a;Ax) fica reduzida ao supremo
dos atomos que precedem a:x=\/a; repre-
sentando por a, os atomos que precedem .

Dualmente,

Teorema 11*. Todo o elemento de uma
algebra de BuoLr diferente de / admite uma
decomposi¢io da forma Am; e tal decompo-
sicio é unica: x = A m; representando por
m; as moléculas que seguem .

Antes de demonstrarmos a proposic¢io fun-
damental deste paragrafo, recordemos a defi-
ni¢io de isomorfismo-algébrico. Um isomor-
fismo algébrico e uma transformagio biuni-
voca de um espago X sobre um espago Y
que respeita as leis de composi¢io definidas
em cada um dos espagos. Para demonstrar
a existénecia de um isomorfismo entre dois
espacos temos que demonstrar: (7) A trans-
formagédo é biunivoca, isto é, a cada elemento
de X corresponde um e um 86 elemento de
Y e cada elemento de Y é o transformado
de um e um 86 elemento de X; (i) A trans-
formacgio respeita as leis de composi¢io, isto
é, se em X estd definida uma operacio (.)
e em Y uma operacio (o) tem-se, repre-
sentando por @ o transformado de x, (z.y) =
=20y .

Trorema 12. Toda a dlgebra de BooLe
Jfinita é isomorfa ao conjunto dos subconjuntos
do conjunto dos seus dtomos.

Dem. Consideremos a #algebra de BooLk
@(R,\/,A) e o conjunto & dos subcon-
juntos do conjunto dos seus atomos,
E=|a;,ay,as, -+ a,|, algebrizado pelas ope-
ragdes |J (reuniio) e N (interseccéo).

Estabelecamos entre # e & a correspon-
déncia ) assim definida :

k k
IVG£=UW£| ’
1 1
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isto é, a correspondéncia que faz correspon-
der ao supremo de Atomos de &# a reuniio
dos conjuntos de & formados por esses atomos.

({) Vejamos, em primeiro lugar, que se
trata de uma correspondéncia biunfivoca :

1) Se =y entio as suas decomposi¢des
atémicas 86 diferem, quando muito, pela
ordem dos seus elementos :

T =0a5,\VaV - as
y=agVagV: - ap,
e cada a, ¢ igual a um ag . Entio

Ax=) (an.\/aa.v LS 'am*)= laa. s Bayy v aa,ki
Ay=>X(ag \ag,\/ ---az)=|ag ,ag, - ag|
conjuntos que diferem, quando muito, pela
ordem dos seus elementos e, portanto, sdo

iguais; de=1y;

2) Sejam A = |ay Qs -0y} © Ay =
==|ag, ag, -+~ ag | elementos iguais de &, isto
é, elementos que, quando muito, diferem pela
ordem dos atomos.

O elemento Az é imagem de elemento

k
x=\/a, o o elemento 1y é imagem do ele-

i=1
k
mento y =\ag, elementos que, quando
VB

muito, diferem pela ordem dos atomos e, por-
tanto, sio iguais. Fica assim provado que
lx =)y implica x=y.

() Provemos agora, que a transformacio
) respeita as il:lenis de complosigﬁo.

Seja @ = VVa, e y = \/ag . Pretendemos
=1 4

je=1
demonstrar que ;
@) A(zVy)=reUry
b) AeAy)=rxzNly

Ora, por um lado,

1{¢:J=}ﬂa, 1Ay y v v aﬂf-&i

k
=.l._J‘
i
48 (f\ina"*) = U lag|=1ag; ap,; - ap)
donde
(1) 2@NIy={as, -+ as|U|ag, --- ag|=

=!a‘r‘ e a?m}
e (m,m' <1+ k)

(1) A& Ndy=|os, - au| N jag, - ag|=
=ias'...aov,i
em que 0s dy, e 08 @, representam, respec-
tivamente, os elementos a,, e ag sem repe-
ticdes e os elementos a,, e ag, iguais; donde,
m=1l-+k e m'=0 quando esses elementos
sido todos diferentes, isto é, * A y=0 e m=
=m' =k quando esses elementos sio todos
iguais, isto 6, x =y.
Por outro lado,

9 2 = ( . : ) —
(2) (aV/g)md| Mau\ Nag | =

= (Var) =0 lay=}ar, - an|

k 1
(29 2 (mAy}:l(_\/laui yal '\/1‘15’/ -
== J’

2 ;\‘:}?(a Aag) —)‘(mla )_
=/ bl . T B; = l-\;/l ) =

J=1
=‘U iaﬂi* e iaﬂi Tk a&m"! »
=1

De (1) e (2) resulta A(z\y)=rzUly e
de (') e (2') resulta 2(x A y)=22Nly que
sdo as igualdades que pretendiamos provar.

Em particular, tem-se 2(0)=0 e I(I)=E.

Com a demonstracin deste teorema fica
justificado o Diagrama de VENN como repre-
sentag¢iio de Algebras de BooLE finitas. Ficou
afinal, provado que toda a algebra de BooLE
Jfinita é isomorfa a um corpo de conjuntos
(precisamente ao corpo dos subconjuntos do
conjunto dos seus atomos). Utilizando o axi-
oma de ZEKRMELO, mostra-se que foda a alge-
bra de BooLe é isomorfa a um corpo de
conjuntos.
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