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Consequéncias :
1) Caso b>a.

E claro que o acontecimento A4 = N4ié
i=0

a certeza, isto 6, p(4)=1. Como para
iy, 6 A;4;=0, podemos escrever:

p(4)=

a

> =
i=0
binatéria,

n+ a\ _
b

Np(4)=1 ou % =1 ou ainda

i=0 i=0

N, donde a férmula da anilise com-

2) Caso b<a
Neste caso os acontecimentos

Ay (6=1,2,..-,a—0b)

sdo impossiveis, isto é, p(4s4i) =0
Teremos entio

F;

o iV

donde
b

2(2)H-(3°)

oun, desenvolvidamente,

(3= @)+62)@)++():

férmula bem conhecida da Anilise Combina-
toria.

Problemas fundamentais da leoria
da asproximagdo funcional
por Luis G. M. de Albuquerque

(Continuag8o do numero anterior)

6. Sistema de veclores ortogonais e
orto-normados.

Dois sistemas de vectores linearmente
independentes dizem-se equivalentes quando
geram a mesma variedade linear.

Um sistema finito ou infinito de vectores
linearmente independentes x, de um espago
de HiLBERT é ortogonal quando se verifique
a condicio

para i=&j.

O sistema finito ou infinito de vectores
linearmente independentes e, de um espaco
de HiLBerT, H, diz-se orto-normado quando

(6. 1)

(@i, @) =0

(eis6) = 3

onde &;; é o simbolo de KROENECKER.
TroreMA A, De todo o sistema de vecto-
res linearmente independentes de H

6. 2)

é possivel deduzir um sistema orto-normado
de vectores, equwalente-ao dado.

L PR PRES T WA

Demonstragido Para provar o teorema bas-
ta dar o processo de construgio do sistema
orto-normado a partir de (6. 2), por um mé-
todo devido a E. Scamipr (1907).

Pondo ¢ = /| 21|, com =0, é
[[er]|=1; seja depois ys=axs— (w2, e1)er, de
modo que (7:,€)=0, e fazendo es=ya/||y:||,
fica e; ortogonal com e, e tal que ||esf|=1
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procedendo sempre de igual modo, obtém-se :

k
Yeg1 = L1 — Z(‘Tl'+l ye)ei,
i=1
sendo y 41 ortogonal com cada ¢;(=1,2,..-,k),
pois
k
(Yrs15 €) = (Tas1,8) — E(mkn , ) (e, €)
j=1

f=
k
= (@1 €) — 2, (@es1, )i, =03
i=1
e portanto, pondo

exs1 = Yes1/ || Fesrll 6 [[exsa]] =1

e e,.; ortogonal com cada ¢;(:=1,2,...,k).
Este processo conduz, como se desejava, a
um sistema de vectores e;,es,---,€, -+, qUO
é orto-normado, pois verifica (6. 1), e além
disso equivalente ao sistema dado, pois

e =a;

ep == Q3 &1 —+ Ag3 X3

€n=0n 12 + AuzPs + +- + Aualn

com ay=1/||x] 50, aw=1/|[y|+*0

k=2"--,n,a‘-)_

TeoreMA B. Num espago de HILBERT sepa-
ravel, todo o sistema orto-normado é finilo ou
numerdvel.

Demonstragdo. Seja H um espago de
HiLBERT, separavel, © |e;|.e4 um sistema
orto-normado de vectores de I, isto é, tais
que (ex,€,)=0 ou 1 consoante se tem a=a'
ou a=a'; @ @ ,&3,--+,&y, -+ O conjunto
numeravel de vectores x.e 4 que é denso
em H. Vamos mostrar que entre os conjun-
tos |&kle-1/2,... © | €} aea sepodeesta-
belecer uma correspondéncia bi-univoca. Su-
ponhamos que a cada e,€|e,| se faz cor-
responder um vector ;e || tal que

6.3); d(@n,e)=o—eall < 1V2

com esta lei de correspondéncia facilmente se
verifica que a dois vectores distintos e, e
e, de |e;|se correspondem dois vectores
distintos @; e xw de |k |i-1,2,..., © isso
basta para que o teorema fique demonstrado ;
admitamos entdo que era &, = xw; como por
(6. 3) se tem

los— eall <3 VZ o [lon—ewl| < 3VZ
ficaria
(6. 4) || ex—ew || | ea—u ||+ ||me—en | <V'Z;
por ouiro lado
| ea — ea | = || x| + || €a|[? = 2
visto ser (ex,e;) =0, ou seja
liea— 6w || =V2

igualdade em contradi¢io com (6. 4). Assim,
ndo pode ser a, = a4, © o teorema fica
demonstrado.

Trorema C. Se { €y h’-“ - Ty é um 8is-
tema ortogonal (ndo necessariamente orto-nor-
mado) de vectores de um espago de HILBERT,
a série

(6. 5)
e a série de termos positivos

(6. 6)

&+ e+ o+ 8+ o

eu 1l es B+l a [+ -

sdo da mesma natureza.

Demonstragdo. Designemos por s, e o,
as somas dos » primeiros termos das séries
(6. B) e (6. 6), respectivamente. Na métrica do
espago de HILBERT considerado a primeira série
sera convergente desde que | s, — s.| < V3
ou ||$p—sa|2<d para n >m > N(3); mas:

n 12

2 o

k==m+41

i=m+1 k=m+1 i=m+1

li 8n — 8| =
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e como (ex,e;)=0 para k=£7,

n n
88— 8nl|c= Er48x)= €k ||*=0n—0C0m;
Il P= X (ecser)= X |lex]?

k=m+1 k-mq-l_

esta ultima igualdade mostra que as séries
(6. 5) e (6. 6) sio da mesma natureza, como
desejavamos concluir.

Finalmente,

Teorema D. Os vectores de um sistema
orto-normado sdo linearmente independentes.

Demonstragdo. Se |e;} é um sistema orto-
-normado de vectores de um espaco de Hiw-
BERT, qualquer que seja n a relacio

Zakek:O

k=1

(6. 7)

s6 pode ter a solucio trivial & =0
(k=1,2,...,n); pois se um dos « for
diferente de =zero, por exemplo a0,
multiplicando (6. T) escalarmente por e; vinha:

0:: Eak(e;,,e;) =2akéh=a,-

k=1 k=1

0 que & impossivel.

7. Aproximagdo linear nos espagos li-
neares normados.

Seja E um espago linear normado, defi-
nido sobre um corpo f, e comsiderem-se os
m vectores linearmente independentes de F

(k=1,2,...,m)

que geram a variedade linear V' E, cons-
tituida por vectores que se podem escrever
na forma

m
€xr = Za,,:c;,,_.

k=1

(7. 1)

com os a,ef.
Sendo dado um vector y e &£ — V (que néo
é possivel exprimir linearmente em fungio

dos ), pode-se poér a questio de saber
qual seja, entre os vectores (7. 1) da varie-
dade V', aquele que estd & minima distdncia
de y, isto é, por o problema da determina-
¢io dos coeficientes a; de modo que

2:&;1%——y

k=1

(1. 2) (=, =

seja minima. Se existir um vector @, nestas
condigdes, diremos que ele é o polinémio de
melhor aproximagdo de y em V (*), ou que é
a projecgio de y na variedade V :

2w x—y

k=1

(7. 3)l|@ — y | = min

O problema a resolver consiste, portanto,
em tornar minima a fungio dos pardme-
tros oy:

(e, e,y om) = ‘z akwkuy“=
k=1
==|y'— :E o g || »
k=1

Notaremos, em primeiro lugar, que g 6
uma fungio continua dos o« ; tem-se

J?(a'l s !a'm)“?(al PR

m
¥y — Dok an
1

s Om) | =

I m
]y L E:kak
| 1

2

e como a identidade

v-Seim= - Bma) + Dw—aym
1 1 1

(*) O vector xp é um polinémio em m, (k=1,2,...,m)
e coeficientes no corpo P; dai a designagdo. Conf. I.
Sivaer, «Propriétati ale suprafetei sferei unitate si
aplicatii la resolvarea problemei unicitatii polinomu-
lui de cea mai buna aproximatie in spatii Bavaca
oarecaren, Studii si cercetari mat., Vol. 1 (1956),
p- 95 ess.
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da, por aplicacio de nz), § 4:

m fi
Hy —Ndra| <
1

Y — o @
1

| ?

fica
o(a'y,y s e'm) = 2(2g, 005 0m) | <
Im m
> Z(GE—GI&)I'J: 22 ax — &'k Tr || »
i1 1
ou ainda
m(a:l!"'xam)-c?[als"'aam)‘z
m
< max | o — o'y Z
k
1

o que estabelece a continuidade da fungio ¢.
De maneira analoga se mostraria que

“P(al""

s‘zm)“

m
LS
1

|

é uma funcio continua dos seus argumentos.
Assim, na superficie esférica de equacgio

Dla|2=1, que é um conjunto fechado e
1

limitado de um espago euclidiano com m
dimensdes, ¢ admitira um minimo p > 0

(visto serem linearmente independentes os
m
x; o a relagio D, a, = 0 nio admitir se-

1
nio a solugio trivial).

Posto isto podemos estabelecer o seguinte

TeEOREMA DE EXISTENCIA. Considerado o
vector ye E, ndo pertencente & variedade V

de base |Xy,-- ,Xn|, existe em V pelo me-
nos um vector & minima distAncia de y. Se
a norma do espago é forte, esse vector é dinico.

Demonstragio. Retome-se a funcio o,
nio negativa, e seja A>0 o seu limite infe-
rior; vamos mostrar que é possivel determi-
nar uma esfera Sp

St = &2
de raio tal que no exterior dela seja sempre

@@y yam) >1412.

Seja R = l(1 + 3+ 1lz|), e considere-
P.

mos o8 pontos de coordenadas (|ay|,:--,|dn|)

exteriores a Sy, isto é, tais que

\/ilat[2>3=i(1+1+llyil)-

Da relacio

m
Zak &L

1

Zam—yﬂﬂlyllz
1

tira-se

Zakz;.

S\/ Jlap- | 2 || — [191;
' \/Zlml“'

como se tem:

9o, a,.)=’ D am—y — i

]>|

EI$“*_,__ g

™m

k=1

\/Zlfhi“
1
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m
e { atinge na superficie da esfera ) |a;[2=1

1
o minimo p, segue-se que

Plans -y om)> \/ﬁ:iaklﬂ-.ﬂ— &1l

assim, no exterior da esfera S, os valores

de ¢ satisfazem & desigualdade
1 ;
Plary -+ ,am)>;-(1 +2+||yll=1412.

Deste modo, o limite inferior 2 da funcio
@ 6 o seu limite inferior no dominio fechado
e limitado

m
dlox2< R2;
1

e como a fungdo ¢ é af continua, segue-se
que } é um minimo, isto é, existe pelo me-
nos um ponto (af,---,a,) onde se tem

I%min?(al,

> a‘i-r.—y|

k=1

1am)=?(a?)"'a-:l)=

(1. 4) -

)

o8 vectores nestas condigdes

m
.’Boﬂzdg.’ﬂgﬁ V
1

(7. 5)

dio o polinémio de melhor aproximacio de
y em V, e a primeira parte do teorema fica
demonstrada.

Provaremos agora que, se a norma do
espaco £ considerado é forte, o vector m,
nas condigdes de (7. 5) é tnico. Suponhamos
que existia em ¥ um outro vector a' nas
mesmas condigdes, isto é, tal que

i“’km—y";

A= ming (s, o ,am) =
Ay 1

para o vector de 7 com as componentes

0 ] " 0 ]
e el ter-se-ia: A < Za———*ta”%—yuz
1 e
R Lt 1=
<s|Zkm—y|+ || Derm—yg| =2
= 1 | “ 1
donde:
‘ (Z ag a5 y) f (2 ulk %7 y) 1
1 1

-+

m
2ak@—y
1

m
Dz —y
1

| 5

mas sendo a norma do espaco forte, esta
igualdade s6 é possivel quando

Zaﬂxt—y-ﬁa(zﬁ'ka‘k—y>i
1 1

ora se a=£1, tira-se da iltima igualdade

(1— a)y:Z(a% — a'y) @y

1

que da y como combinagio linear dos ay,

2

ou seja yeV, contrariamente & hipétese;
tem, pois, de ser « = 1, e neste caso ficaria

D (af — a's)xx = 0, equagdo que, em virtude
1

de serem o0s a; linearmente independentes,
86 tem a solugdo trivial af — ai = 0
(k=1,...,m). Portanto: é zy=2', e o
vector (7. 4) é tnico. O teorema fica assim
completamente demonstrado (*).

(*) Confr. N. I. Ahcieser, Vorlesungen iiber Approxi-
mations-theorie, Berlin, 1953, pdg. 10-12, e L. A.
Ljusternik — W. I Sobolew, Elemente der Funktio-
nalanalysis, Berlin, 1955, pdg. 78-81.

(Continua no préximo ndmero)



