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Consequências : 

1) Caso b>a. 
a 

É claro que o acontecimento A — 2 Ai é 
1 - 0 

a certeza, isto é, j?(.í4) = 1 . Como para 
é AiAj = 0, podemos escrever: 

* a F-
p(A)— ^ o u ou ainda 

< - o 1 . 0 N 

& 

2 Fi = N , donde a fórmula da análise com-
i - o 
bínatória, 

2) Caso b < a 
Neste caso os acontecimentos 

Ai+{ (í = 1,2, • ••,a — b) 

são impossíveis, isto ó, />(A f t+ i) = 0 . 
Teremos então 

Í L — = I 
R 

donde 

ou, desenvolvidamente, 

b • 

fórmula bem conhecida da Análise Combina-
tória. 
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(Cont inuação do número anter io r ) 

ó. Sistema de vectores ortogonais e 
orto-normedos. 

Dois sistemas de vectores linearmente 
independentes dizem-se equivalentes quando 
geram a mesma variedade linear. 

Um sistema finito ou infinito de vectores 
linearmente independentes xn de um espaço 
de HILBEBT é ortogonal quando se verifique 
a condição 

(a\ ,xj) = 0 para i=j=j . 

O sistema finito ou infinito de vectores 
linearmente independentes en de nm espaço 
de HILBEBT, H, diz-se orto-normado quando 

( 6 . 1 ) > «J) — 

onde é o símbolo de KROENECKER. 
TEOREMA A . De todo o sistema de vecto-

res linearmente independentes de H 

(6. 2) xi ,x3 , ,x„, 

é possível deduzir um sistema orto-normado 
de vectores, equivalente'ao dado. 

Demonstração Para provar o teorema bas-
ta dar o processo de construção do sistema 
orto-normado a partir de (6. 2), por um mé-
todo devido a E. SCHMIDT (1907). 

Pondo et — XíI || Xi ||, com a ^ O , é 
||et ||=1; seja depois y i ~ x t — (x^ , e,)e\, de 
modo que ( f f i , e t )=0 , e fazendo et—-y2j ||, 
fica e2 ortogonal com et e tal que |]es]| = l ; 
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procedendo sempre de igual modo, obtém-se : 
k 

yk+1 = — 2 1 ' e e ' ' 
i—1 

sendo yu + i ortogonal com cada 1,2,. • - ,/í), 
pois 

(jfb+t, et) — (xk+x,«,) - 2 ( ® * + 1 *ej) (% » 

k 

— (»*+! f «í) — Sc^+t' ej)àij = o ; 
j - i 

e portanto, pondo 

o Ck+i ortogonal com cada € ( ( i= 1 , 2 • k ) . 
Este processo conduz, como se desejava, a 

um siBtema de vectores ei, e2 • ekt • • que 
é orto-normado, pois verifica (6. 1), e além 
disso equivalente ao sistema dado, pois 

ex = a, i 

e2 = a21 aji + ai2 x-i 

«n = «n 1 üTi + <*« a + * * • + a™ n 

com « „ = 1 / 1 1 ^ 1 1 ^ 0 , akk~ 1/11^11^=0 (4 = 2 , . . . , n , . . . ) . 

TEOREMA B , Num E.ÍJOAJO RFE H I L B E R T sepa-
rável, todo o sistema orto-normado é finito ou 
numerável. 

Demonstração. Seja II um espaço de 
HILBERT, separável, e \e%\%eA um sistema 
orto-normado de vectores de II, isto é, tais 
que ( e * , £ n ) = 0 ou 1 consoante se tem <x=f=<x' 
ou a = a!; e íBi, « j o conjunto 
numerável de vectores a : t e I I que é denso 
em II. Vamos mostrar que entre os conjun-
tos ) xk - 1 e | U e a se pode esta-
belecer uma correspondência bi-unívoca. Su-
ponhamos que a cada e \ ea | se faz cor-
responder um vector xk e ) xk j tal que 

com esta lei de correspondência facilmente se 
verifica que a dois vectores distintos ett e 
ea> de \ex\aeA correspondem dois vectores 
distintos xu e xk< de j Xk _ 1 , e , e isso 
basta para que o teorema fique demonstrado ; 
admitamos então que era xk = xk>', como por 
(6. 3) se tem 

e \\xk-e*,\\<±\/2 

ficaria 

( 6 . 4 ) || ea-1| < || e x — x k || + j[a;*—e s/ | j < \/2 ; 

por outro lado 

I K - M P - I K I P + l I M P - a 
visto ser (e x , e , ' ) = O f ou seja 

He« —ett-|| = / 2 

igualdade em contradição com (6. 4). Assim, 
não pode ser xk = xki, e o teorema fica 
demonstrado. 

TKOREMA C . Se | Pí JT = T , í , . . . é um sis-
tema ortogonal (não necessariamente orto-nor-
mado) de vectores de um espaço de H I L B E R T , 
a série 

(6. 5) 9 , + e H + e„ + . . . 

e a série de termos positivos 

(6. 6) ||Oi||2+ 11 IIa-f Hlen||2 + • •• 

são da mesma natureza. 

Demonstração. Designemos por s„ e <Jn 

as somas dos 71 primeiros termos das séries 
(6. 5) e (6. 6), respectivamente. Na métrica do 
espaço de H I L B E R T considerado a primeira série 
será convergente desde que [J sn — sm || < V& 
ou ||SN— S M | | 2 < 3 para n >- m > ^ ( 3 ) ; mas; 

: «» — s„ IIa H 2 « 
llfc—m+l (n n \ B n 

2 «i» 2 * ) - 2 2 ( «*>*) ; 
í-m-f-l / *=m + l i-m+1 
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e como (efc,eí) = 0 para 
n n 

||V-Jw|i2- 2 2 K^IP-«--^! 
jt=f»+ 1 WH- 1 

esta última igualdade mostra que as séries 
(6. 5) e (ti. 6) são da mesma natureza, como 
desejavamos concluir. 

Finalmente, 

TKOJÍEMA D . OS vectores de um sistema 
orto-normado são linearmente independentes. 

Demonstração. Se jet| é um sistema orto-
-normado de vectores de um espaço de IÍIL-
BEKT, qualquer que seja n a relação 

(6. 7) 2 ^ - 0 

só pode ter a solução trivial «k — 0 
{k = 1 , 2 , •••,n); pois se um dos a* for 
diferente de zero, por exemplo a ^ O , 
multiplicando {tí, 7) escalarmente por et vinha: 

TL T. 

o = 2 ed — 2 = a > 

o que é impossível. 

7. Aproximação linear nos espaços li-
neares normados. 

Seja E um espaço linear normado, defi-
nido sobre um corpo f , e considerem-se os 
m vectores linearmente independentes de E 

xk (k = 1, 2, •• • , m) 

que geram a variedade linear Vez E, cons-
tituída por vectores que se podem escrever 
na fornia 

(7. 1) x — 2 * 

com os a t e f . 
Sendo dado um vector yeE — V (que não 

é possível exprimir linearmente em função 

dos a?*), pode-se pór a questão de saber 
qual seja, entre os vectores (7. 1) da varie-
dade V , aquele que está à mínima distância 
de y , isto é, pâr o problema da determina-
ção dos coeficientes at de modo que 

( 7 . 2 ) a (ar, y ) — 2 akxk~ y 
t = t 

seja mínima. Se existir um vector a?0 nestas 
condições, diremos que ele 6 o polinómio de 
melhor aproximação de y em V (*), ou que ê 
a projecção de y na variedade V : 

(7. 3)[|Xq -y || = min 2 «kX k — y 

O problema a resolver consiste, portanto, 
em tornar mínima a função dos parâme-
tros a*: 

Í •*• » * « ) 2 — y 

V - 2 at* xk 

Notaremos, em primeiro lugar, que f é 
uma função contínua dos ak - tem-se 

j p (a ' j , • • • , a'm) — ff ( a , , - . . , a„) | = 

y — 2 
e como a identidade 

y - 2 

y — 2 (y — 2 a * + 2 ( a * — «'*) Xk 

(* ) O vector x0 é um polinómio em 1 ,2 , . . - ,m) 
e coeficientes no corpo f ; daí a designação. Conf, I. 
SIKSEK, oPropriétati ale euprafetei sterei unitate si 
aplicatii la resolvarea problemet unicitatii polinomu-
lui de cea mai buna aproiimatie in spatü BANACR 
oarccare», Studii ti cercetari mat., Vol. 1 (19r>6), 
p. 95 esa. 
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dá, por aplicação de 713), § 4 : 

1 71% 

9 — 2 * ' * x * < y - 2 x* + 
t 1 

fica 

< 

2 ( a * — a'k)xk 

tp (a'j , • • • , a'm) — ®(a , , • • • , am) 

2 (e»t - a'i) x t 
\ 1 

m 

< 2 Xí 
i 

ou ainda 

® (*'t > * ' ' i •») ~ ? tai ' ' ' ' » ®") 

C max 
k 

A 1 
«i — &'k - 2 Xk 

1 t 

o que estabelece a continuidade da função <p . 
De maneira análoga se mostraria que 

2 Xk 

é uma função continua dos seus argumentos. 
Assim, na superfície esférica de equação 
m 
2 1 | 3 = 1 , que é um conjunto fechado e 
1 

limitado de um espaço euclidiano com m 
dimensões, admitirá um mínimo ji >• 0 
(visto serem linearmente independentes os 
xk e a relação 2 X k " ^ n â o admitir se-

1 
não a solução trivial). 

Posto isto podemos estabelecer o seguinte 

T E O R E M A DK EXISTÊNCIA. Considerado o 
vector y e E , não pertencente à variedade V 

de base j Xi , •. • , xm } , existe em V pelo me-
nos um vector à mínima distância de y . Se 
a norma do espaço é forte, esse vector é único. 

Demonstração. Retome-se a função 
não negativa, e seja o seu limite infe-
rior ; vamos mostrar que é possível determi-
nar uma esfera SR 

2 1 Ia = R 2 

de raio tal que no exterior dela seja sempre 

<P ( * i >V * • * « i » ) > 1 + * -

Seja R = — (1 + > - f |(jí|[), e considere-
is 

mos os pontos de coordenadas (|<*i|, • • *, [ |) 
exteriores a SK, isto ó, tais que 

Da relação 

n m 

2
 a * x " — y + l l f B > 2 a * x * 

1 1 

tira-se 

<p(®i> .**'• J am) = 
m 1 m 

2 <*kXk—y >1 2 <**x* 
1 1 X 

&k
 1 a-k 

'vi -Xk 

-rllffll 

- I l i d i ) 

como se tem : 

= 1 
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e atinge na superfície da esfera 2 l a * i a = l 
i 

o mínimo p , segue-se que 

,-••,««)> y/í 

assim, no exterior da esfera Sn os valores 
de <p satisfazem à desigualdade 

çC«, , " » , « . ) > 1 ( 1 + * + II ff II - 1 + >. 
F 

Deste modo, o limite inferior ). da função 
o é o seu limite inferior no domínio fechado 
e limitado 

2 l « * | 2 < ^ ; 

e como a função f é ai contínua, segue-se 
que J é um mínimo, isto ê, existe pelo me-
nos um ponto {a" , - - • , aÜ.) onde se tem 

\ 

1 = min 9 (a i , - - • , am) = ® («",••• a«} = 

(7. 4) 2 a1 xk — y 

os vectores nestas condições 
m 

( 7 . 5 ) x a ^ ^ a " k x k e V 
t 

dão o polinómio de melhor aproximação de 
y em V, e a primeira parte do teorema fica 
demonstrada. 

Provaremos agora que, se a norma do 
espaço E considerado é forte, o vector Xq 
nas condições de (7. 5) è único. Suponhamos 
que existia em V um outro vector x1 nas 
mesmas condiçOes, isto é, tal que 

1 = min9(a| , • • . , « „ ) 
n* 2 Xk—y 

para o vector de V com as componentes 

aí + «V ter-se-ia : í 
1 — 1 

2&k ® t 

_ 1 2 xk — y 1 
+ * 2 aíic xk — y = \ 

donde: 

^2 aí X* — y^j + ^2 a ' * — 
m m 

2 «í — y + 2 « * — y 
1 1 

mas sendo a norma do espaço forte, esta 
igualdade só è possível quando 

m / IH \ 

2 aí x" — y — a ( 2 a'* * * — y ) Í 

ora se a ^ l , tira-se da última igualdade 

IH 

1 

que dá y como combinação lioear dos xk, 
ou seja yeV, cotitráriamente à hipótese; 
tem, pois, de ser a = 1 , e neste caso ficaria 

2 (aí — a 'k )xk = 0 , equação que, em virtude 
1 

de serem os xt linearmente independentes, 
só tem a solução trivial a* — a* = 0 
(Jc = 1 , - * • , JK) . Portanto : é x0 = x', e o 
vector (7. 4) é único. O teorema fica assim 
completamente demonstrado (*). 

(*) Confr, N. L Ahciaser, Vorlesungen über Approxi-
malions-theorie, Herliii, 1953, pág. 10-12, e L. A . 
Ljusternik — W . I Sobotew, Elemente der Funktio-
nalana/ytis, Berlin, 1955, páp. 78-81. 

(Continua no próximo número) 


