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As superficies planificéveis e as envolventes
das faces do triedro mével

por J. Ribeiro de Albuquerque

Apresentam-se neste artigo muitos assun-
tos, relacionados intimamente entre si, no
estudo geométrico das curvas do espaco.

Dada uma familia de curvas do espaco,
com um sé parametro, cujas equagdes sdo

{fl(ms?f’z:a)=0
fé(ﬂ’;y»z:a)=0

quando as fungdes f; e f, forem continuas e
admitirem derivadas relativamente ao parime-
tro a, uniformemente em certa regiio do
espaco, um raciocineo bem conhecido permite
achar as equacdes da curva envolvente, com
a eliminagio de a, entre trés das quatro
equagdes :

f1=0,'3,_f1:0, f2=0,ﬂ-f2=0 quando uma

Jda da

destas equagdes for consequéncia das outras.
Do mesmo modo, dada uma famfilia de
superficies com nm 86 parametro

F(e,y,z,a)=0

determina-se a equacio da superficie envol-
vente, eliminando o parimetro no sistema :
F
TN e LG

da

Este ultimo sistema representa uma fami-
lia de curvas, ao longo de cada uma das
quais a envolvente tem contacto com uma
envolvida.

Tais curvas sio as curvas caracteristicas,
e a envolvente das caracteristicas é uma curva
situada sobre a superficie envolvente das

superficies, e que se chama a aresta de rever-
8io.

Isto mesmo vai ser considerado num caso
particular notavel; é o caso da superficie
envolvente duma familia de planos do espago.

Chamam-se superficies planificiveis as
envolventes dos planos duma familia de pla-
nos com um 86 parametro.

Considere-se, no espago, uma familia de
planos, que possa ser encarada como o con-
junto continuo e ordenado de todas as posi-
¢des dum mesmo plano que tivesse execatado
um determinado movimento no espago, duran-
te um certo intervalo de tempo.

Tomando o tempo como paridmetro, uma
variavel ¢ definida num intervalo finito ou
infinito, a equagiio da familia de planos sera

A®).X+B®).Y+C@).Z+D@®)=0

com A(t), B(t), C(), D(t) fungdes con-
tinuas e derivaveis de ¢. K possivel tirar o
valor de uma das variaveis, por exemplo Z,
e mudar de parimetro, de modo a ter

1) Z=a.X—o(x) Y —{(a)

supondo o e ¢ fungdes de «, continuas e
com derivadas de primeira e segunda ordem,
pelo menos numa vizinhanga de certo ponto «.

E com estas condigdes que vamos abordar
alguns conceitos geométricos importantes ;
quando as condigdes se nio verificarem, é
facil de ver quais os conceitos que ficam
sem sentido, ou quais as anormalidades, isto
6, as singularidades que os afectardo, e que
se pdem a4 margem deste estudo.

Dada a familia de planos 1), com um para-
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metro «, as curvas caracteristicas sfio as
rectas r(«) definidas por

b {Z=aX—q»(«)Y—¢(«)
D 10=X—d@T—¥@
e a planificavel é o lugar geométrico destas
rectas. I sempre possivel resolver o sistema
2), obtendo o valor de duas variaveis, X e Z
por exemplo, em fungiio da outra e do para-
metro «; terfamos uma representa¢io para-
métrica da planificavel.

Se tomarmos para Y uma funcio arbitra-
ria de «, teremos o sistema

X=¢'Y+ ¢
3) Y=0
Z=@¥—Y+@{—4{)

que representa uma curva arbitraria tracada
sobre a planificavel.

Resolvamos o seguinte problema : Quais as
curvas tracadas sobre a planificavel as quais
as rectas r(«) sdo tangentes?

Determina-se a fungio 6 de modo que a
tangente a curva 3) seja perpendicular aos
eixos dos planos do sistema 2). As condigdes
de perpendicularidade dao:

n
iz
o

e vé-se que esta curva é a aresta de reversio
da planificavel, cujas equacdes serio obtidas
do sistema 3) com a fungio determinada.
Para procurarmos o plano osculador da
aresta de reversdo, teremos que calcular os
menores compreendidos na matriz seguinte :

ou Y::—LP—
@”

?:FY+?r‘£’+¢uf ﬂ’ l?er+(ﬂ?i_?)?_1_’+‘¢ll i
dea da da
id}' a2y @Y dY ay

ag! =+t —9) |

|} gy !
bega: Tt e da?

e com calculos muito ficeis se obtém para
equagio do plano osculador

AE—X)+ B(r—Y)+CEt—2)=0

onde

Isto conduz a:
af—X)—e(n—Y)—(— 2)=0

mas, atendendo & terceira equacio do siste-
ma 3) ou a segunda do sistema 2), obtém-se
finalmente

C=ab—9n—1¢

Conclusiio: o plano osculador num ponto
da aresta de reversdo é o plano da familia de
planos envolvidos, que passa por esse ponto.

Esta propriedade permite, evidentemente,
achar as equagdes da planificavel quando
sejam dadas as equagdes da aresta de rever-
sdo0.

Com efeito, suponhamos dadas as equagdes
duma curva I'; suporemos que os pontos de
I' sio obtidos com a coordenada curvilinea
s, @ as equacgdes paramétricas sio entido

z=2z(s) y=y(@) z2=20).

O plano osculador é dado pela equacéo
) E—aN+(T—gp+(EZ—2y=0

onde },p,v representam os cosenos directo-
res da binormal, B.

Temos na equacio 4) uma familia de planos
com um 86 parimetro s; deveremos achar
a envolvente e provar que I' é a aresta de
reversio. Derivemos, em ordem a s, a equa-
¢io 4) .

dl d p. . dv
X — ) — Y—y)—+ (2 —2)— =
E-a2 Tl z -9
=ad+fpu+yv=0

onde «,f,y sio os cosenos directores da
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tangente, T. Com os férmulas de FRENET-

-SERRET
da E d = dy 4
TR -p- ds ; ds e
5)‘ﬁ_1= 13 dgy n 2
ds T ds T ds T
GEY sxoaWdn. B ywdl” Nyl 9
E"*?—:E_ P tds P T
dP LN
de N i
iB N
ds T
ﬂ;m(_zgf_)
ds P T

a tltima equagio transforma-se em
(X —a)E+ (Y —g)n+ (Z—2)t=0

que é a equacdo do plano rectificante. As
rectas caracteristicas siio definidas pela equa-
¢iio 4) e esta ultima, e sio as tangentes a
curva I'.

Isto prova-nos, ja, que a curva I' é a aresta
de reversio da envolvente dos planos oscula-
ladores da curva dada. E com efeito, deri-
vando mais uma vez, obtemos

dE dn 2
(X—‘f-‘)a + (Y—?J)a +‘(5—z)—s-—

=ab+fn+yl=
e de novo com as férmulas de FRENET-SERRET
e com as equagdes ja obtidas, vem
X—2)a+(Y—9)f+(Z—2)y=0
As trés equagdes obtidas dio a aresta de
reversio. Ora no sistema,
(X—2)2 + (Y—y)p + (Z —2)v=0
(X—2)t + (Y—y)n+(Z2—2)t=0
(X—a)a + (Y—3) b + (Z—2)7=0
de equacdes homogéneas nas incégnitas
(X—x) (Y—y) (Z—2) tem-se, como é bem

sabido

e 2
i
ot

a f
6) E n

T Ty )
0 que implica uma solugio nula, a Gnica so-
lugio: X=2x2(s), Y=y(s), Z=2(3).

A aresta de reversdo da planificavel envol-
vente dos planos osculadures duma curva dada,
é a prépria curva.

Chegamos ao mesmo resultado com um
ter¢o do esforgo, utilizando os vectores. A
equagio do plano osculador é o produto in-
terno nulo

(M — P)/B =0
onde P(s) é o ponto de I', e M o ponto
genérico do plano. Derivando, vem

(M— P)/‘-i—B—Q B S P)/

—T/ =(M— P)/

e com as férmulas D) tem-se
(M— P)[N=0

que é a equacio do plano rectificante. Deri-
vando, ainda uma vez

(M — P)/_m—%/zf (M— P)/—_-O

ou, com as férmulas 5) e atendendo ao ja
obtido

(M—P)|T=0
que é a equacio do plano normal. A aresta
de reversio é dada por
(M—P)]T=0; (M— P)|N=0; (M—P)/E=0
e o vector M— P tem componentes nulas no
triedro moével, donde: M=P.

-

Seja dado um plano = cuja equagio toma-
remos com a forma

7 Z4Ll iyl
a b c
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e procuremos estudar a seccido feita por =
na planificavel.

As equagdes da seccdo serdio as equacgdes
3) com uma fungio 0(x) que se determina
com a equacido 7). A fungio 6 é dada por

1 1 e ]
iy f 8 pae b ).
a [

8)

Facamos ama mudanqa de coordenadas :
mudemos o plano XOY para o plano £0'n
coincidente com = e conservando os outros
planos coordenados. Na figura 1, estio re-

rd

l‘l‘j'zl

Y

presentadas seccdes feitas pelos planos X=ux
e Y=y no tetraedro formado pelos antigos
planos coordenados e o plano =.
Por semelhanca de tridngulos, tira-se

Yot &y K

a
Vb2 4 c2

b

C-—z::c(%-}- —% —1).

n = y=K2y

As equagdes da curva seccio, transformam-
-se em

bl T Xm0ty
=0

onde 6 é determinada pela equacgdo 8).
Derivando esta equaq‘io 8), vem

lra_‘_? 6[ 4’” aqw”ﬂ+a;|;”+(a?'—cp)9
a b [

=0

0 que nos mostra o seguinte: os valores g,

que anulam ', fazem
" n ”9 < "
e ML\ kst 2 SRS
a c

on
6(e0) =~ 750 = Ve
9" (a0)
e inversamente. A funcdo Y («) é da aresta
de reversio, ao passo que 0 () é da secgiio.
Achemos as derivadas de £ e =, para
estudo da tangente.

di

K (?”9 +? &F+ lPH)
da

dn — K9
da

Vé-se, agora, que: se «; 6 valor que con-
duz a um ponto comum & secgdo e & aresta
de reversdo, isto 6, 0 (ap) = ¥ (), vem:

Ha singularidade nos pontos de encontro.
Temos, ainda, com facilidade

:%=K] (?H!e_{_g?” el_l_?! aﬁ+¢!”)
En_ g
da?
e portanto
a —ag)? d2n
An_(a—ao)do ( 2“" P
(a-—au)ﬂd

Af =(a—eg)— + oy
( 0)0 R
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Retoivou e, pondo a=— i, oo , uma mudancga de para-
. An K, 0" a (1)
lim — = 7 s — metro, temos a equacio
A=, A E K1 L?IIF (_ _”) + ?l 6” + ”- ]
v 9 Z=aX+o@®Y+ec.

o Ky 0"
Kl [,Pr g — CP” Y’] i

Estes valores estio calculados para a=g;
e Y' representa o valor da derivada de

n
Y(a)=— "P”—M para a — &
9" (=)

Quando Y'(zp) 5= 0'(eg) = O este limite é
perfeitamente determinado ; no caso contrario
havera contacto entre a secgio e a aresta de
reversio no ponto em comum.

Afastada a hip6tese de contacto, quando
« cresce ou decresce para «,, em ambos o0s
casos a partir de certa altura, o cociente
fg— tem o mesmo sinal e existem duas semi-
-tangentes & seccdio, coincidentes, e ndao no
prolongamento uma da outra; o ponto sin-
gular é um ponto de reversio, uma cispide.

Em resumo: todo o plano que ndo tenha
contacto com a aresta de reversdo, mas que a
corte, determina na planificavel uma secgdo
com um ponto de reversdo, naquele ponto em
que encontra a aresta.

*

Sio superficies planificaves, as superficies
conicas e cilindricas, Consideremos uma famf-
lia de planos, todos eles com o ponto fixo
(0,0,c) e cuja equagdo se pode por com a
forma

d Y
a(t) s b(®) ¢
onde a(t),b(t) sio fungdes dum mesmo
parametro ¢, o parametro da familia. Tirando
o valor de Z, vem:

Z c

[+
= — X —— Yl
a® £

b(®)

As rectas caracteristicas sio dadas por

(@) Z=aX+o0o(@Y+c
{0=X+¢wf

e, como o segundo plano passa por 0_‘Z,
todas as rectas caracteristicas passam pelo
ponto (¢,0,¢).

A aresta de reversio obtem-se derivando
mais uma vez: ¢'(z) ¥'=0 ou Y=0. As
equacdes da aresta de reversio, reduzem-se a

X=0
Y=0
Z=c.

A planificavel é uma superficie cénica, com
o vértice em V(0,0,¢) e com a directriz
situada no plano XOY, dada por:

{aX +o()Y+e=0
X+9¢(xY=0

on
X 27
LA e A
v e ) S,
«9' —¢

Consideremos agora uma familia de planos
n todos paralelos a uma direccido fixa. Para
fixar um sistema de eixos coordenados con-
veniente, tomemos um dos planos da familia
para plano XOZ, e todos os outros corta-
rio este, segundo rectas paralelas. A equa-
¢io da familia de planos pode entio poér-se
sob a forma

X Y z
R S kD %1

onde b5(t) e k(t) sdo duas funcdes do pari-
metro ¢, da familia.
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Pode tirar-se o valor de X e temos:

k(1) a
X=—a—Y— —Z +ak(t
b(t) c ()
e, pondo a= — am, mudanga de para-

b(t)

metro, temos a equacio:
. a
X=a¥Y——Z—a{(a).
¢
As rectas caracteristicas sio dadas por

X=a¥—2Z—ai(a)
r(«) ¢
O=Y —ay(a)

e sdo todas paralelas a direcgio fixa, pois
estes dois planos sio paralelos a essa direc-
¢do. A aresta de reversdo esta portanto no
infinito.

A envolvente é um cilindro de geratrizes
paralelas a direccio dada, e, com directriz
situada em XOY dada pelas equagdes para-
métricas
9) [X=a[“‘|‘;“¢]

Y=al .

Se tivéssemos tomado o eixo OZ com a
direc¢io dada, os resultados eram ainda os
mesmos, bastando supor ¢ =+ .

As equacgdes duma curva tragada sobre o
cilindro, sio, como ja dissemos no caso geral,

X=a(y—4
10) Y=ay
Zled

onde 6 é uma fung¢fio arbitraria de «.
Procuremos as curvas cujas tangentes

fazem dngulo constante V7 com o eixo 0Z.
Orientamos a tangente de modo que O < V<

™ .
< ol orientamos a curva de modo concor-

-

dante. As equagdes da tangente sio
E=Xilaon—F t—Z
aa LPII a quI' /'

e entio vem
gl
‘/aﬂq,_-é(_aﬂ + 1)+ 0%
e 0 =cotgV.a'va2 + 1.

cos V=

As curvas procuradas foram chamadas hélices
e as suas equagdes sio as 10), com uma das
fungdes 0, dadas por

0 =a.cothJﬂL|J” Va2 + 1da + ct.

Orientando a directriz 9) do cilindro de
modo concordante com a hélice fornecida por
0 que se anula para «= z;; tomando para
origem da coordenada curvilinea s sobre a
directriz 9) o ponto em que a hélice a encon-
tra, virdi como medida do arco s da direc-
triz, desde essa origem até a projecgio m
do ponto M da hélice

s = f Y'Va@ Fida.

A cota Z do ponto M da hélice é pro-
porcional ao comprimento S do arco, da

directriz do cilindro, descrito, pela projecgio

m de M, desde o ponto de encontro.
Inversamente, sejam x = x(s),y = ¥ (8)

as equagdes duma curva I' situada em XOVY e,

X=z(s) Y=y(&) Z=ks




GAZETA DE MATEMATICA

23

as equagles duma curva no espago; esta
curva estd evidentemente no cilindro de
directriz I', e o terceiro coseno director da
tangente é K

Se 7 & o vector unitario sobre a tangente
a héllce, e se K 6 o vector unitario sobre
0Z , Sera:
7l E=0

Derivando em ordem a S, coordenada

curvilinea sobre a hélice, temos

dT Lk
ds

e com as férmulas 5) de FRENET-SERRET, vem

E -
Bz
e

afastando a hipotese da curva rectilinea,
pF oo, sera: I_\"/I_{'=0
Nas hélices a normal principal é perpend:-

-
cular a O Z e, inversamente, pois o racioci-
nio se deixa inverter.

Derivando 1‘7/ 1?:0, de novo, em ordem

)

o

-

@

B
& SLI’
nl =
"‘-_\\‘

=4

0

[ =]

@

(]

(=]

=}

o

o

=4

i-‘

=]

g

M)

-

Ora, da figura, tira-se com facilidade que,

ﬁl!?:isen V, logo

__sen V +cos V
Froa e
e finalmente
L3 v
_2_!9
P

Nas hélices é, portanto, constante o
cociente das duas curvaturas.

Inversamente: se T = kp, com as férmu-
las de FRENET-SERRET, vem dB=kdT e

— — — .
B=Fk.T+ k' onde k' nio 6 nulo. Multi.
—n - | =
plicando internamente por N vem: k',N=0
e, como ja se viu, a curva 6 uma hélice.
Nas hélices, é constante o cociente das duas
curvaturas, e inversamente.

(Continua no préximo nimero)

Duas [érmulas de Anélise Combinatéria
por Austregésilo Gomes Spindola

A dedugfiio apresentada foi-me sugerida pelo artigo Nola a «Uma demonsiragdo
por indugdo finitan do Dr. GusTavo pE CasTrRO, Gaz. de Mat. 54, Abril de 1953, que
fui encarregado, pelo Prof. M. ZALuAr, de explr em 1956 numa das sessles do Semi-

nario do Cileulo das Probabilidades do 1
sidade do Recife.

Problema

Uma urna contém n esferas negras e a
esferas azuis. Retiram-se simult@neamente b
esferas. Qual a probabilidade de saida de i
esferas azuis?

O ndmero N de casos igualmente possi-

veis 6 N = (n -;,_ a) e o nimero F; dos ca-

ituto de Fisica e Matematica da Univer—

sos favoraveis ao acontecimento A;, de que
pretendemos calcular a probabilidade, é

Fm (32 (2)

Temos entio



