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Aspectos da actualidade Matemética

por A. Pereira Gomes *

Como seria de esperar, vou falar-vos de
Mateméatica, ou mais precisamente (pois nio
quero despertar apreensdes) cicerca de Ma-
tematicanr.

A minha exposi¢io tera, portanto, um
caracter meramente descritivo, limitando-se a
consideragbes muito gerais, onde procurarei
delinear alguns aspectos actuais da Matema-
tica — cujos tragos principais sfio, em suma,
um subido grau de abstraccio, o apoio siste-
matico na teoria dos conjuntos, ou pelo menos
no que se convencionou chamar «a teoria
ingénua dos conjuntos», a axiomatizagio de
diferentes teorias, a unificacio numa s6 teoria
de diferentes disciplinas até a pouco divor-
ciadas umas das outras, ete.

Estas novas feigdes que nos mostra a
Matemética de hoje levam, também, forgosa-
mente a encarar a questio primordial do
ensino desta ciéncia. Primordial, digo, e nio
val aqui abuso de linguagem. Ha quem afirme,
e é muito plausivel, que o embriio do conhe-
cimento cientifico surgiu precisamente do
desejo ou necessidade de conservar o fruto
de experiéncias acumuladas por uma geracio
e transmiti-las &s geragdes futuras como a
melhor das herancas. ‘

A questio do ensino é portanto inerente a
existéncia da prépria ciéneia. E por ele que

a ciéneia se perpetua. Por via dele a ciénecia
se renova e se mantém (ou niio) um organis-
mo vivo e operante.

Pelo que toca a Matematica, ndo sera
demais realgar a importincia desta questio.
A Matematica é uma velha ciéncia feita por
jovens e seria facil confirma-lo com exemplos
numerosos, menos conhecidos do que os de
Gavors, ABeL ou CaucHy.

Ja alguém afirmou que as grandes ideias
renovadoras da Matematica foram criacdes de
menores de 30 anos. A asser¢iio nio sera
estrictamente rigorosa, mas o essencial dela
permanece.

Tanto basta para dar reléve a questio do
ensino desta Ciénecia. Ha necessidade nido sé
de transmitir 4 juventude soOlidos conheci-
mentos, mas simultineamente imbui-la dos
métodos modernos, leva-la ao limiar dos
verdadeiros problemas, impregna-la de espirito
cientifico, incutir-lhe o gosto pela ciéncia —
de par com uma compreensao licida do papel
que a esta cabe na vida dos homens de hoje.

Ao ensino da Ciéncia e, em particular, da
Matematica, cabe assim uma dupla fungio: a
de exercer uma acc¢io informativa, tecnold-

* A Redacgdo apresenta aos Leitores da Gazeta a
presente conferéncia que constituiu a Aula Inangural
do ano escolar de 1957 na Universidade do Recife.
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gica e, paralelamente, numa ac¢ido formativa,
educadora.

Nestes termos, torna-se patente a grave
responsabilidade dos profissionais do ensino
— quero dizer: professores e alunos. Com
efeito, essa responsabilidade — nunca sera
demais sublinha-lo — é assumida em comum,
quaisquer que sejam as tentativas (sempre
pueris) de separar professores e alunos em
classes opostas, quando nio hostis. Do ponto
de vista em que nos colocamos, professores
e alunos estio empenhados, e sdo intrinseca-
mente solidarios, na execug¢io duma tarefa
que transcende, pelos seus resultados e con-
sequéncias, pela sua projecgido social, os sim-
ples interesses pessoais e até o Ambito duma
geracio.

Nio pretendo deter-me, neste momento, na
analise de problema tido delicado e de reper-
cussfes tdo profundas como é o de adaptar
globalmente o ensino universitario 4s neces-
sidades do tempo presente. Tanto wmais que
um tal programa interfere no ensino secun-
dario e até primario, enquadrando-se, neces-
shriamente, por conseguinte, em toda uma
politica educacional.

Quero tio sbmente nio esquecer de o men-
cionar, como numa condigio essencial ao
progresso técnico-cientifico duma nagio. E
sublinhar, a propésito, que nio é 86 com
respeito as ciéncias naturais ou experimentais
que tal questio se apresenta — 0 que 6 cor-
rentemente aceite — mas igualmente com
respeito a4 Matematica. Como aquelas,
a Matematica evolui, renova o0s seus
problemas, os seus métodos, a sua lingua-
gem. Muda de feigdes, mnda de roupagens.
E torna-se indispensivel que o ensino da
Matematica leve isso em conta. Néo se trata,
como é 6bvio, de preparar cada aluno duma
escola superior para se langar na pesquisa
cientifica. Mas seria desejavel que a atitude
de cada estudante, como de cada professor,
fosse a de um estudioso — vale dizer, de um
pesquisador. Uma atitude activa e nio esti-

tica ou passiva, critica e nio meramente
receptiva, curiosa, indagadora, vigilante e
nio burocratizada na preparagiio ou execugio
de exames para a conquista, sem gléria e
sem gosto, dum almejado «Abre-te Sézamo !»
de papel selado.

O problema, como disse, é delicado, com-
plexo, e é também de extensdo geogrifica
universal. Ele apresenta, além disso, o desa-
gradavel inconveniente de ndo poder resol-
ver-se matematicamente ... Deixemo-lo pois
entregue a outros cuidados.

Muitos bons espiritos nos tém deixado,
através da histéria do pensamento, diversas
expressdes definidoras da Matematica, sen-
tengas brilhantes ou atraentes mas que, no
melhor dos casos, fixam apenas uma face
desta ciéncia.

Para ArisTOTELES, & Matematica é o estudo
da quantidade, para Bacox ela é o estudo
que torna os homens subtis, para DESCARTES a
Matematica é a ciéneia da ordem e da me-
dida, para KLrIN é a ciéncia das coisas evi-
dentes, para WHITEHEAD a Matematica é
«o desenvolvimento de todos os tipos de
raciocinio formal, necessario e dedutivo» ou,
para RUSSELL, «o assunto no qual nunca se
sabe do que se esta a falar, nem se o que se
diz é verdadeiro».

«O que é a Matematica ?» é o titulo suges-
tivo dum excelente livro de divulgagio, que
nos seus diferentes capitulos proporciona ao
leitor um convivio ameno com alguns proble-
mas basicos, conceitos e métodos matemati-
cos, classicos e modernos.

Em guisa de resposta aquela pergunta
excitante que encabeca o livro, os autores
concluem o seu preficio com a observacio
sibilina de que «apenas uma experiéncia
activa com a matematica pode responder a
tal questdo.»
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Ha que reconhecer que esta observacio é
cheia de sabedoria.

Por outro lado, para sermos precisos, a
questio «o que é6 a Matematica?» devera
situar-se histdricamente. Como qualquer outra
cidneia, ou ramo de saber, ou produto de
elaboraciio intelectual, a Matematica «vive»,
isto 6, da sua fase rudimentar, larvar, inci-
piente, tem passado, através da histéria da
civilizagiio, por fases diversas, ora brilhantes
ora apagadas, mas sempre «changeante»,
comportando a sua parcela de contingente,
condicionada como toda obra de pensamento
pelas circunstincias histéricas, crescendo,
desenvolvendo-se, aperfeigoando-se impulsio-
nada quer por moébeis téenicos, pela pressio
de questdes oriundas de outras ciéncias — e
entrelagcando-se nio raro com elas — quer em
busca de equilibrio interior, de fundamenta-
¢io solida, criticando os seus principios e
métodos, de par com uma especulagio de
caracter filosofico.

Para ser preciso, portanto, essa questio
deveria fraccionar-se: o que foi a matema-
tica dos egipcios, dos babilénios, dos gregos,
dos arabes, da renascenca, etc.. O que é
a Matematica de hoje? Quanto 4 Matematica
do futuro apenas se podera afirmar uma
serena confianca no seu desenvolvimento e
progresso, que nio é sendo a confianga na
capacidade criadora do espirito do Homem,
o qual continuara forjando os meios para
uma compreensio mais profunda, ampla e
precisa do mundo em que vive, uma mais
eficaz interveng¢iio e recreagio desse mundo.

O caracter abstracto, formalista que as
teorias modernas da Matematica apresentam
em tio alto grau, nido estda em contradigio
com este papel ou com as razdes motoras do
seu desenvolvimento que esquematicamente
lhe estou atribuindo. £, a meu ver, ainda a
preocupacio de encontrar solugdes justas
para problemas formulados correctamente
que leva o espirito a4 busca do rigor, a
critica dos fundamentos, a formulagio pre-

cisa doa principios, dos conceitos e das
regras de construgio. .

Parece-me, contudo, ndo ser desprovida
de interesse a anilise de algumas daquelas
defini¢gdes lapidares a que me referi ha pouco
e seja-me permitido considerar dentre elas a
referida «boutade» de RusseLL, impregnada
dum excelente humor inglés e extremamente
feliz ao sintetizar uma das caracteristicas
essenciais da Matematica — a de uma teoria
hipotético-dedntiva.

Vale a pena integri-la no sen contexto e
sondar-lhe o sentido profundo e exacto.

RusseLL escreven : « A Matematica pura con-
siste inteiramente em afirmagdes do género
desta: se tal proposigiio é verdadeira acerca
de alguma coisa, entdo tal e tal proposicio é
verdadeira icerca dessa coisa. I essencial
ndo discutir se a primeira proposi¢io é real-
mente verdadeira e nio mencionar que coisa
é aquela para a qual a proposi¢io se supés
ser verdadeira... Se a nossa hipétese é
Acerca de alguma coisa e nio Acerca de uma
ou mais coisas particulares, entio as nossas
deducgdes constitnem Matematica. Assim —
conclui RussELL —a Matematica pode ser de-
finida como assunto no qual nunca se sabe
acerca de que se fala, nem se o que se esta
dizendo é verdadeiro.

Por mais chocante que possa ser tal afir-
magciio para o senso comum, ela traga efecti-
vamente o que ha de mais caracteristico na
ciéncia Matematica, o segredo da sua univer-
salidade e da sua eficiéncia como suporte de
outras ciéncias, mas também a sua feicio
mais familiar a todos nos, incluindo aqueles
para quem a Matematica esta reduzida aos
seus rudimentos.

Considere-se por exemplo a seguinte pro-
posi¢iio: se um terreno tem 10 metros qua-
drados e vale 3 cruzeiros o metro quadrado,
o terreno vale 30 cruzeiros. Ou esta outra:
se cada laranja vale 3 cruzeiros, 10 laranjas
valem 30 erunzeiros. Ou ainda: se um auto-
mé6vel segue i velocidade de 3 quilometros
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por minuto, ele percorre 30 quilémetros
em 10 minutos.

Estas proposicdes referem-se a coisas par-
ticulares e n#do constituem pois Matematica
pura. A proposicio Matematica correspon-
dente sera: se adicionarmos 10 vezes 3 uni-
dades obtemos 30 unidades, ou, abreviada-
mente, 10 >< 3 =30. E é manifesto que tanto
podemos estar a falar de cruzeiros como de
quilémetros.

A analise da segunda parte, quanto a
saber «se o que se diz é verdadeiro», é um
pouco mais subtil, embora a primeira vista
pudesse interpretar-se como significando que
o terreno pode valer ou n#o os 30 cruzeiros,
sem que isso afecte a igualdade 10 > 3 = 30.

Um outro exemplo projectara nova luz
sobre a assercio de Russerr: E bem conhe-
cida a existéncia de geometrias nio eucli-
deanas que negam o célebre postulado das
paralelas. KLEIN mostrou, nos fins do século
passado, que o conteido duma tal geometria
é tdo aceitavel quanto o da geometria eucli-
deana. De resto é sabido que a teoria da
Relatividlade Generalizada adopta precisa-
mente uma geometria niio euclideana.

Entdo, qualquer proposi¢io que resulte do
postulado das paralelas, embora verdadeira
na geometria euclideana, é falsa numa geo-
metria n#o euclideana. Tudo depende, pois,
de serem aceites, ou nio, como verdadeiras
as hipoteses de partida.

Estes exemplos elementares bastario talvez
para chamar a atencgio sobre a natureza das
proposi¢des matematicas. Por outro lado,
surgem a seu respeito um certo ndimero de
questdes.

Uma, é a de que a validade das afirmacdes
matematicas é condicionada; outra é a de
saber, dentro desse condicionamento, qual o
critério de verdade matematica.

Estas duas questdes dizem evidentemente
respeito a toda a teoria hipotético-dedn-
tiva e logo voltaremos a elas. Mas ha ainda
uma terceira questio, quanto a interconexio

da matematica com as ciéncias experimentais,
o seu poder interpretativo do mundo fisico,
que tornam as teorias matematicas um ins-
trumento impulsionador do conhecimento dos
fenémenos naturais e do seu controle.

Repare-se que histdricamente as teorias
matematicas ndo aparecem geralmente como
teorias légico-dedutivas. Mas bem ao contra-
rio, as suas origens siio as mais das vezes
de caracter empirico.

Assim a geometria parece ter surgido,
como o seu nome indica, de problemas de
mensuragio de terras no velho Egipto. Tam-
bém as origens do calculo integral parece
poderem situar-se na determinagio, tratada
por KerLer, do volume de tonéis, s6lidos
Jimitados por superficies curvas de geratrizes
nio rectilineas, se nio quisermos falar do
método de exaustio de ArQUiMEDES, utilizado
com finalidades andlogas. E muitos outros
exemplos seria facil apontar.

Somente séculos apés os primeiros estudos
de geometria na civilizagdo egipecia, aparece
com EucLiDES uma sistematizagiio dos conhe-
cimentos geométricos com caracter axioma-
tico. Esta obra genial permaneceu como mo-
delo de teoria dedutiva e exerceu uma vasta
e profunda influénecia na elaboragiio moderna
de outras teorias cientificas, nomeadamente
na axiomatizacio da Mecdnica e certos ramos
da Fisica. '

No entanto a Analise, como a Aritmética,
sbmente lograram uma sistematiza¢io axio-
matica no ultimo quartel do século passado,
quando DEepERIND, WEIERSTRASS e outros
conseguiram uma defini¢fio rigorosa do sis-
tema de nimeros reais. Ligada a ela, a axio-
matica de PEaxo para os numeros naturais,
a que se devera acrescentar ainda o axioma
de ZerMELO, pode constituir uma base axio-
méatica de toda a Analise, e evidentemente
também da Aritmética. Por essa época a
Analise havia ja atingido praticamente as
suas gigantescas proporgdes actuais.

Sio estes, dois exemplos bem sugestivos
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duma situa¢iio que me vejo tentado a descre-
ver da seguinte forma: nfio s3o as regras
légicas que promovem o desenvolvimento da
Matematica: sdo os seus problemas. Esses
problemas podem surgir internamente, duma
discussiio dos fundamentos 16gicos, ou exter-
namente por solicitagiio e sugestio das cién-
cias experimentais.

Esta parece ser também a posicio assu-
mida, relativamente A natureza da Matema-
tica, pelo notavel cientista Vox Nrumaxy,
recentemente falecido — quando escreve sin-
téticamente : «lixiste uma duplicidade inteira-
mente peculiar & natureza da Matematica.
Tem-se de conceber esta duplicidade, aceita-
-la e assimila-la ao proprio pensamento sobre
a assunto. Esta dupla face 6 a face da Mate-
méatica e niio creio que qualquer visio unita-
ria, simplificada da coisa seja possivel sem
sacrificar a sua essénciay.

Esta posi¢iio nio coincide com a de RusseL
e outros logicistas, para quem a Matematica
se reduziria a uma parte da légica.

O grande matematico Devjoy, que recebe-
mos na Universidade do Recife em 1954,
sublinha, igualmente, numa bela frase, aquela
duplicidade: «O racional, em Matematica
como em outras partes — escreve ele em
«L'innéité du transfini» — retempera-se perio-
dicamente no empirico para adquirir forcas
que niio poderia encontrar em si mesmo».

Voltemos, porém, as duas primeiras ques-
tdes suscitadas ha pouco, relativas a uma teo-
ria hipotéctico-dedutiva. Ja dissemos que a
primeira teoria matematica com esta feigio é
a geometria de EucrLipes. Mas ha a notar
que os Elementos de EUCLIDES niio constituem
uma solugéo satisfatéria do problema de axio-
matizar a Geometria.

Por um lado, as definigdes mais importan-
tes sdo meras descrigdes apoiadas na intuigao.
Por outro, muitos axiomas nio foram expli-
citamente formulados. O trabalho de pesquisa
duma axiomatizagio completa da Geometria,
que se foi processando através dos tempos,

recebeu um impulso vigoroso com a criagio
duma Geometria nio euclediana, quase simul-
tineamente pelo hingaro BoLyar e pelo russo
LoBarscHEWSKI, por volta de 1830. Cinquenta
anos mais tarde PascH «isolou» (para usar
um termo expressivo da Bioquimica) os axio-
mas da ordem, até entio renitentemente dissi-
mulados. Finalmente, no fim do século xIX,
HiLBerT conseguin dar forma definitiva —
isto 6, conforme as exigéncias da correccio
logica da nossa época — a axiomatizagiio da
geometria euclideana. Os seus «Grundlagen
der Geometrie» sio hoje um livro classico
nesta matéria, encontrando-se até traduzidos
em lingua portuguesa.

Em que consiste, entio, a axiomatizagio
duma teoria cientifica ? Consiste em fixar um
numero limitado de conceitos ditos primitivos
e de proposi¢des basicas dessa teoria que
serio chamadas axiomas, de modo que a
estrutura dessa teoria esteja totalmente defi-
nida, quer dizer, todos os novos conceitos e
proposi¢gdes se possam obter por definiciio e
por deducgio logica, respectivamente, a par-
tir dos conceitos primitivos e dos axiomas.

«Tal é, pois, toda a arte de convencer —
dizia PascaL, no seu discurso «De l'esprit
scientifique» — Ela esta contida em dois prin-
cipios : definir todas as nota¢des empregadas
e provar cada coisa por substitnicio mental
dos termos definidos pelas suas definigdes».

Um sistema de axiomas deve ser consis-
tente ou ndo-coniraditério, isto &, dele nio
deve ser possivel inferir uma proposicio e a
sua negacio.

Uma outra qualidade de um sistema de
axiomas é a sua independéncia, que nio é
contudo um atributo indispensavel a4 axioma-
tizagio duma teoria.

A questio da independéncia dos axiomas
tem uma projecgiio histérica consideravel, no
caso da geometria euclideana. Ja na antigui-
dade, o axioma das paralelas se nio oferecia
como intuitivamente evidente, o que se pode
atribuir — segundo Vox NEumMasN — ao facto
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dessa percepgio intuitiva envolver de algum
modo o conceito de continuo e portanto de
infinidade.

Numerosas foram as tentativas através dos
séculos para o estabelecer como teorema,
isto é, como consequéncia légica dos res-
tantes axiomas.

Os construtores duma geometria néo eucli-
deana puseram fim a essa questio, mostrando
a independéncia do axioma das paralelas
relativamente aos restantes, uma vez que a
sua negac¢iio ¢ consistente com eles.

A validade duma teoria dedutiva reduz-se
pois & consisténcia dos seus axiomas. A ver-
dade de uma proposi¢io, numa teoria dedu-
tiva, reduz-se 4 sna nio contradicio com as

proposi¢cdes deduzidas dos axiomas ou, em
ultima analise, com os préprios axiomas.

Tal é o critério da verdade matematica.

Na realidade, o critério de verdade nas
outras ciéncias nio se afasta essencialmente
dele. Se nio é a nio contradi¢io logica que
intervem &, alternativamente, a nio contra-
digio entre a conceituag¢io teérica dos fend-
menos e a sua percepg¢io experimental.

Haveria que falar ainda da categoricidade
ou completude dos sistemas de axiomas. Mas
creio ser agora mais atraente encarar esse
assunto dum outro ponto de vista e em
termos um tanto diferentes.

(Conclue no préximo niimero)

O ensaio 7 e os ensaios de concordéncia

por J. Tiago de Oliveira

1. Introdugdo. O nosso objectivo, neste
artigo meramente expositério, 6 o de chamar
a atencdo para um comportamento bastante
vulgarizado nas aplicagdes praticas da Esta-
tistica e pouco fundamentado: o uso da esta-
tistica 2 como indicador do ajustamento de
distribui¢des de variaveis aleatérias (absolu-
tamente) continnas. Para isso comegamos por
expor o uso da estatistica ¥2 para populagdes
discretas.

2. A estalistica 32 em populacdes dis-
cretas. O caso mais simples de aplicagiio da
estatistica 32 é o seguinte: as observacdes
de uma dada populagéo discreta podem clas-
sificar-se numa e numa s6 de & categorias
Cy,Cy,---,C; supondo-ge as probabilidades de
tal classificac¢io, respectivamente, p;, pa,- -+, px
(2]9; = 1) . Uma amostra de n observagdes

revelou =n; elementos da classe C),n, de

Cas- - 1 de C.,(Zn,-czn).

Pretende-se verificar se a amostra obser-
vada é compativel com a hipdtese posta, a
um nivel de significincia «, isto é, comportando
o risco de se concluir erradamente que tal
hipotese é falsa em 100«°/, das vezes, num
grande nimero de provas.

O ensaio baseia-se na seguinte proposigio :
a distribuicio assintética da quantidade
(ni — np:)?
b Z np;
72 com k — 1 graus de liberdade. Se n for
suficientemente grande (os »p;>5) o resul-
tado assintético é usado como sendo efectiva-
mente valido para o Q2 calculado e rejeita-
-se a hipotese se 2> yx*(«,k —1) em que
#2(x, kb — 1) é o ponto « do %2 para k—1
graus de liberdade.

Esta é a regra normal de uso da estatistica
72 nestes problemas. De facto, porém, se
algumas das quantidades =»p; nio sio supe-
riores a 5, fundem-se uma ou mais catego-

é a distribui¢io de um



