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{ (X—2)E+ (Y —y)n+(Z —2)t=0
(R—2)t (PPt G =y =—

1
‘1[Lldp 1ds
25) elpds Tds
" e . )
(X— &)+ (F—y)p+ (G —tpy= — -
1

Represente-se por A, o determinante se-
guinte

£
26) A=|F T
L]
|ds ds
e ponhamos
O T B a
¢ pA p TA

Entido, o sistema 25) pode escrever-se
X —@)a+(Y—p)f+(Z—2)y=4

X—2)t+Y—yn+(Z—2)t=0
(X—a)) + (Y~ g)p+(Z—2)y=B

e resolve-se rapidamente.

X=ax+4+ Aa+ B
Z=z+ Ay + By

isto é, mais explicitamente

X—w—-—_l.-...ia_{_l.il
P2 A p A

£ 1 ¢ T 47
Y — =4 — . —
y o T e
PR WLy

que sio as equacgdes da aresta de reversio
desta planificaivel, a planificivel rectificante.
A distdncia do ponto da curva ao correspon-
dente ponto da aresta de reversio é dada por

1 ETma
=TT
Se A=0 a aresta de reversio desloca-se
para o infinito, e a planificivel rectificante
serd um cilindro. Isso sucede com as carvas
I’ para as quais A =0, on

o .

S e )
e T

0 que integrado: £ — C%. Sio as hélices.
T

Problemas fundamentais da teoria
da aproximagdo funcional
por Luis G. M. de Albuquerque

(Continuagéo do nGtmero anterior)

8. Aproximagdo linear nos espacgos de
Hilbert,

Considere-se o espaco de HiLBErT H,
seja V'C H uma variedade linear gerada
pelos vectores linearmente independentes
Xy, iy, © ye H— V. Pelo teorema demons-

trado no § 7, e em virtude da norma do
espago de HiLBERT ser sempre forte (§ 9),

existe em V" um e um 86 vector x; = 2 ol
1
que 6 projecciio de y em V. Ora,

TeoreMA A. Se x, é a projecgdo de y
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em V,y—x, é ortogonal com cada um dos
vectores de V

(y —=%g,%)=0, qualquer que s¢ja xeV.

Demonstragdo. Se houvesse em F um
vector x50 que ndo fosse ortogonal com

Yy— 2

(y“wﬂiw) T a:fl:O;
considerando o vector
z=uxy+ xeV
x ,x)

teriamos (deixamos ao leitor o cuidado de
estabelecer esta relagio):

|af?
(x,)
donde, em virtude de ser (z,z) >0 (pois x+0)

ly — 217 =lly — =l —

2

ly—zl|<lly — o]l 5

assim, x, niio seria a projecgio de y em V’
como admitimos.

A partir deste teorema podemos construir
as componentes do vector x;, e, a0 mesmo
tempo, calcular o erro cometido quando se
toma, em lugar de y, o seu polinémio de
melhor aproximagio em V,ax,. Com efeito :
sendo y — x, ortogonal com cada um dos
vectores de V', é em particular ortogonal
com cada um dos vectores da base (x;,---,2n)
de V:

(y—2p,2)=0 (k=1,-..,m)
ou seja
(¥ @) — X o (@i, @) =0
i=1
k=1,...

8. 1)
,1”!

que é um sistema de m equacdes lineares nas

m incégnitas «f,---,a%. Assim, a solugio

de (8. 1) conduz ao polinémio melhor apro-
ximagéio de y em V; e como esta aproxi-
magio existe e & tnica, aquele sistema tera

de ser sempre compativel e determinado;
por isso é sempre diferente de zero o deter-
minante de GRramu :

G @y, =y@m)=|(2y, @) (22,21)- - (Tm, 2y )|F0.
(®1,@3) (2, 29)+++ (¥m,29)

('Tl yTm) (.’.!.‘2,.'.!'.',,.)- < (@, Tm)

Obtida, com as componentes dadas por
(8. 1), a projecgio x;, de y em V', o erro
de se tomar z;, em lugar de y sera

d=|y — || =min|ly —a|;
z €V
mas
B=|y—2|P=@—20,y— @) =
=y —20,9) — (y — xp, 7))

e como pelo teorema anterior se tem

(y — xy, @) =0, por ser x;el,
fica

?=|ly—z|?= (y— Zagafhy)
1
ou

(8.2) B=0,9)— Ded-@,9);
1

a eliminagio dos o«f(k=1,...,m) entre
(8. 2) e as m equagdes (8. 1), conduz a

(y,y)'—ég(?«‘l,?/)"‘ (ﬁ'my)|=0.
(y, @) (3"1 &) ee (a"m!‘rl)

| (¥ @n) (@1,20) - (Tm,Zn)
donde
(8. 3) a:“G(y'ml!”'awm).
G @y,

Pl wm)

As equacdes (8. 1) que determinam as
componentes do polinémio @y, melhor apro-
ximagido de y em V', e a expressio do erro
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J, tomam um aspecto mais simples quando

a base de 7 é ortonormada:
(x“!w*)——“ai*‘ (E,k=1,-..,m).

Neste caso as equagdes (8. 1) escrevem-se

(k: 1, ---,m)

(¥, ) = 2 ﬂ? Sk

i=1
e dio logo as componentes de z;:

akE(y;m*) (k=19 "’m);

ficando a projecg¢io de y em V' definida por

Ty = Z(y’w")'rk;
1

(8. 4)
a expressio do erro escreve-se agora:
02 = (3/;3/) = Z(yawk)' (mk’y) ==

1

—ir@,mk);ﬂ

\/(r/,v)—ZILy,ra)13

9. Equagdo de Parseval-Lispunov.

=(,)

{8.8) 3=

Suponhamos agora /7 dotado de uma base
ortonormada

B=|ej 63, s 8q,:0-}.
Qualquer sistema finito de vectores
e ,60,:++€,| gera uma variedade linear
Vo H; e tomado um vector ye H— T,
a projecgio de ¥ em 1}, é dada por
0. 1) ) = N

k=1

determinando % com um erro 3™ definido
por (8. B); isto 6, se

y— a4+ o

tem-se

o =] =W [P =y 3 — Z |¥,e) >0

k=1

donde se obtem a desigualdade de BESSEL :

©2)  Sw.e)kse,y).
1

Formando a sucessiio de variedades linea-
res

™ PN ol Y e =l

e sendo yef/— | J Vi, podemos construir
k=1
a sucessio das projecgdes de y nos 7

(l) (2) n
I LR

que sido dadas por relagdes do tipo (9. 1);

(k+1)

cada uma delas, @y ", obtém-se da prece-

dente, z§’, juntando-lhe o termo

(y,3k+‘])ek+1(k=1,2,‘*','R—1).

Se para certo valor N de » se tem ye Vy,
entio y coincide com a sua projecgio em Vy

N
(9. 3) y=af = 2 (7,e) ex;

k=1

caso contrario, isto é, quando por maior que

seja n 6 sempre ye H— | | Vi, somos leva-
k=l
a passar da soma que intervém em (9. 3)

oo
para a série D, (y,ex)e. correspondente ao

k=1
vector ye Il

Yy~ 2 (e er,

k=1

interessando-nos entiio estabelecer as circuns-

tincias em que se possa escrever

¥= i (y,ek)ea- .

k=1

(9. 4)
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Deve-se notar que, por (*), os erros das
sucessivas projecgdes de y nas variedades V)
formam sucessdo decrescente,

(L VRN, [P NN 1) BN

e assim procurar as condigdes para que (9. 4)
tenha lugar equivale a encontrar em que
casos 6

Ora, em virtude da desigualdade de Bessel,
a série de termo geral |(y,e:)|2 é conver-
gente e tal que

©.5) D@ P Lw);
1

o teorema C do §6 garante-nos entiio a con-
vergéncia da série

Z(y:ei‘)’e*‘;

k=1
portanto a igualdade (9. 4) sera valida desde
que
limd, = (,9) — 3 [, e)2 =0
" =

ou seja, quando se tem

@)= @ e,

k=1

(9. 6)

que se designa por equag¢do de PARSEVAL-
-LiapoNov.
Deste modo, podemos concluir :

TEOrREMA. Num espago de HILBERT com
base orto-normada numerdvel, todo o vector y
que satisfaga & equagdo de PARsEvAL-LiaruNov
pode ser escrito na forma :

y=2 (y,e)e.

k=1

9. 7)

Os coeficientes (7,e;) de (9. 7) sio chamados
os coeficientes de Fourier de ye H; e (9. T)
é a série de FouriER (generalizada) de .

10. Bases completas.

Resta-nos agora ver em que condigdes a
equacio de ParsevarL-Liapuxov tem lugar
para todos os vectores do espa¢o de HILBERT
(que ndo pertencam a qualquer variedade
linear Vy).

Diremos que a base orto-normada do
espago, BB, é completa, quando nio exista
em K qualquer vector distinto do vector
nulo que seja ortogonal com todos os vecto-
res da base.

TeoremMa A.  Num espago de HILBERT com-
pleto, para que a base orto-normada
B=}e, -:,0n,---| s¢ja completa, é neces-
sario e suficiente que seja verificada a equacdo
de PARSEVAL-L1aruNov

Demonstragdo. Suponhamos que a equa-
¢io de ParsevaL-LiapuNov, (9. 6), tem lugar
qualquer que seja ye I, sem que a base
orto-normada B seja completa. Nesse caso
existe pelo menos um vector nédo nulo,
ze H, tal que (z,2) =||2|2 = a2 >0, orto-
gonal com todos os vectores de B

(2,ex) =0 (k= 185633
tem-se

0= |(z,e)2< (2,2) = a2,

k=1

relagio impossivel porque esti em contradi-
cao com (9. 6). Assim, niio existe em FH

" qualquer vector z=£0 ortogonal com todos

o8 e, e a base é completa.

Mas a condigio também é necessaria.
Admitamos que a base orto-normada B é
composta, mas que nio é verificada a equa-
¢iio de PArsEvaL-Liaruxov; pelo menos para
um vector x e I ter-se-ia entfo

il(-’r,ek)F((m,m).

k=1

(10. 1)
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Considerada a sucessio de vectores

n

Te= N (x,a)e (n=1,2,...),

k=1
tem-se
n
Xy — Tu= D, (T, er) e
met1
e, visto ser |[e:|| =1 para todo o k:

lea—aallZ 2 1@, ) lldll= 3 |2, ) 5

m+1 m+1
(10. 1) garante a convergéncia da série

o
l(x,e)[?, e por isso
1

@)t =8—a| <3
m-1

desde que n >m > N(J), nas mesmas con-
digdes

[0 — @m || <|80 — 8a] <8
e (@29, ,&y, -+ | 6 uma sucessiio fun-
damental de vectores de H; como este

espago é completo, existe um vector «' e/
tal que

limz, =2 ou lim| &, —a'||=0.
Ora a desigualdade (5. 2) da

|@ — &, e) | <[] &' — @] - [ o]l = [|2'—
e portanto '

lim | (2' — @, ,6:)| = 0;

n
mas sendo (@' —z,,ex) = (a:'— > (=, ¢))e5, ek) =

Jj=1

=(2',e) — f.‘. (@5 ¢) 3 = (', &) — (=, ex)
i=1
vem

| 0)— @, &) |=lim | @ — @2, e)|=0

donde

@ a)=(x,6) (E=1,2,-.").

Considere-se agora o vector y=x'—ax e I,
que é ortogonal com todos os vectores de B,
pois

(¥,e)=(=", &) — (#,e) =0;

em virtude de B ser completa, tera de ser
y=0. Mas por outro lado, verificando-se
(10. 1) em lugar da equacio de PARSEVAL-
-LiaruNov, tem-se

n
|| 2 [|2 = lim || 22, |2 = lim 3} | (2, ex) [2 =
n n
1

D, e) o< 2|2,
1
donde

lgll=llz—a'||> =] —]']>0,
relagio impossivel por ser y = 0.
O teorema fica, pois, demonstrado.

TroreEMA B. Um espago de HILBERT com-
pleto (e definido sobre o corpo complexo)
contém uma base orto-normada completa quando
é separavel.

Demonstragdo. Consideremos o espago de
HruBerT separavel H, e seja NC H uma
sucessio numeravel de vectores densa em
H:N= H. Excluamos de /N os vectores
que sejam combinagdes lineares dos prece-
dentes, e ortogonalizemos a sub-sucessio
B C N assim obtida. B é uma base completa
de H: pois se yeH fosse ortogonal com
todos os vectores de B, era também orto-
gonal com todos os vectores de N, pois os
vectores de N estio em B ou sdo combina-
¢des lineares de vectores de B; mas sendo
N denso em H, qualquer que seja & >0
existe um xe N tal que

ly — =] <e, com (y,a)=0;
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ora []y[l9=@/,3/}=(y—w,3’)

e, em consequéncia de (. 2),

yIP=@F—=,)<lly—=x|-llyll<e-|¥l

donde 7]l <e;

assim, por ser & arbitrario, conclui-se que

ly]|=0, ou seja y=0. B é uma base

completa, e a condi¢éio do teorema é suficiente.
Considere-se agora a base orto-normada

completa de H

B =le,e5, - 6n, ]

e seja M c H o conjunto constituido pelos
vectores
d{{)el-f—ar(gr)eg—f—---+cx$f]en (n=1,2,-..)
combinagdes lineares dos vectores de B com
coeficientes complexos racionais. Sendo B
completa verifica-se a equagio de PARSEVAL-
-LiaruNov em H, e qualquer que seja y e I/
tem lugar a relagio (9. 4):

y=0,e)- e;
1

assim, fixado ¢ >0, é possivel determinar
um inteiro n para o qual se tem :

ps s
2’

(10. 2) Ny~i(y,ek}ek
1

por outro lado, sendo o conjunto dos nime-
ros complexos racionais denso no conjunto
dos niimeros complexos, é possivel determi-

nar os nimeros a (k=1,2,...,7) de tal
modo que
W, e) — f”| < ¢/2n,
ou seja
(10. 8) Dy, e) — e <
1

<2y )= all<g
1
Para o vector

n
xr = Zaﬁ")ekeMC H
1

y—x=y—2@,e) e+
1
= Z(y,ek)ek— 2055:}8&
1 2

e, em virtade das desigualdades (10. 2)
e (10. 3):

ly—z|| <e

qualquer que seja ye H. Portanto, o con-
junto dos vectores A/, numeravel, é denso
em [/, e este espago é separavel. Como
querfamos provar.

Dos teoremas agora demonstrados verifi-
ca-se que sendo // um espago de HiLBERT
completo e separavel, o problema que nos
ocupa pode ser posto do seguinte modo:

Seja B =le;,eq,:-+,€,,--+| uma base
orto-normada e completa de /7, e designe V;
a variedade linear gerada por |e;,eg,: 6.
Dado um vector ye H e fixado um nimero
real ¢ > 0, é possivel determinar um inteiro
N(s) de tal modo que, para todo o 13> N(e)
o vector y pode ser dado pela combinagio
(polinémio de ordem n)

Tig
D en) e
1

com um erro inferior a =:

-V

{Continua no préximo nimero)

y— 2@ ee| <e.
1




