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U m a órbita simétrica de um foguetão 
para vôo em forno da Lua( ) 

por G. A. 7c/ieí>oferev 

§1. Posição do problema 

Neste artigo apresenta-se a solução do se-
guinte problema: determinação das condiç&es 
iniciais do movimento, em face das quais um 
foguetão, encontrando-se para t = 0 sobre a 
superfície da Terra, realiza um vôo em torno 
da Lua e volta à Terra sem dispêndio de 
combustível durante o percurso. 

Tomemos para origem das coordenadas o 
centro da Terra ; além disso consideremos o 
plano xy como o da órbita da Lua. Despre-
zando a excentricidade da órbita da Lua, 
consideremos o movimento da Lua como 
circular. 

As perturbações devidas ao Sol e planetas 
estão fóra dos limites de exactidão dos cál-

culos adoptados no presente trabalho. As 
simplificações feitas não têm carácter essen-
cial e facilmente podem ser tidas em conta 
em caso de necessidade. 

Admitamos que no instante inicial f0, a 
Lua e o foguetão se encontram sobre o eixo 
dos x , e que, além disso, a distancia do 
foguetão à Terra è maior do que a distância 
Xí, da Terra à Lua, sendo também a veloci-
dade do foguetão igual a zero. Na ausência 
de perturbação devida à Lua, movendo-se o 
foguetão sobre o eixo dos x , atingirá a 
superfície da Terra com velocidade que é 
igual à velocidade necessária para que o fo-
guetão seja atirado até a altura inicial a:0. 

As perturbações da Lua deformam a tra-
jectória rectilínea do foguetão, e de modo 

(*) No nosso artigo «A criação de ura satélite artificial da Terra» (Gaz. Mat. 68-69), prometemos obter, 
da especialistas competentes, ou artigos ou elementos que permitam desenvolver qualquer pormenor de inte-
resse, relativos aos problemas que se debatem actualmente no campo tia Cosmonautica. 

O Académico, Prof. GLKB ALKXANDROVICH TCHEBOTAKEV, Doutor em FÍ si ca-Ma temática, Director da Biblio-
teca da Academia das Ciências da URSS em Leningrado, é um dos mais destacados especialistas dos 
problemas do determinação das trajectórias de foguetões no espaço cósmico. 

Ao Prof. TCHKBOTAHEV estamos extremamente gratos por permitir a publicação na Gaz, Mat. da presente 
tradução do seu artigo «Simmetritehnaja Traectorija Raketi dljá Poleta Vokrug Lún)» do oBuiJeten Instituta 
Teoretitcbeskoi Astronomia, Tomo VI, n," 7-(80) 1957, Izdatelstvo Academii Nauk SSSR. 

J. O. T. 



2 G A Z E T A D E M A T E M A T I Ç A 

geral, o foguetão no seu movimento a partir 
do ponto já não toca a superfície da Terra 
mas passa a certa distância rmia do centro da 
Terra. 

É evidente que, aumentando o valor inicial 
ar0, aumentamos a distância do foguetão à Lua 
A^ax"— a;? e por consequôncía diminuímos as 
perturbações lunares. Por aproximações 
sucessivas é possível conseguir-se que seja 
verificada a desigualdade 

finln < Ji, 

onde li é o raio da Terra. 

Supunhamos agora que o movimento da 
Lua é o invertido. Então o foguetão, partindo 
do ponto a;0, descreve nova trajectória, simé-
trica da que acaba de ser construída. A po-
sição e velocidade do foguetão no instante 
da queda dão as condiçOes iniciais indispen-
sáveis para lançar o foguetão para a posição 
aí0. Nestas condiçOes, o movimento inverso 
da Lua deve-se substituir, indispensávelmente, 
pelo directo. 

Assim é construída a trajectória, que con-
siste em dois ramos simétricos, para um vóo 
do foguetão em torno da Lua com retorno 
para a superfície da Terra. 

Neste trabalho tomam-se os seguintes valo-
res numéricos para as constantes astronó-
micas 

raio médio da órbita da Lua 
período da revolução da Lua 
massa da Lua 
raio da Terra 
raio da Lua 

a t ~ 38Í.400 Km 
Pi = 055,72 horas 

0,012277 
B - 6.378 Km. 
Ri — 1.740 Km. 

É adoptado o sistema de unidades: kiló-
metro, hora, massa da Terra. Neste sistema, 
o valor numérico da constante de GAUSS 
é dado por 

k = 2,2699 x 10®. 

Todos os cálculos são feitos com cinco 
deoimais exactas. 

§ 2 . Primeira aproximação 

Em primeira aproximação, a distância do 
foguetão à Terra, para t = 0 , ê aceite como 
igual a 400.000 km. Deste modo, as comdi-
çOes iniciais de integração são definidas pelos 
seguintes dados 

(1) 
= 400.000 Km ar0 = 0 

o •Vo = 0 

A distância inicial do foguetão ao centro 
da Lua é A° = 15,600 km. A integração 
numérica foi o r d e n a d a pelo método de 
C O W E L L [ 1 ] com as fórmulas bem conhecidas: 

(2) 

onde 

(3) 

(4) 

« = / - » + 0 , 0 8 3 3 3 3 / 
y=g~'t + 0,083333 g 

w 2 i a J L - | _ y 
r5 

X - r f & m ^ * 
1 A3 

A3 

Os termos 

jYJ - - — u? 1(3 mx -^í-
«1» 

e 

estão situados fóra dos limites de precisão 
dos cálculos o consequentemente são regei-
tados, 

O intervalo de integração w é tomado 
como igual a uma hora. Para i > 1 0 0 horas 
as perturbações tornam-se insignificantes e o 
movimento ulterior do foguetão pode ser 
considerado como não perturbado. 
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Para í = 100 horas a integração numé-
rica dá 

a; = 40.914 Km ãr 9575 
(5) y = 72.431 Km y = — 3209 

r = 83.188 Km A = 301.700Km 

As velocidades são expressas na unidade 
de tempo, igual a w de 24 horas; convém 
dividi-las por w k antes da dedução dos ele-
mentos. Os elementos são calculados pelas 
seguintes fórmulas : 

r r = xx +yy 
T V 

e sen E =•= --= 
/ a 

(0) V = à? + y2 e cos E = r V3 - 1 

-1- = — — V2 M = E— e sen E 
a r 

sen 7T = — cos E — y s/ a sen E 
r 

cos ir = — cos E — x "fa sen E . 

Os parâmetros, que nos interessam, da 
elipse osculatriz[2J são : 

(7) 

a = 235.200 Km 
e = 0,85980 
t*miii= 32.975 Km 

Deste modo, o foguetão passa à distância 
de 26.597 km. da superfície da Terra. 

§ 3 . Segunda aproximação 

Na segunda aproximação aumentamos a 
distância inicial do foguetão à Lua, conside-
rando-a igual a A° = 31.600 km. 

Como mostra a integração na primeira 
aproximação, o intervalo w pode ser subs-
tancialmente aumentado. Consideremos assim 
o) •= 2 horas. 

As condições iniciais para a segunda apro-
ximação são 

(8) 
a;0 =t 416.000 Km x0 = 0 

jjO^O 

Para í = 100 horas a integração numérica 
dá os seguintes resultados : 

ar = 109.374 Km i = - 11920 
(9) y = 36.5^5 Km y = + 134 

r = 173.280 Km A = 282.670 Km 

C a l c u l e m o s a órbita o s c u l a t r i z para 
t = 100 horas 

(10) a - 215.200 Km M = - 23» , 70 
e = 0,97598 n — 176", 72 

TI = ! " , 303 (por hora). 

Desprezando, como na primeira aproxima-
ção, as perturbações para t = 100 horas, cal-
culamos a distância do perigeu do foguetão 

iam — 5,169 Km. 

Portanto, o foguetão, no seu movimento, 
toca obrigatoriamente a superfície da Terra. 

Determinando as condições da queda a 
partir da igualdade )• = 7? = 6378 Km, vem : 

(11) 
M = — 0 0 , 1 6 
V — 11.080 m/s 

Conhecendo a velocidade angular média, n , 
do foguetão, facilmente se calcula que a dis-
tância é A M = 23°,54, no caso da trajectó-
ria não perturbada, contada a partir do ins-
tante íioo até o instante da queda ; isto é o 
foguetão leva então A t = 18,07 horas. 

Assim, o tempo total do movimento, desde 
o ponto x° até o instante de queda na super-
fície da Terra totaliza 118,07 horas, ou sejam 
4,92 dias. 
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QWJ t.100 
> L UM" 

/ / • L10l 

/ / • 1 «1 

• 111 

• I T » . 

t* 
S Í? 

(1) 1.* aproximação 
(2) 2.' 
f j j , Posição do foguetão ( I i l ) para t = 28,07 
Lea, Posição da luai»,, para t = 68,07 
—• Elipse oseulatriz para a 1.* aproximação 

Idem para a 2.* aprox, para o instante ire, = 100 
Trajectória completa do foguetão c o m traí d a a partir 
dos dados da tabela 

ESCALA I r a m - 4.000 Km 

Lí W 

+ L4flj)r 

E:n virtude da simetricidade do segundo 
ratno da trajectória em relação ao eixo dos 
x, as condições iniciais de lançamento do 
foguetão para o vôo em torno da Lua são 
defiuidas pelos seguintes parâmetros : 

a — 215.200 Km j t í = +00,1(3 
e = 0,97598 ir = 1830,18 

( 1 2 ) 

V e l o c i d a d e inicial, V0 = 11.080 m/s . A 
duração total do vúo do foguetão é de 
236,14 horas ou 9,84 dias. A menor distância 
do f o g u e t ã o à superfície da Lua 6 de 
29.860 Km . 

Neste trabalho ó dada apena3 a solução 
esquemática do problema posto. 
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í f Vi A 
l loras (1.000 Km) (1.000 Km) <1.000 Km) (L.OOO Km) (1.000 Km) (1.000 Km) 

18,07 169,4 —36,6 173,3 221,0 - 3 1 4 , 5 282,7 
28,07 221,9 - 3 4 , 6 224,6 250,1 - 2 9 1 , 9 258,8 
38,07 264,1 - 3 1 , 1 265,9 276,9 - 2 6 6 , 6 235,3 
48,07 299,0 - 2 6 , 7 300,2 301,1 - 2 3 8 , 9 212,1 
58,07 328,1 - 2 2 , 0 328,8 322,6 —209,0 187,1 
68,07 352,4 — 17,2 352,8 341,1 —177,2 160,3 
78,07 372,6 —12,4 372,8 356,5 - 1 4 3 , 8 132,0 
88,07 389,0 - 7,8 389,1 368,6 - 1 0 9 , 0 103,0 
98,07 401,9 - 3,8 401,9 377,4 - 73,2 73,6 

108,07 411,1 - 0,9 411,0 382,6 - 36,8 45,7 
1(8,07 414,9 0 414,9 384,4 0 30,5 
128,07 410,3 + 0,5 410,3 382,6 + 36,8 45,6 
138,07 400,4 + 3,5 400,4 377,4 + 73,2 73,4 
148,07 386,8 + 7,6 386,8 368,6 + 109,0 103,0 
158,07 369,6 + 12,3 363,8 356,5 + 143,8 132,0 
168,07 348,6 + 17,2 349,0 341,1 + 177,2 160,2 
178,07 323,3 + 2 2 , 2 324,5 322,6 + 209,0 186,8 
188,07 293,2 + 27,0 294,8 301,1 + 238,9 212,0 
198,07 V57,0 + 31,4 259,3 276,9 + 266,6 236,0 
208,07 213,2 + 34,9 216,4 250,1 + 291,9 259,5 
218,07 158,2 + 36,7 162,7 221,0 + 314,5 284,7 

As investigações ulteriores devem seguir 
em três direcçOes: 

1 — Estudo da estabilidade da trajectória 
teórica relativamente às condiçOes ini-
ciais do movimento, 

2 — Estudo da infiuôneia dos erros das 
constantes astronómicas adoptadas no 
movimento do foguetão. 

3 — Passagem ao problema real em resul-
tado da renúncia às simplificações 
feitas no presente trabalho. 

§ 4 . Cálculo de controle. 

Em conclusão do trabalho, foi feito o cálculo 
de controle de todo o percurso do foguetão 
desde a partida da superfície da Terra até o 
regresso inverso à Terra. Como dados de 
partida serviram os elementos elípticos (12). 

Durante as primeiras 18,07 horas de vfio, o 

movimento foi considerado como não pertur-
bado. As medidas fundamentais que carac-
terizam o movimento perturbado são indi-
cados na tabela junta. Pelos dados numéricos 
desta tabela fàcilmente se v8 [3] o efeito da 
acumulação de erros no processo de integra-
ção numérica, É necessário notar também a 
inexactidão dos dados iniciais (12), que são 
obtidos como resultado da integração numé-
rica. 

A órbita elíptica osculatriz calcula-se para 
o instante imo I 

« = 2 1 4 . 2 4 7 Km 
(13) 6 =0 ,97524 

RMI0 => 5 . 3 1 3 K M 

Deste modo, o foguetão no seu movimento 
pela órbita não perturbada toca a superfície 
da Terra. 

Os cálculos de controle são feitos pelo 
colaborador científico do Instituto, M. C. 
V O L K O V . 
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§ 5. Etapas fundamenteis da conquista do 
espaço interplanetário. 

Que significado prático tem o problema 
examinado no presente trabalho? 

Para responder a esta questão, é necessário 
dizer algumas palavras sobre as étapas 
fundamentais da conquista do espaço inter-
planetário. É possível marcar três étapas 
fundamentais na organização dos vôos inter-
planetários : 

I etapa—vGos de foguetões não dirigidos; 

II etapa—vôos de foguetões automático» 
dirigidos; 

III etapa—vOos de foguetões dirigidos com 
passageiros. 

Para lançar no espaço interplanetário um 
foguetão, privado de combustível próprio (e, 
consequentemente, não dirigido), com alguns 
quilogramas de peso, é necessário construir 
um foguetão de três andares, cujo peso 
inicial será igual a 16,8 í. Mas já para o 
peso útil dum terceiro andar de 100 kg o 
peso inicial do foguetão sobe a 62,41, (em outra 
variante — 90,9 í). Para criar um satélite arti-
ficial de 361 de carga útil o peso total do 
foguetão de três andares deve ser igual a 
7.0001, das quais 90°/o é de combustível 
(projecto BKOWN). Para comparação, indica-
remos que o peso inicial das V-2 é ao todo 
12,91. 

Deste modo, as possibilidades da técnica 
contemporânea não vão fora dos limites de 
realização da I etapa das comunicações inter-
planetárias (foguetões não dirigidos). 

A realização das II e III etapas requer, sem 
dúvida, em princípio, uma solução nova para 
o problema do combustível do foguetão. 
Além disso, a realização da III etapa está 
ligada a uma série de problemas difíceis, e 
ainda não esclarecidos, de carácter biológico 
e médico (complexidade especial representa a 

defesa da actividade biológica contra as 
radiaçOes cósmicas). 

Que problemas podem sor solucionados na 
I etapa com o auxílio dos foguetões não diri-
gidos ? 

Indicaremos trôs desses problemas: 

1 — problema : — Criação dum satélite arti-
ficial da Terra. As órbitas dos satélites 
podem ser muito variadas. 

2 — problema : — Embora o vôo à Lua dum 
foguetão não leve consigo qualquer 
carga útil e não possa impedir a sua 
queda na superfície da Lua, o signifi-
cado cientifico de tal vôo é extraordi-
nariamente importante. 

3 — problema: — Vôo à volta da Lua com 
regresso à Terra. Para frenar o fogue-
tão na atmosfera empregam-se plana-
dores e paraquedas. A realização deste 
projecto torna possível fotografar o 
hemisfério lunar invisível da Terra. 

Todos estes trôs problemas, de dificuldade 
técnica aproximadamente idêntica, serão 
provavelmente resolvidos uns após outros no 
decurso dos próximos 5-10 anos. 

Contudo, do ponto de vista da mecâniou 
celeste, o segundo e especialmente o terceiro 
são problemas muito unais úteis de que o pri-
meiro. Para a atenção destes problemas 
deve voltfir-se a atenção dos astrónomos que 
se interessam pelas questões de cosmonáutica. 

Na lista bibliográfica são indicados os tra-
balhos fundamentais publicados em russo. 
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N O T A S 

[1] Sobre o método de CoWELT. para órbitas pertur-
badas, consultar G. STRAOKK — Bahnbestimmung der 
Planeten und Kometen, — § 78-b. 

[2] Elipse OÊCUIatriz significa aqui a órbita que o 
foguetão seguiria, suposta nula a influência pertur-
badora da Lua. Não tem o significado geométrico que 
exige um contacto de 2." ordem, 

[3] Pela falta de simetria em relação ao instante 
t o 118,07 h dos valores de x. e y. 

As presentes notas e figura, incluídas no teito, 
não pertencem ao artigo escrito na língua original. 
Resultaram da valiosa colaboração dos Ex.mo1 Senho-
r e s : D r s , A . CHAVES, S , DIHIÜ, A r q . H . GANORA e 
Com," P .MAGALHÃES, na interpretação de alguns pon-
tos mais delicados do trabalho. A todos manifestamos 
o nosso reconheci mento. 

J. O . T , 

O b s e r v a ç õ e s as/ronóm/cas dos satélites artificiais 
por Raimundo Oliveira Vicente 

Com os primeiros lançamentos, coroados 
de êxito, de satélites artificiais da Terra, 
aparece um novo capítulo na longa história 
dos estudos astronómicos e que tem por fim 
não só a observação como também a deter-
minação das órbitas dos satélites. Este novo 
capítulo da Astronomia não apresenta nem 
novos métodos de observação nem conceitos 
teóricos originais, limitando-se a adaptar con-
venientemente processos já utilizados em 
outros campos de Astronomia. 

Desta maneira vamos considerar no pre-
sente artigo os métodos de observação que 
se poderão utilizar para detectar a presença 
de satélites artificiais. Uma das vantagens 
destas observações reside no facto de se 
terem antecipadamente dados precisos acerca 
da forma, dimensões e constituição dos saté-
lites o que, sob o ponto de vista astronómico, 
ó um caso único. Precisamente uma das 
características das observações astronómicas, 
até à época actual, reside no facto de se não 
ter conhecimento prévio das características 

do astro que se observa, características essas 
que se obtêm depois de efectuadas as obser-
vações. 

As possibilidades de observação dos saté-
lites dependem dos processos utilizados para 
a observação dos astros e que se podem clas-
sificar em dois grupos—visuais e rádio-astro-
nómicos — conforme o comprimento de onda 
das radiações recebidas. Em virtude da exis-
tência da atmosfera, as radiações que se po-
dem observar à superfície da Terra estão 
situadas na região visível do espectro e na 
região que vai desde alguns centímetros até 
às dezenas de metros; estas duas regiões 
são as únicas em que as radiações não são 
absorvidas pela atmosfera terrestre. 

As observações astronómicas correspon-
dentes à região visível têm sido efectuadas 
desde os princípios das civilizações humanas 
ao passo que as observações correspondentes 
aos comprimentos de onda maiores só têm 
sido feitas recentemente, especialmente a par-
tir da 2." guerra mundial, beneficiando dos 


