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Observation. La méthode des couples
(f,m) pour la définition des distributions
a été adoptée, indépendamment de moi,
dans le cas d'une seule variable, par M. R.
Sigorsgr dans [13].

Sobre um problema de cinemética gréfica
por M. Arala Chaves

1. Gréfico das aceleragges.

Para representar graficamente os vecto-
res-aceleragdes do movimento de um sis-
tema rigido plano S no seu plano, é c6-
modo utilizar um diagrama — o grafico
das aceleragdes, cuja construgio se indica
a seguir. Ela é baseada na expressio que
relaciona a aceleragio de dois pontos
quaisquer de um sistema rigido num
mesmo instante:

) ag=as+ o NB—A4—. B—4.

Designemos por a; e ay respectiva-
mente a origem e extremidade do vector,
que, numa certa escala, representa a ace-
leragdo do ponto A4eS.

- e e
Visto que »' é perpendicular ao plano de
S, o vector ' A\ B— A4 pertence a esse
plano e é, além disso, perpendicular a
B—A"). O angulo de B— A4 com esse

() Supde-se o sentidd positivo de medida dos
dngulos escolhido de acordo com o sentido do
versor de o'.

vector serd 90° ou 270° conforme o' for
positivo ou negativo. Sejam &, e &3 pon-
tos tais que by—ay; e b, —a; represen-

tem, na escala anteriormente escolhida,
respectivamente os vectores o' A B— 4
e 2. B— 4. Atendendo a expressio a)
reconhece-se imediatamente que by — &;
representa naquela escala a aceleragido de
B . Pelo mesmo processo, dado qualquer
outro ponto C do sistema rigido .S, se
determinard o par (¢,¢). Por este pro-
cesso de construgio se vé que a cada
figura F de S correspondem duas figu-
ras F; e F, semelhantes a F, se w0
e »' =0. Vemos ainda que os segmentos
correspondentes de /' e /) sfo paralelose
os correspondentes de /' e F;, sdo perpen-
diculares. De uma maneira geral designa-
remos o par (x,xp) correspondente a um
ponto XeF por imagem de X no grd-
fico das aceleragies.

E claro que o grafico fica bem de-
terminado, conhecidas as imagens de 2
pontos distintos, de F'(1). Supd-lo-emos
sempre definido pelos dois pares (a;, ;)
e (b,,b9). Atendendo a propriedades de
semelhanga e proporcionalidade ¢ ainda
facil ver que dados dois pontos quaisquer
X,Y, e construidos (x;,%,) e (x,%),
% — y, representa w?. X—Y e x;— ¥,
representa o' A X —7Y.
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2. Imagem do centro de aceleragdes.
Discussdo geométrica.

Admitindo a construg¢do anterior, pre-
tendemos, como exercicio, discutir geomé-
tricamente a existéncia e unicidade de um
ponto I'e S tal que:

1.9 a,=0;

2.°) a distribui¢io das aceleragdes de
S seja a mesma que a de uma rotagéo de
centro I' e velocidade e aceleragdo angu-
lares respectivamente » e o'.

12 CASO. a by, agsby (isto é: w=£0;
w' ==0).

Vejamos em primeiro lugar o seguinte
problema:

Definido o grafico pelas imagens de
dois pontos 4,8 de F e dados dois pon-
tos quaisquer ¢,d, em geral (¢,d) nio
pertence ao grafico, isto €, ndo é imagem
de nenhum ponto de F.

Uma condigdo necessaria e suficiente
para que (¢,d) pertenc¢a ao gréfico é que
a figura |a,; 6; ¢| — formando tridngulo
ou trés pontos colineares —e a figura
|agbyd| sejam semelhantes e, no caso de
triangulo, também igualmente orientadas.

Convém-nos utilizar contudo outras
condigdes:

b) ca, | dag e cby | dby se c¢a by,
—3 lc—ay| _|e—by| _|a1—b|
¢) deaghy e —= = =
P d=a| |d—b| |a—b&l

se cea; by.(?)

Estas condigdes sfo perfeitamente equi-
valentes 4 condig¢fo anterior. Com efeito,

(1) Trata-se no fundo de uma aplicagdo:

e(F)=Fyx<F,.

E é esta aplicagdo ¢ que fica definida se forem
dadas as imagens por ¢ de dois pontos de F'.

(?) Consideram-se os valores absolutos dos
vectores, pelo que ndo basta uma igualdade.

se cea b;, a equivaléncia da condigio
anterior e de ¢) é evidente. Se céa, b;, a
semelhanga |a; b, ¢| ~ |ay by d} implica
em particular que < (b —ay,c—ay) =
= X (byg — ag,d — ay); mas, por hipotese
a; b, | ayby, e entio também ca, | da, .
Do mesmo modo concluo que ¢, | db,.
Esta, pois, provado que a condigdo de
semelhanga e igual orientagdo implica &).
O reciproco prova-se sem dificuldade
seguindo um caminho inverso.

Vejamos entdo se existe um ponto y,
tal que o par (y,y) pertenca ao grafico.
Se existir, entfio o original I' teri acele-
ragdo nula pois ela serd representada

pelo vector y—7 =0.

Construamos as circunferéncias de dia-
metro a;a; e b;by. Elas tém um ponto
P comum, que é a intersec¢io de a, b, e
a, by, pois por hipotese a, b, | a;by. Por-
tanto, ou sfio tangentes em 2 ou inter-
setam-se num segundo ponto Q.

No primeiro -caso,
a ag || by by e verifica-se entdo ¢) para o

par (P,P) (T. de Thales).
E y=2P o ponto procurado.

£ SG nesse e
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No segundo caso P nido verifica ¢);
mas o ponto O e sé esse, por construgio
verifica &).

Em qualquer dos casos, ha no grafico
um tunico par da forma (y,7) e, portanto,
em .S um tnico ponto de aceleragio nula.

Vejamos agora que o ponto I' satisfaz
a segunda condigio de defini¢do do centro
de aceleragdes. Para qualquer ponto X,

7 — %; representa (vidé § 1.°) em direccéo
e sentido e, na escala adoptada, também
em grandeza, a aceleracio centripeta de X
numa rotac¢io de velocidade angular w em
torno do original de (y,7); e x,— 7 a ace-
leragio tangencial de uma rotagio em
torno do original de (y,7), de aceleragio

angular o'. Portanto x, — xy = x5 — 7 +
+ 7 — %, representa efectivamente a ace-
leragdo do X numa rotagio (»,w') em
torno do original de (y,7) c. q. d.

2.2 CASO. ayz+Eby; ag=b, (isto é: w=£0;
w'=0).

Neste caso, uma condi¢do necessiria e
suficiente para (c,d) pertencer ao grafico
é d=a,y. Entdo o ponto procurado é y=a,,
e I' o original de (7,7).

8.° CASO. ay=b,; ag#b, (isto é: v=0;
w' ==0).

De maneira anéloga a hip6tese anterior,
condi¢do necessiria e suficiente para (c,d)

pertencer ao grafico é c=ga,;. Entdo a ima-
gem de T serda (y,7), com y=a,.

Ainda nestes dois ultimos casos existe
e estd univocamente determinado um cen-
tro de aceleragdes.

4.° CASO. ay=b,; ag=0by (isto é vw=0;
w'=0).

Neste caso, para qualquer XeS se tem
X =ay,x=ay, o que traduz a igualdade
de aceleragdo de todos os pontos. Portanto,
ou a; ¥ a, e nio ha nenhnm ponto de ace-
leragdo nula, ou a;=a, e todos os pontos
de S tém acelerag¢do nula.

3. Determinagdo geométrica de I',
conhecida a imagem (7,7).

by
r

a,
Nos dois primeiros casos I' é a inter-

sec¢do das paralelas por 4 e B respec-
tivamente a ya; e yb;.

A

¥=qub,

No terceiro caso I' é a intersecc¢do das
perpendiculares por 4 e B respectiva-

mente a ya, e 7b;,.



