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de que os conheci mentos científicos não podem ser do 
domínio dum só país ou dum conjunto de países mas 
também à generalização imediata deste princípio; 
mesmo dentro dum grupo nacional, é impossível, além 
de anacrónico, a limitação de acesso democrático a 
todos os lugares, a todos os postos. 

A ciência situa-se acima das lutas violentas que 
dividem os homens e, por esse mesmo facto, é um dos 
mais eficientes processos, por ser do mais alto nível 
moral, de impedimento da mesma luta violenta. 

O ano civil de 1958 foi fértil em realizações inter-
nacionais cientificas, nas quais encontramos, com 
manifesto prazer, as bases de bons entendimentos 
internacionais no campo científico, técnico e cultural. 
Pode dizer-se mesmo que é o ano em que a terra 
estende a mão aos outros mundos.. • 

Na medida das suas possibilidades, a Gazeta de 
Matemática tem tentado acompanhar tais realizações 
internacionais desde as do Ano Geofísico Internacio-
nal passando pelos diversos congressos científicos até 
a Exposição Internacional de Bruxelas. 

Assim nos n.°' G8-69; 70-71 foram publicados 3 
artigos relativos aos lançamentos dos satélites artifi-
ciais um dos quais é a tradução integral do trabalho 
do prof. TüKBuurAttev, escrito em 1956, e que serviu 
de base ao lançamento do primeiro planeta artificial 
do Sol. 

No seguimento desta orientação e relacionado com 
a Exposição de Bruxeías, a G. M. organizou entre os 
estudantes universitários e professores dos diversos 
ramos de ensina uma visita àquela cidade. Numa 
apreciação de conjunto várias conclusões se podem 
tirar: se por um lado os principais pavilhões nacio-
nais são um índice da importância que nos respecti-
vos países se dá à investigação o vida cientifica; se 
por outro, o Palácio Internacional da Ciência paten-
teia o niimero crescente das descobertas científicas 
dos illtimos anos; sobre tudo se tornam evidentes os 
resultados do uma lição realizada ã escala mundial: 
os países relativamente atrasados que tomaram a 
sério o desenvolvimento da ciência e da técnologia 
alcançam rapidamente e mesmo ultrapassam, sob cer-
tos aspectos, os que neste campo, com mais tradições 
se deixaram adormecer. A recíproca é evidentemente 
equivalente. 

Em qualquer caso, porém, a visita à Exposição 
Internacional de Bruxelas deu-nos a certeza de que o 
futuro próximo da humanidade será coerente com a 
condição humana: cooperação e bom entendimento 
internacional no campo da ciência da cultura e da 
vida. 

J. O. T. 

Su r la définition et la structure 
des distributions vectorielles 

par J. SebsstiSo e Silvo 

Introduction et plan général. M. L. 
SCHWARTZ appelle distributions vectoriel-
les (i. e., â valeurs dans un espace vecto-
riel E) les applications linéaires continues 
de l'espace 0 (des fonctions numériques 
indéfiniment dérivables à support borné) 
dans l'espace E . C'est là une définition 
synthétique, immédiate, mais elle est â 
l 'origine d'une théorie difficile, qui a exigé 
la mise en oeuvre de puissantes ressour-
ces de l'analyse fonctionnelle moderne 
(voir [12] et [6], dans la Bibliographie). 
Comme les distributions vectorielles inter-
viennent couramment dans les importan-
tes recherches de M. SUHWABTZ et de ses 

élèves sur les équations aux dérivées 
partielles et sur d'autres types d'équations 
fonctionnelles, la lecture de ces travaux 
est rendue de ce fait assez difficile pour 
la plupart des physiciens et, même, des 
mathématiciens. 

D'autre part, mon article «Sur une 
construction axiomatique des distribu-
tions» [16J, dont l'un des buts était juste-
ment de rendre plus acessible la théorie 
des distributions scalaires, a été écrit 
beaucoup plus comme un t r a v a i l de 

( * ) Extraído de um trabalho a publicar na 
revista «Portugaliae Mathematica». 
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recherche que comme un exposé didacti-
que, ce qui rend peu commode sa lecture, 
en masquant, par une formulation trop 
abstraite, le caractère foncièrement élé-
mentaire et facile de cette construction. 
C'est pourquoi j'expose ici des prélimi-
naires assez détaillés (n.° 2): le lecteur 
moins informé y trouvera tout l'essentiel 
de la théorie algébrique des distributions, 
généralisée au cas des distributions vec-
torielles. 

Or, en rédigeant cet article [16], je me 
suis aperçu que les mêmes méthodes 
pourraient s'appliquer, avec avantage, 
au cas des distributions vectorielles. Une 
seule difficulté essentielle se présentait dans 
ce cas: tandis que toute distribution sca-
laire s'exprime, localement, comme déri-
vée généralisée, d'ordre fini, d'une fonction 
continue, cela n'est plus vrai, en général, 
pour les distributions vectorielles. Cepen-
dant M. A. GSOTHËNDIECK [4] s'était trouvé 
devant une difficulté exactement analogue, 
dans la recherche des applications linéai-
res continues de certains espaces de fonc-
tions ho l omorphes , dans un espace 
localement convexe E (complet), et il 
l'a résolue au moyen de sa notion de 
«fonction holomorphe au sens large à 
valeurs dans E » . Il ne s'agit plus là de 
vraies fonctions à valeurs dans E , mais 
de fonctions à valeurs dans des espaces de 
BAXACII E I , dont E se compose (comme 
sous-espace du produit des E;,) ; mais 
cette désignation est suggestive et, au 
fond, naturelle. 

Donc, nous n'avons qu'à suivre un che-
min tout à fait parallèle: les distributions 
T au sens large, telles que nous les défi-
nissons ici (n° 6) résolvent, d'une façon 
naturelle et directe, le problème de la 
détermination des applications linéaires con-
tinues des espaces , C®, etc. dans un 
espace localement complet E ; deux formu-
les simples établissent alors une corres-

pondance biunivoque 0 T entre ces 
applications 0 et ces distributions T 
(voir théorèmes 4.1 et 7.1). Comme con-
séquence de ces théorèmes on retrouve, 
d'une façon presque élémentaire, le célè-
bre «théorème des noyaux» de S C H W A B T Ï . 

Il conviendra de commencer par donner 
ici un aperçu de cette orientation. Soit 
d'abord E un espace de BANACH et consi-
dérons l'espace 3a des fonctions numé-
riques <j>(-v) d'une variable, indéfiniment 
dérivables et nulles en dehors d'un inter-
valle borné K = [ « , £ ] . On démontre alors 
que l'expression générale des applications 
linéaires continues 0 de T>k dans E est : 

(1.1) 0 ? — (— 1)" Ç f{x)»{x)dx, 

pour toute ? e ©A-, 

où /es t une fonction continue dans {a ,b } , 
â valeurs dans E , et n un entier > 0 , 
le couple (/, n) dépendant de 0 (mais 
pas de façon univoque). En particulier, il 
peut arriver que la fonction f soit n fois 
Continûment différentiable; alors, en inté-
grant par parties, la formule (1,1) peut 
s'écrire plus simplement: 

(1.2) © ? < = l " fW (x) y (x) dx, 
i/o 

puisque » s'annulle, ainsi que toutes ses 
dérivées, aux points a,b. Dans ce cas, 
l'application (-) est représentée, uniquement, 
par une fonction continue, F = f'D> = D" f . 

Dans le cas opposé, la formule (1.2) 
n'est plus applicable, la dérivée /in> de f 
n'existant pas comme fonction. Mais on 
peut convenir de désigner par /'"> la 
classe de tous les po s s i b l e s couples 
(/ i i w i ) i C/2iw2)i-*- (constitués par une 
fonction continue dans K à valeurs dans 
E et par un entier ^ 0 ) , qui déterminent, 
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d'après (1.1), la même application © ; ( ' ) 
et cette classe de couples ( / , « ) , que l'on 
pourra nommer, par convention, la dérivée 
généralisée d'ordre n de la fonction f , sera 
dite une «distribution dans K à valeurs 
dans E » . Dans ces cas, donc, l'application 
0 sera représentée par la distribution uni-
que F = / ( n ) . (Pour commodité, les fonc-
tions continues f = / W seront dites aussi 
distributions). La formule (1.2) peut main-
tenant s'interpréter comme une simple 
abréviation de (1.1); mais on peut aussi 
la justifier par une généralisation natu-
relle du concept d'intégrale. 

Soit maintenant E un espace locale-
ment convexe complet, quelconque; alors 
E se «compose» d'une infinité d'espaces 
de BANACII E I (n.° 6) et l'expression géné-
rale des applications linéaires continues 
0 de £»k dans E devient un peu plus 
compliquée: pour toute cpe©*, la. com-
posante {©?)* du vecteur de E , dans 
chacun des espaces E,., sera donnée par 
une formule du type: 

( © ? > * - I T,. (X) ? (*) d X , 

où T* est une distribution dans K à 
valeurs dans E*, dérivée D " « ^ d'une 
fonction continue dans K à valeurs dans 
Ea {n.x et /« dépendant de 0 et de a). 
Dans ce cas général, donc, l'application 0 
sera représentée par le système T — (T a ) de 
distributions, que nous appelons une «distri-
bution au sens large dans K, à valeurs 

( ' ) On démontre aisément que pour que deux 
tels couples ( / , n) et { g , t n ) , avec m > n , déter-
minent d'après (1.1) la même application S , il 
faut et il suffit que g admette au sens usuelle 
dér ivée continue, différant de / au plus 
par un po lynôme de degré > n . L e paral lè le 
avec les nombres rationnels, conçus comme clas-
ses de couples d'entiers, est toujours ici efficace, 
par l 'analogie frappante des situations. 

dans E » . Nous dirons alors que T est 
la «distribution indicatrice» de l'opérateur 
0 , par analogie avec les «fonctions indi-
catrices» des fonctionnelles analytiques 
d e L . FANTAPIUÈ. 

Cette notion de «distribution au sens 
large» n'est pas nécessaire pour certaines 
catégories d'espaces E : espaces de BANACH, 

espaces (S2 ) etc. ; mais elLe s'impose dans 
le cas général. D'ailleurs nous abandon-
nons ensuite, pour commodité, le complé-
ment «au sens large», en disant simple-
ment « d i s t r i b u t i o n » en accord avec 
M . SCHWARTZ. 

Voilà l'idée essentielle ; tout le rest 
n'est que détails techniques, pas très 
compliqués. Il s'agissait donc de résoudre 
un problème typique d'analyse fonction-
nelle. Sa résolution est évidemment une 
des façons les plus naturelles d'introduire 
les distributions, considérées cependant 
comme entités formelles, qu'il convient de 
distinguer des opérateurs linéaires qu'elles 
représentent, de même qu'il convient de distin-
guer les transformations linéaires dans des 
espaces de dimension finie ou hilbertiens, de 
leurs représentations matricielles. Cela 
devient même indispensable lorsqu'il y a 
des changements de base et, en particu-
lier, dans le cas des distributions sur des 
variétés sans élément de volume spécifié 
(cf. [3j>. 

Ce type de problème de l'analyse fonc-
tionnelle — détermination des applications 
linéaires continues d'un espace U dans un 
autre espace E — rentre dans une catégo-
rie beaucoup plus générale, concernant 
une théorie de GALOIS métamathématique, 
dont j'ai abordé l'étude en 1945 (cf. [14J)(>). 

(1 ) Je n'ai plus retrouvé l 'opportunité de pour-
suivre cette étude, dont une partie seulement est 
contenue dans [14]. Mais il me semble important 
d'attirer l'attention des mathématiciens sur l'inté-
rêt de ces méthodes metamathématiqnes. 
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Pour le cas considéré des espaces vecto-
riels topologiques, la méthode de recher-
che peut s'esquisser rapidement. 

On cherche d'abord une base vectoriel-
-topologique de U, c'est-à-dire un système 
(uf), fini ou infini, de vecteurs 
de U , en fonction desquels on puisse 
exprimer tout vecteur v de U, au moyen 
d'une «.formule de représentation» 

(1.3) v - F [ ( « , ) ] , 

construite exclusivement à l'aide de no-
tions vectoriels-topologiques définies dans 
U («somme», «produit par scalaires» et 
«limite»). On vérifie ensuite si cette for-
mulle est respectée, dans sa structure 
logique, par n'importe quelle application 
linéaire continue 4 de U dans E . Cela 
étant, si l'on pose <?x = i> « x {pour toute 
valeur de ï ) , la formule de représenta-
tion (1.8) donne aussitôt 

(1.4) 4> v F[ ( «* ) ] , pour tout v e U . 

Toute application t € fi (U , E) sera donc, 
nécessairement, de cette formel?). Il reste à 
voir réciproquement, quelles conditions 
devra vérifier un système ( e , donné 
d'avance dans E , pour que la formule 
(1.4) définisse une application $ e £ ( U , E ) ; 
ces conditions on les trouvent, évidem-
ment, en cherchant les propriétés vectoriel-
-topologiques de la base ( u j de U qui sont 
respectées par toute application 3>6£(U,E) et 
que l'on devra, par suite, retrouver dans (e^). 

Dans le cas fini (espaces R" ou C") la 
formule de représentation la plus simple 
est donnée par 

A 
(1.5) Ai; = ^ * — 1 >2>l ' " >M> 

(*) Je désigne par C ( U , E ) , avec Boutu^ut, 
l 'espace vectoriel des applications linéaires con-
tinues de U dans E . 

où du est le symbole de KKONECKEK 
( i i ! = 1 si i — a, èi = 0 si i a). Ici le 
paramètre générique i devient l'indice « , 
prenant les valeurs 1 ,2 , • • • , « , auxquel-
les correspondent les vecteurs de base 

( 5 i l ) = ( l , 0 , . . . , 0 ) , (3Q)=» 
= (0, 1 , 0 , . . . , 0 ) , . . . , ( * , „ ) - < ( ) , . . . , 0 ,1 ) . 

Dans la formule (1.5), que l'on peut 
écrire en posant x •= (xj) et 
£« = (3,-«), pour a == 1, •>• , » , il n'y a que 
la somme des n produits des vecteurs de 
base par les scalaires Xa (coordonnées de 
3:), Mais, dans le cas des espaces de 
dimension infinie, on ne peut plus éviter 
l'opération de limite, souvent déguisée 
sous un signe d'intégrale remplaçant celui 
de somme finie. 

On sait que, dans un passage hardi du 
fini à l'infini, dans sa systématisation de 
la mécanique ondulatoire, M. DIUAC a 
substitué 3.U Oix de KUOSECK.ER sa fameuse 
«fonction» (qui n'est plus d'ailleurs une 
fonction) v(x — « ) , où x est la variable 
réelle et a. un paramètre réel, jouant 
resp. les rôles de i et de a. dans à(o; et 
il a introduit intuitivement la formule de 
représentation 

/ < * ) = r~3(x-a)f(«)dx, 
*j—00 

pour toute «fonction» f définie dans R . 
Simplement, comme ces $(x — a) ne sont 
pas des fonctions de x, mais des distri-
butions, ce que M. DIKAC a obtenu est en 
réalité une formule de représentation pour 
les distributions (cf. [16], §3) exactement 
analogue à la formule intégrale de CAUCHT 
pour les fonctions analytiques (cf. [8], [4], 
[5], [15], [18] et [19]). 

Or, tandis que notre méthode générale 
de recherche s'ajuste parfaitement à ces 
espaces de distributions et à certains 
espaces de fonctions analytiques, on ne 
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peut l'appliquer que par des détours inat-
tendus, au cas d'espaces U de fonctions 
indéfiniment dérivables. La raison en est 
que, pour la représentation des éléments 
de U , il devient plus commode, dans ce 
cas, de pendre pour vecteurs de base, des 
éléments, étranges à U , des espaces de 
BANACH U„ dont U se «compose». Et 
c'est là bien la vraie origine du concept 
de distribution. 

Dans une deuxième partie de ce travail 
je m'occupe de la topologie et de la théorie 
de l'intégration, pour les distributions 
vectorielles considérées au point de vue 
direct. Cela conduit à définir l'espace 
vectoriel topologique C ^ i K i E ) , des dis-
tributions dans un intervalle compact K , 
à valeurs dans un espace de B »NACH E , 
comme la limite inductive des espaces 
normés Cn (K , E ) = D" C (K , E ) , et l'es-
pace C^, ( K , E ) , des distributions {au sens 
large) dans K à valeurs dans un espace 
localement convexe complet E , comme 
limite projective des espaces C ^ î K J E Ï ) . 
A lors on pourra aussi justifier la désig-
nation «distribution au sens large à 
valeurs dans E», chacune de ces distri-
butions étant exprimable comme limite 
de dérivées formelles de fonctions conti-
nues à valeurs dans E . En particulier 
on démontre, d'une façon tout à fait sim-
ple et directe, que les espaces de distri-
butions scalaires considérés sont nucléai-
res. 

Enfin, ces résultats s'appliquent à l'étude 
des transformations de FODRIER et de 
LAPLACE, pour les distributions vectoriel-
les. En particulier, on pourra définir 
l'espace des fonctions holomorphes au sens 

large, à valeurs dans E et à croissance 
lente à droite (cf. [18]). 
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Observation. La méthode des couples 
(f,m) pour la définition des distributions 
a été adoptée, indépendamment de moi, 
dans le cas d'une seule variable, par M. R. 
SIKORSKI dans [ 13 ] . 

Sobre um problema de c/nemáttca gráfica 
por M. Arala Chaves 

J. Gráfico das acelerações. 

Para representar gràficamente os vecto-
res-acelera çõ es do movimento de um sis-
tema rígido plano S no seu plano, é có-
modo utilizar um diagrama — o gráfico 
das acelerações, cuja construção se indica 
a seguir. Ela é baseada na expressão que 
relaciona a aceleração de dois pontos 
quaisquer de um sistema rígido num 
mesmo instante: 

A) Ã~N ÕA + D A B — A — U9 • B — A. 

Designemos por at e a2 respectiva-
mente a origem e extremidade do vector, 
que, numa certa escala, representa a ace-
leração do ponto AeS. 

Visto que u' é perpendicular ao plano de 
•S, o vector w' r\B — A pertence a esse 
plano e é, além disso, perpendicular a 
B — AO). O ângulo de B — A com esse 

( ' ) Supõe-se o sentidõ posit ivo de medida dos 
ângulos escolhido de acordo com o sentido do 
versor de « ' . 

vector será 90° ou 270° conforme w' for 
positivo ou negativo. Sejam by e b2 pon-
tos tais que b2— e bl — « j represen-
tem, na escala anteriormente escolhida, 
respectivamente os vectores M' A B — A 

e rf-B— A. Atendendo à expressão a) 

reconhece-se imediatamente que b3 — òl 

representa naquela escala a aceleração de 
B. Pelo mesmo processo, dado qualquer 
outro ponto C do sistema rígido S, se 
determinará o par {cj ( c 2 ) . Por este pro-
cesso de construção se vê que a cada 
figura F de S correspondem duas figu-
ras Fx e F2 semelhantes a F, se 0 
e » ' =£0. Vemos ainda que os segmentos 
correspondentes de F e F\ são paralelos e 
os correspondentes de F e F2 são perpen-
diculares. De uma maneira geral designa-
remos o par (Xi, x2) correspondente a um 
ponto XgF por imagem de X no grá-

fico das acelerações. 

É claro que o gráfico fica bem de-
terminado, conhecidas as imagens de 2 
pontos distintos, de F('). Supô-lo-emos 
sempre definido pelos dois pares (a1)a2) 

e ( í i , Òq)• Atendendo a propriedades de 
semelhança e proporcionalidade é ainda 
fácil ver que dados dois pontos quaisquer 
X,Y, e construídos {#i,yi) e (x2,y2), 
xi—y\ representa w2. X—Y e x2 — y2 

representa « ' A X — Y . 


