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‘ x @ — tx
Um vector X = ( e g 3
\wl + ng =3 wﬁ
transforma pela lei: X' = QX Q-'; chama-
remos de spinor uma matriz coluna do tipo

s = (:’), onde u e v sido nimeros comple-

Xo08, e que, numa rotagio se transforma pela
lei: 8 =Qs

u! a B\ fu = {u'=au+ﬂv
(0)=(2) () = LI,
E possivel estabelecer uma correspondéncia

entre um triedro ortogonal e um spinor (11)(12).
Restam agora 2 problemas :

1) Dada a representagio (a;:) da rotacio,
determinar Q, isto 6, em termos geométri-
cos, determinar o eixo e o dngulo de rotagio.

2) Dada a matriz Q determinar a matriz
(a:ix), isto 6, dado o eixo e o dngulo de rota-
¢ido determinar (a.x).

Estes 2 problemas, com a respectiva dis-
cussiio sobre os sinais, serio examinados no
proximo artigo II, em que trataremos tam-
bém o problema das reflexdes e simetrias.

INSTITUTO DE FiSICA TEGRICA
840 PAULO, 8. P, — BRASIL

(11) Veja Carrax — loc. cit.

(12) O conceito de spinor é da maior importincia
pratica em fisica tedrica, pois as particulas com spin
1/2, isto 4 com o momento angular intrinseco, sdo
usualmente descritas por fung¢des de onda do tipe

$= (u(myz)) = (u) , onde (u) se transforma
v (xya) v v

como um spinor.

Problemas fundamentais da leoria
da aproximacdo funcional

por Luis G. M. de Albuquerque
(Concluséo)

11. Observagdes e exemplos.

O teorema da existéneia da melhor aproxi-
magiio xy de ye F numa variedade linear
Vc E, demonstrado para o caso de ser E
um espago vectorial normado (§7), nio é
construtivo nem foi possivel até hoje estabe-
lecer um método geral para a determinagio
de x, em tais espacos.

TATARKIEWICZ € SINGER, 0 primeiro estu-
dando as propriedades do conjunto dos ele-
mentos x; (para qualquer ye E) e o segundo
passando ao espago E* das funcionais linea-
res definidas em FE, procuraram recente-
mente resolver este problema em espacos de
BANACH quaisquer. Se é certo que os resul-
tados atingidos pelo segundo ddo, como casos
particulares, alguns teoremas ja encontrados

para certos espacos conhecidos, é também
verdade que o alcance das conclusdes obti-
das é limitado enquanto se nio entra na con-
cretizagio de £.

O leitor interessado podera informar-se
sobre a situacdo actual do problema nos
trabalhos citados na bibliografia sob os niime-
ros [1], [6] e [7].

Passaremos agora a enumerar como exem-
plos alguns dos casos mais importantes da
teoria da aproximagio funcional, com o que
se encerrara esta exposigio.

I. Aproximagio por PorinOmIos TricoNo-
METRICOS. No espago de HILBERT completo
I2[— = ,n] (ver §D, exemplo VI), tome-se a
variedade linear V' gerada pelos vectores

xy=1sinkt (k=1,2,..-m).
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Atendendo & expressio (D.7) do produto
escalar, tem-se :

(2, @) = J‘m

=T

Ose k=)

Binkt-sinjtdt={ .
nsek =y

Consideremos a fungdo y(?)e L2[—=,n]— V.
As equagdes do sistema

(y w;‘)—Zao (a'::wk)‘—o (k=1!"‘m)s

=]
que determina as componentes «) da melhor

aproximaciio y,(?) de y(¢) em V, simplifi-
cam-se neste caso, tomando a forma:

{y,mk)=rr-a2.
Assim, 6:

a2=_1_f"y(x).sinkz.dt
T Jom

e, portanto:

yo(f)=—“—zsmkt fy(:) sinkt dt.

k=1

Se no mesmo espago L2[— m,=] tomar-
mos o sistema de vectores

1,cosx,sinx,.-.,cosma,sinma

e o ortogonalizarmos, obtemos :

1 cosa sinax coesma sinma
Ve Ve Ve ] S TR N T

Seja V' a variedade linear gerada por este
gistema de vectores, e de novo se considere
uma fungio y(t)e L2[— w,n]— V'. A me-
lhor aproximagio de y(f) em V' tem as
componentes (ver §8):

a.?=(y5mj) (3.2‘1’2’ :2m+1)
onde é (k=1,2, N OF
&y = —awak 5 003i$’¢2k+1 M:
V2n VZ2n V2r
isto 6:

!1 o 1 AT
=-‘/—§_-;f y(t)dt;ag¢=ﬁj y(t)cosktdt

1
O:gk+1 =‘-/T'f y(t)BlHktdt

que siio os primeiros coeficientes de FoURIER
relativos & fungdo y(¢). Assim, a melhor
aproximacgio y,(t) de y(f) em V' é dada
por:

Yo(t) = ‘/ (f)df s

‘/_ Z (cosktf y(t)coskitdt+

~+sinkt

-Tr

y(t)sinktdt).

Chamando, como é habitual, polinémio tri-
gonométrico de ordem m a qualquer dos ele-
mentos da variedade linear V', podemos
dizer que: a melhor aproximagdo de qualquer
y(t)e L2[— =, ] dada por um polinémio tri-
gonométrico de ordem m é construida com os
coeficientes de FOURIER respeitantes aquela
Jungdo.

II. O TeoremA DE Haar. Seja C o espago
das fungdes continuas definidas sobre o con-
junto limitado e fechado D (Ver exemplo II,
§§3 e 4); e

&T; (t} e C

m funcgbes linearmente independentes de C,
gerando a variedade linear V. Como C 6
um espago linear normado, considerando a
fungiio y (t)=C —V existe (Teorema de exis-
téncia, §7) em ¥ ao menos um elemento

(=1,2,...,m)

h(®)= 3 .2 (H)eV

k=1
a4 minima distincia de y(?)

fggly(i)—ya(t)l=
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m
= infsup |y (t)— D o @i (t)|-
oy (€D Eml
O teorema de HaAr da as condigdes em
que a melhor aproximacio é tnica, e enun-
cia-se deste modo :

TeoreEMA. A melhor aproximagdo de y(t)
em V é dnica, quando cada elemento da varie-
dade linear V ndo tem em D mais do que
m — 1 raizes distintas (1).

O teorema aplica-se, em particular, quando
se considera o caso da variedade linear de
C constitufda pelas fung¢des linearmente
independentes 1,¢,12,... ¢ 1, E usado com
8xito no problema da solugio aproximada
de um sistema incompativel de um nimero
infinito de equagdes lineares (2).

III. O prosBLEMA DE TceEBICHEV. Consi-
deremos o intervalo [a,b] e os polinémios

A(x) =agx™ P+ .. + amyp  (a9F0)

B(@)=>byax"Y + o+ 4 byy,

nio tendo o primeiro zeros naquele intervalo.
Com ¢ (x)e C[a,b], considere-se o conjunto
# das funcdes

B(z)
Ax)

Dada qualquer fun¢do f(x)e Cl[a,b] o pro-
blema de TCHEBICHEV consiste em saber se
existe (e no caso afirmativo, construi-la) uma
fangio Fy(x)e @ tal que:

max |5 () —By(e) =
= min max |f(z) — R(x)| =38(f,R)

R(x)e § =e[a,b]

R(@)=9()-

(1) Haar demonstrou este teorema em «Die Min-
kowski Geometrie und die Annahrung an stetige
Funktion», in Math. Ann., 718 (1918). Ver Acmieser
Vorlesungen iiber Appr., ed. cit., pag. 67 e ss.

(2) AcHiesEr, op. cit.

TCHEBICHEV provou que(l):

a) existe sempre uma fungiio R,(x)e &
nas condigdes exigidas;
B(a)
A(x)
com a mesma expressio mais simples, Ry(x)
é tnica e caracterizada pela seguinte proprie-
dade: a sucessdo de pontos de [a,b] onde a
diferenga f(x) — Ry(x) toma o valor §(f,R)
com sinais alternados ndo pode ser excedido
pelo niumero m+n+2—d, com d=min. (p,v).

b) aceites como indistintas as fracgdes

No caso particular de 4 (xz)=1, cai-sena
determinagio da melhor aproximacio de fun-
¢es continuas por polinémios de determinado
grau (em dado intervalo [a,b]).

Seja f(x)e C[a,b] e designemos por =, o
conjunto dos polinémios de gran n e coefi-
cientes reais :

P(x) = aga™ + agx™ ! + - 4 ay;
pode ser ay= 0, e portanto
MHCTC -  C Ry C -3
sendo

(11.1) 0<A, =inf max j|f'(:z:) — P(x)|

Pe%, @ la,b
tem-se
BpSA> e D>A>
e um teorema de WEIERSTRASS (2) estabelece
que:
lim A, =0;

e assim, fixado e >0, é sempre possivel
escolher um ntimero #,(s) e um polinémio
de grau n > ny(e) de tal modo que

max |f(x)— Py(x)]| <s

z€[a,b]
O ponto de vista de TCHEBICHEV era, porém,
(1) Acuieser, op. cit., cap. 2.°

(2) Narawson, Theorie der Funktionen einer reellen
Veriinderlichen, Berlin, 1954, pdg. 107 e ss.
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diferente : interessava-lhe estudar, para cada
n, a existéneia de um polinémio P,(x)em,
tal que

(11.2) A, = max |f(x) — Py(x)]

xzg[a,b]
com A; dado por (11.1).

Chamando sucessio alternante de TcHEBI-

CHEV em [a,b] e relativa a um polinémio
P(x)erw, qualquer sucessio (finita)
(11.3) o1 <wo<-+» <@y < Xns2,2:6[a,b)
onde a diferenga P (x) — f(2) toma o valor
comum A, com sinais alternados, pode-se
provar que :

1.°) Em cada =, existe um e um 86 poli-
némio que verifica (11.2) e

2.°) Seado
Aq = mazx [f(x) — Q(x)]

xe[a,h]
para Q(x)ew,, se relativamente a este poli-
némio existe uma sucessdo alternante (11.3)
com n -+ 2 pontos e tal que
[£(x)—Q(x)| =Aq (i==1,2,.--;n32)
entdo é Aq=A, e Q(x) ¢ o polinémio de
melhor aproximagdo: Q(x)= Py(x)(*).

Este resultado, se ainda nio aponta um
método de rotina para a determinacio de
Py(x), pode orientar o caminho que leva a
construir aquele polin6mio. Vamos concreti-
zar esta afirmag¢ido procurando o polinémio
de 1.° grau que é melhor aproximacio da
funciio f(x)e C[a,b], supondo esta duas
vezes derivavel e com sinal constante (por
exemplo: f"(x)>0) em [a,d].

Seja P(x)= Ax + B, com os coeficien-
tes A e B a determinar, o polin6mio de
melhor aproximacio, e x;<xy <z a suces-
sio alternante a respeito de P(x), tendo-se
certamente xg6(a,b). Como a diferenca
f(2) — P(x) 6 maxima ou minima nos pon-

(*) Naraxson, Konstruktive Funktionentheorie, Ber-
lim, 1955, Cap. 2.°.

tos da sucessio alternante e 3 é um ponto
interior de [a,b], tem-se:

F'(xg) — P'(x3) =0
donde resulta
(11.4) A = f'(xq)

Como f'(x)>0 em [a,b], é f'(x) mond-
tona crescente nesse intervalo, e s6 uma vez
pode nele atingir o valor 4; e como se
existisse algum outro extremante x, de
f(x) — P(x) interior ao intervalo, ele impo-
ria, como xy, f'(xg) = A, segue-se que os
outros pontos da sucessio alternante sio a
e b, isto é

IIECE'( $2<.1‘5Eb.
Sendo f"'(x) >0 em [a,b], o extremo atin-
gido em x; é com certeza um minimo ;

f(x#) — P(x) tem portanto maximos em a e
b, e fica

f(@)—Aa—B =f(b)— Ab— B =
= — | f(xg) — P (a0)}

e portanto
41010 5 f@+fe)_
—a 2
_f®)—fa) a+x
b—a 2

e sendo xye[a,b] determinado pelo teorema
de LAGRANGE, pois (11.4) e a primeira des-
tas tdltimas igualdades mostram que

TRPRIUES(C

(como exemplo o leitor pode aplicar estas
indicagdes ao caso de ser f(:r:)=\/:7:, em

[0,1]; o polinémio obtido sera P(m)=w+%) .

IV. ProBLEMA PROPOSTO. As fungdes esfé-
ricas principais de ordem !, X" (0,9)
(m=—1,...,+1), definidas sobre a esfera
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de centro na origem e raio unitirio (e cujo
quadrado do valor absoluto é integravel),
sio dadas por
¥ (0,0) = = et FE()

onde F,"'(B) estio relacionadas com os poli-
némios e as funcdes associadas de LEGENDRE,
As fungdes Y;"(0,9) sdo base (orto-normada)
de uma variedade linear V' do espago L das
funcdes de quadrado integravel definidas
naquela superficie esférica, onde foi introdu-
zido um produto escalar por (f,ge E)

(f,9)=-£h_f‘f(5,?)~9(9,?)ﬂinBdad?

Construir a melhor aproximagio de fe X
em V(*).

(*) Sugere-se a leitura de I. M. Gerraxp e Z. Ya.
Sarro, «Representations of the group of rotations
in three-dimensional space and their applicationsn»,
Amer. Math. Soc. Translations, Vol. 2 (1956), pag. 207
@ 88., principalmente § 3.
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MOVIMENTO MATEMATICO

32 ASSEMBLEIA GERAL DA UNIAO MATEMATICA INTERNACIONAL
CONGRESSO INTERNACIONAL DE MATEMATICOS 1958

De 1 a 13 de Agosto de 1958 teve lugar na cidade
escocesa de St. Andrews a 3.* Assembleia Geral da
Unido Matemdtica Internacional. Entre os numerosos
assuntos discutidos, tratou-se dos planos de futuras
actividades (tais como intercAmbio de matemdticos,
publicagdes cientificas, ensino matemédtico, congressos
e simpdsios, ete ), da revisdio dos estatutos e da elei¢io
do novo Comité Executivo, que ficou assim constituido:
Presidente, R. Nevanuimwwa; Vice-Presidentes, P.
AvrexanprorF e M. Morse; Secretdrio, B. Eckuaxw;
outros membros: K. Caanbrasekuaran, C. Croquer, K.
Kxeser, J. F. Koksua e C. Kurarowskr. Foi delegado
portugués a esta Assembleia o signatdrio.

Seguidamente, de 13 a 21 de Agosto, efectuou-se
em Edimburgo o Congresso Internacional de Matemsd-
ticos, que decorreu com a animagio e o nivel peculia-
res a estes congressos (cerca de 2.000 congressistas).

Os trabalhos repartiram-se pelas seguintes secgies: I)
Légica e fundamentos; 11 A) Algebra; II B) Teoria
dos mimeros; III A) Andlise cldssica; III B) Andlise
funcional; IV) Topologia; VA) Geometria algébri-
ca; VB) Geometria diferencial ; VI) Probabilidades
e Estatistica; VII A) Matemdtica aplicada; VIIB)
Fisica Tedrica; VIl C) Andlise numérica; VIII) His-
toria e Educagio Foram expostas quatro comunica-
¢bes por congressistas portugueses: Idéaux demi-
-premiers; p et p-sysitmes d'idéaux (A. ArmEipa
Cosra); Homomorphisms of modular systems e FEsti-
mation by the minimum discrepancy method (J. Tiaco
pE Oviverra); Deux généralisations successives de la
notion de distribution (J. S. & Sinva).

O préximo congresso terd lugar, provavelmente, em
Estocolmo (1962).

J. B. e Bilva



