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15 — Construir graficamente una parabola
con foco en (0, 0) tangente a las curvas

cos /2 sen w/2
cos 3 /2 sen 3 /2
(b2 > 3a)

16 — Construir graficamente una cénica,
conociendose el centro y tres puntos.

17 — Hallar, gréaficamente los puntos de
interseccion de una elipse y un 6valo de
CassiNi que admite los mismos focos.

18 — Consideramos tres parabolas con el
mismo foco O. Construir graficamente una
cOnica con foco en O, inscrita en el trian-
gulo curvilineo definido por esas tres para-
bolas.

19 — Construir graficamente una elipse
conociendose su centro y los vértices de tres
hiperbolas equilateras bitangentes y concén-
tricas con la elipse.

20 — Hallar, graficamente, las tangentes
comunes a dos hipérbolas equilateras con-

cdntricas conociendose sus asintotas y un

punto de cada hipérbola.

21 — Hallar el maximo y el minimo del
angulo compreendido entre dos diametros
conjugados de una elipse dada y probar
graficamente, que el miximo corresponde a
los semidiametros conjugados iguales.

22 — Hallar la trayectoria ortogonal de la
familia de curvas

(@2 + 728 = K2 (22 — y3).

23 — Hallar la trayectoria ortogonal de
todas las hipérbolas equilateras con centro
en {0,0) y que pasan por un punto dado.

24 — Hallar el lugar geométrico de los
focos de las hipérbolas equilateras con cen-
tro en (0,0) y tangentes a la curva

pl=cos2w.

20 — Hallar las curvas que hacen estacio-
naria la integral definida

s
pds.
PI

Representacdo das rotacdes e reflexdes
no espaco euclideano tridimensional por meio
dos parémetros de Cayley-Klein. (1)

por Paulo Roberto de Paula e Silva

Introdugdo: Sabe-se que a rotagio de
um s86lido com nm ponto fixo pode ser repre-
sentada por uma matriz real (a:) (3 ><3),
cujos elementos dependem de 3 pardmetros,
em particular, dos 3 dngulos de EULER.
Entretanto, a representagio por meio dos
angulos de EULER apresenta alguns inconve-
nientes de ordem pratica: a assimetria dos

angulos de EULER, a multiplicidade das suas
defini¢des, a dificuldade de guardar de me-
moéria (visualisar) cada definicio dos mesmos;
além disso o uso dos dngulos de EULER ndo
deixa em evidéncia, na matriz (a;;) que repre-
senta a rotagdo, dois elementos essenciais:
o eixo de rotacdo e o Angulo de rotagio.

A representacio de que trataremos, ja de
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8i, deixa em evidéncia tais elementos. Para
caracterizar a rotagio usaremos 3 parime-
tros reais b.,b,,b.. A direccio do vector
T b,,-f+ b,}J,- b,fc' dard o eixo de rotagdo
(que passa pela origem) ¢ a intensidade do
do vector b sera proporcional a sen(®/2),
onde ® é o angulo de rotagiio. Esse vector
b6 algo parecido com uma velocidade angu-
lar, com a ressalva de de que b representa
uma rotacdo finita (1).

Como é sabido, a rotaciio dos vectores de
um plano pode ser representada pelo «ope-
rador de rotacio» e'®(2); no fundo é um
nimero complexo cos® 4 7sen®. No século
passado, HamiLTON e outros tentaram gene-
ralisar o operador de rotagio no plano, para
as rotagdes no espago tridimensional. Esta
tentativa fez surgir na matematica novas
entidades chamadas quaternides (ndmeros
hiper-complexos) que séo uma generalizagio
do conceito de nimero complexo. Estas
quantidades sio do tipo Q=0b6+ib,+jb,+
+ kb, com b,b,,b,,b. reais, 2=;2=
=f=—1, ¢j=—ji=k, tjk=—1.
Verificou-se que uma rotagéo podia ser repre-
sentada por uma quantidade desse tipo, onde
(bz,b,,b.) tem o sentido ja mencionado,
b=cos (9/2) e (b2 + b2 + b%)+ b2=sen2®/2 4
+ cos?2®/2=1.

Segundo assertiva de E. T. WHITTAKER (3),
a ideia dos quaternides teve origem no século
passado em trabalhos independentes de
Gauss, 0. Ropricues, HamiLToN e CAYLEY
que (segundo nos parece, partindo de ideias

(1) Queremos ressaltar is pessoas inadvertidas que
aqui o termo rotagio tem um sentido diferente daquele
da cinemdtica do sdlido: as rotagBes que estamos es-
tudando nio dependem do tempo e sdo finitas.

(2) Veja B. J. Caraga — Cdleulo Vectorial.

(®) E. T. Wurrraaxer — dAnalytical Dynamics —
Dover, pg. 9.

da trigonometria esfgrica) descobriram a
seguinte propriedade : definindo :

0 t—e 0 Y—e
b,-=sen§cos( 3 ), b,—sengsen( 3 -

b coaisen vt ¢+@)
S 2 2 L 2 b

e de modo analogo b.,b;,,b.,b relativamente
a duas rotac¢des sucessivas dadas pelos angu-
los de EvLer (8,9,9) e (0',9',0") (%), entio
a rotagéo resultante (6",¢",J") sera tal que:

(" + iy +j by + kb)) =
= (O +ibo+ by kbL) . (b+bs+jb, + kb,

(notar a ordem) com o produto definido pelas
regras 12 =j%=k2= —1, etc., jo vistas.

Assim uma rotagdo pode ser representada
por um quaterniio Q. Na representacgio por
quaternides o raio vector p=g.i+p,j + p: K
(quaterniio sem parte real) se transforma
pela lei ¢ =QpQ-!.

Entretanto, para os estudantes de fisica,
a introducdio destas quantidades gera uma
certa incerteza, razio pela qual daremos aqui
uma representa¢io mais materializada, como
faz Carrax(%). Veremos, neste artigo, que
a algebra dos quaternides, no fundo, é a
algebra das matrizes 2 >< 2,

Representaremos uma rotagio por uma
matriz complexa 2 >< 2 do tipo

Q_(b=—b b,-ib,)_(a ﬂ) ©)
bl ribyd y 3

onde b =b,i+ b,j +b.%k da a direcgio do
eixo de rotagio e b = cos /2.

0
b= —
cos B) cos (

(%) Veja definigdo e figura de H. GoLostrein— Clas-
sical Mechanics — pg. 107.

(3) E. Carrax — Legons sur la Théorie des Spineurs
— Hermann.

() E. T. Wairtager — loc. cit. pdg. 13 — estabe-
lece uma correspondéncia entre as rotagdes de um
sdlido no espaco e as transformagdes homograficas no
plano complexo, que sfio transformagdes do tipo:

ez + B
1s+5-

z—>g =
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O vector x sera representado por uma

matriz X = (w"" / - LR img) .
xy Lty — 23

Um vector X se transforma pela lei
X' =QXQ-! (produto de matrizes (2 ><2).

Esta ideia sera generalizada para represen-
tar as reflexdes no espago, em particular a
transformacio :

(@ ——@y, Tz——xz, 23— —T3) -

1) Matriz (a;:) de rotaggo.

Consideremos um sistema de eixos ortogo-
— == =
nais ¢, 7,k.
=3 S elin R :
Um vector @ = a7 + @3 j + a3k (a; reais),
neste sistema de referéncia pode ser escrito
na forma:
- - - - 2]
(1) =2yt + D) + w3k = (x| .

T3

Fixado o sistema de referéncia, uma vez
por todas, podemos considerar a rotagio
como sendo uma transformacio linear que

- —
leva o vector @ num outro vector IE'".

(2) @ = (wz) — ' = (w'z) )
x3 x'y

-
onde z';,2'y,a's sio as componentes de '
- = -

no sistema (¢, j,k).
Como a transformacdo é linear teremos:

3

@'y = Gy Ty + Gz T3 + Az T3

{w'x = ay @ + Ay T + ag3 23
x'y = agy ¥y + aza Ty + A3z T3

ou, sintéticaments :

5
4) == X a,z,=aya,(indicesrepetidossomados)
k=1
ou:
x'y ajy gz Qg3 Ty
(9) aly ) = (az az axn)|
a'y a3y Gz a3 &3
ou

(6) ol = Ax.

As equagdes (4), (D), (6) sio outras manei-
ras de escrever as equacgdes (3).

x!
Em (6), @ é uma matriz coluna (.r,':) .
33‘3 \
A 6 a matriz 3 <3 (aa) e x 6 uma matriz

&£

coluna (.1:;) . Az é o produto matricial de
3

uma matriz 3><3 por uma matriz coluna

de 3 elementos: o resultado é uma matriz

coluna de 3 elementos.

A matriz (a;) = A constitue uma forma
de representar a rotacio. Entretanto, nem
sempre uma matriz (a;) representa efectiva-
mente uma rotagiio, para isto a matriz (ag)
deveri satisfazer a certas condigdes, que
BAO :

l1a) A transformacdo linear deve ser tal

- = - —

que x -z seja invariante, isto é z'2=a2? ou:
(@) @ + o3 + af = a'f + '3 + 3.
E facil verificar que, para isto acontecer,

é necessario e suficiente que a matriz A seja
ortogonal, isto é

(®) 3 4y ay = 3y

onde ¢ é o simbolo de KRONECHER,
0 para k==1
Ol =
l para k=1.
Em termos matriciais a equacio (8) pode
ser traduzida na forma :

(9 AA=AA=1
onde A= transposta da matriz A, e
1 )
1= (0 1 0) .
0 0 1
De (9) segue que:
(10) det A - det (A)=(det A)2=+1 — det A=+1

uma vez que det A = detA .
2a) O facto de que a matriz A é ortogo-
nal, nio é ainda suficiente para podermos
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dizer que A representa uma rotac¢io. Para
que isto acoutega é necessario que A (finita)
possa ser obtida como uma sucessio de
pequenas rotagdes infinitesimais, a partir do
estado inicial do s6lido. Em termos matema-
ticos, seria necessario que «A fosse continua
com a unidade», ou que detA = + 1; (as
que tém determinante — 1 ndo podem ser
continuas com a unidade).
B facil verificar que a matriz

=1 WO~
A—( 0 -1 0)
0 0 -1
é ortogonal, isto 6, conserva #2 invariante
mas ndo é uma rotagdo, pois para obté-la
terfamos que «virar o s6lido ao avésso», isto
6, deforma-lo.

Chamaremos, por isso, de rotagles as
transformacdes ortogonais com determinante
+ 1; e de inversdes aquelas com determi-
nante — 1. Uma transformagio ortogonal
ou 6 rotagiio ou é inversdo (veja eq. 10).

Aqui convém incluir um parénteses sobre
as matrizes ortogonais. O conjunto O das
matrizes ortogonais forma um grupo. Diremos
que um conjunto G forma um grupo segundo
uma certa lei de associagdo, se:

G. 1. A cada par A,B de elementos de G
corresponde um elemento C de G que
denotaremos C = AB.

G. 2. Existe em G um elemento, chamado
elemento neutro, ou unidade, tal que
1A= Al=A, para qualquer A de G.

Dado um elemento A de G, existe
um elemento A-! de G tal que
A-VA — ANT=T.

O conjunto das matrizes ortogonais forma
um grupo segundo a lei de associagio «pro-
duto de matrizes», pois :

1. O produto de 2 matrizes ortogonais é
uma matriz ortogonal.

Prova: AA=1 o
(AB)(AB)‘"=AB§K
0
1

BB =1 , entdo
AN—E
1
2. A matriz. T'= [0 é
00
para qualquer AeO.

ortogonal e

zee]

3. Qualquer matriz ortogonal A tem inversa
que é A-!=A.

O conjunto das rotagdes é um subgrupo
do grupo das matrizes ortogonais, isto é, o
conjunto das matrizes de rotacdo forma um
grupo.

Notemos que as inversdes, que constituem
um subconjunto de O, nfio formam um
grupo (com relagio ao produto) por duas
razdes : primeiro, porque o produto de duas
inversdes néo é uma inversio mas sim uma

001
nio pertence ao conjunto das inversdes mas

sim ao das rotagdes.

Posto isto, voltando as rotagdes, as equa-
¢des (8) e (11) estabelecem relacdes entre os
9 elementos da matriz (a;;) deixando livres
sdbmente 3 deles; é possivel, portanto, colo-
cid-los em fungio de 3 paridmetros indepen-
dentes, em particular dos 3 angulos de EuLER.

100
rotagiio ; segundo, porque a unidade (0 1 0)

2. Teorema de Euler (%)

2a. Eiro de rotagdo. Se A é uma ma-
triz de rotagio, a transformacio ' = Ax
tem um eixo invariante. Isto quer dizer:
existe uma recta (que passa pela origem) tal
que, qualquer vector z paralelo a esta recta,
se transforma em @' — 2.

Esta recta chama-se eixo de rotagio.

2b. Angulo de rotagio. O dngulo de ro-
tacio ® em torno do eixo de rotagio

() Veja demonstragio de H. GorpsrEix — loc. cit.
pg- 118.
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é determinado pelo traco de matriz A:
tr(A)=ay + agg + azzs =1+ 2cos®.

3) Formalismo de Cartan

Observagio: Leia com atencio e guarde
os resultados deste paragrafo.
Seguindo E. CARTA_\' (3) vamos agora

associar a cada vector z — x i + @y J + wsk
uma matriz complexa 2><2 do tipo (%)

(11) x"'(::+;x, ”‘:;:’) onde i=y/—1.

X pode servir para representar o vector z.
Algumus vezes chamaremos X de avector».
Uma das vantagens do uso desta matriz X,
reside no facto de que det X= — (a} + 3 + a5)
o que é particularmente interessante na teo-
ria das transformagdes ortogonais.

Definigdo: dada uma matriz « = (““ “12)
%21 %22

onde «;; etc. sio nameros complexos, &

matriz ( i am) = (2)* = ' chamaremos de
212 22

conjugada hermiteana de «. A conjugada

hermiteana é obtida ¢ranspondo os elementos

da matriz « e depois conjugando (o — k1)

cada elemento da matriz.

Definigdo : uma matriz « é hermiteana se
al =a.
Definigio: uma matriz é unitiria se

aal =ala=1, isto §, se &' =a-1,

3.1 A realidade do vector z & expressa
pela hermiticidade da matriz X (11).

XT = (:n; (:e;+ia:z}"> ¢

(wg—imy)* —af
(:x; xf — 1 .r:;) (-’-ﬂa 2y—1 a:;)
of 1wy — ) Ty tizy —oxg

(8) E. Carran: loc. cit. pg. 54.
(%) Goupsrei, loc. cit. usa a notagdio P no lugar
de X.

%
se x ¢ real, isto é se x;,xy, x5 sdo nume-
TOSs reais.

—
3.2 Se ao vector « corresponde a ma-
triz X (2><2), entdo ao vector dx corres-

ponde a matriz 2X.
3.3 E se ao vector ; corresponde a

matriz Y, ao vector (_a;+_3;) corresponde a
matriz (X 4+ Y).
1

= Dk
3.4 Ao vector i=| 0 ) corresponde q-( )
0 ) PR

- 0 0 —¢
Ao vector j=|1 corresponde oz = .
0 i 0

= 12 1 0
Ao vector k= | 0 | corresponde o3=
1 0 —1

As matrizes ¢;,0,,05 sio chamados ma-
trizes de PAuLl, empregadas para represen-
tar o momento angular intrinseco das parti-
culas de spin1/2(10).

3.5 X=ua,01 + w309 + @505 (verificar
usando 3.2...3.4)=w.0

3.6 X=XX— (:!‘f..; . xl—,'xz) (:ca ; xll—f:cg) E
Ty +ixy —x3 xytixy —x3
(:z:f+a=§+:r:§ 0 )

(1] ©f + =2 + a
1 0 — = f1 0
-=xf-(:cz+w;+w%)(0 1)-G3 (O 1).

3.7 detx=det(ws : xr”’):
Ty tix; —xy
o} —xi=—z-m.
He mX) ~ iyl 0% A
38 ;wY}—tm-y(O 1)-§{xv+'rx)

(n.?) (matriz) = (matriz)

x=—;3?._

3.9 Ao vector axial z /\; corresponde
a matriz %(XY —¥X)e

-1

(19) Veja D. Bonu: Quantum theory — Prentice Hall
— 4.* ed. — pg. 391.
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3.10 As propriedades das matrizes de
Pavrr podem ser obtidas de maneira ime-
diata usando os itens anteriores, que sio de
facil verificagio. As matrizes ¢,,05,05 tém

quadrado igual a 1= ((1) ;)) e anticomutam

entre si:
- — —
i~o0g ici=1=0l
J~oa Jrj=1=4}
— - =
k~o3 | k-k=1=20o3;

-

> - 1
"J=0-§'(Gz°1+01°z) — 010y =—0201;

- -
j-k—O dd: g 03 = — 0302,
T?-O dd: O3 = — 030].
e st P
3.11 De k=i, j teremos, usando os

itens 3.9 e 3.10:

1 1
da—ﬁ{ﬂﬂz—dwl)“‘ '2—;.'(01'!3—%“103)—

1

=—010; + gy o =103}

e analogamente, gy05 =10y, 050y =10y.
‘ - 10
3.12 As quatro matrizes oy ,09,05 (O 1

sio linearmente independentes, e qualquer

matriz complexa 2 >< 2 pode ser escrita como

uma combinagio linear de oy,05,05 e 1.

s B L P (1 0)
- =cy01 +Cz02+C303 +¢ 01

onde c¢;,cy,¢5,¢c sio nameros complexos.

4. Parémetros de Cayley-Klein.

Veremos adiante que é possivel represen-
tar, de uma maneira muito simples, uma
rotagiio, por meio de 4 parametros comple-
X08 a,[,7,8 chamados pardametros de
Cavrey-KLeIN. Entre estes 4 niimeros com-
plexos (8 reais) podemos impor 5 condigdes,
uma vez que 80 necessitamos de 3 para
caracterizar a rotacio.

Consideremos entio uma matriz

o=

— (“ g) . Esta matriz poderia eventual-
7

mente ser empregada para operar sobre

entidades do tipo ( onde u e v sdo

)
némeros complexos : [( ) - spinor]
(G =Gt

q(xn+ﬂu) _.{u'—a.u+ﬁv

Tu+§v v =qu+ v

Queremos dar um jeito que torne possivel
Q representar uma rotagio. Para isto Q
deveria actuar sobre os vectores. Mas, Q
sendo 2><2, nio pode operar sobre um vector

&y .

x = (a:z) . Terfamos que construir uma ma-
%3

triz 2 ><2, que pudesse representar o vec-

tor. Ora, isto nos é fornecido pelo paragrafo

o
precedente, onde, ao vector x, associamos
a matriz X.

O vector transformado X'

] I e
X (* 8 LT =
x'y +ix'y — 'y

Faremos Q actuar sobre X na forma:

=QXQ™

de X seria

(14) X!
Porque isto é conveniente ? A razio disto
é que o determinante de X é —(:r? + 28+ m’g‘) .

Tirando o determinante da equagio (14)
teremos :

det X' =det Q-det X -(det Q)™ = det X
(15)  — (@ + @} + af) = — (2 + @y + @i?)
3
isto 6 a transformacgio (14) conserva =,
como é preciso.

Por outro lado, como sabemos de 3.1, a
realidade do vector a & assegurada pela

hermiticidade da matriz X . Para que ' seja
também real é necessario que X' seja hermi-
teana. Para que isto aconteca é conveniente
escolher Q unitaria, pois, sendo Q unitaria
teremos Q~! = Q1 e entdo:

(1) X =QXQ'=QXQr . X*=[0XQ']r=
= (@Y XFQ*=Q X QF=QX Qt =X~ X=X
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Vemos assim que, se Q 6 unitaria, o trans-
formado de um «vector» real é também real.
A escolha de Q unitaria é pois conveniente

porque conserva a realidade do vector ;’,
se & & real. (Veja 3.1).

D) Forma de Q

A unitariedade de Q impde relagdes entre
os 4 numeros complexos «,B3,7,d. Por
razdes que nio vamos expor, podemos esco-
lher a matriz Q do tipo:

« B « B
17 = -
o) x (T 3) (—B' a*)
Qual a condigiio que 1 deve satis-
o ﬁﬁ a*

fazer para que seja unitaria?

a P o —ﬂ)
18 - -
1)  Qa (_ﬁ, a,) (ﬂ* P
wa*+BB* O BT
_( 0 m'+ss*)-(0 1S R

a f3 s
2 ser vnita-
—[* a*
ria é necessario e suficiente que aa*+f*=1
isto é, que det 8 =1,
o gu a*

Assim teremos: Q ¢ caracterisada por 2
nimeros complexos « e [ (4 reais), entre
os quais existe uma relacio (18). Teremos,
assim sdmente 3 ndimeros reais livres que
sio o necessario e suficiente para resolver
o nosso problema.

Portanto: para Q = (

6. Desenvolvimento de Q como uma
combinagdo linear de oy,0;,05,1.

R A A o

Usando o item 3. 12 teremos:

(20) Q-( ﬁ)—a101+azvz+as°a+al

_B‘ l.
onde a;,as,az,a, sio 4 nimeros comple-
xo0s. Dada a particular forma de Q que

estamos usando, é facil de ver (verificar como
exercicio usando (19)) que a,, ay,as sio ima-
ginarios puros e a ¢ real. Teremos entdo :
(21) Q=i(byoy+beoy+b3a;) +b1=iB+b

onde by,by,b5,b sio reais e B = b0 4+
+ bgag + bgay ~b-g é, no formalismo de
CARTAN, a matriz 2><2 associada ao vector

real & (veja item 3.5). E facil de ver que
valem as expressdes:

b—%(aira')
b 2 .
1-E($—ﬁ)

(22) 3
| b= 5 (B + B%)

b 3 »
3 2—'.(“'”‘)

Exercicio : verificar (22) usando (19).
A condigio aa* 4 ffff* =1 pode ser tra-

duzida em termos dos b's; usando (22)
teremos :
(23) bf+b§+b§+b2-,_q,*+3ﬁu=1

Podemos considerar &,,b,,b5; como indepen-
dentes ¢ b como funcio dos b;.

Com isto estamos armados para tratar o
problema da representa¢io da rotacdo.

7. Representagdo das rotagdes.
A transformagio X'=Q XQ",
onde Q=iB+b=ib.a+b,

TEOREMA :

X ey o g X1 01 + Xg Gy + X505 = matriz
2><2 associada ao vector x 3

W 2 i x'y oy + x'3 99 + X'5 05 = matriz
2>< 2 associada ao vector </ A

representa uma rotagdo com:
1.°) eixo de rotagdo na direc¢do do vector

b byt b3 4 bs K

2.°) angulo de rotagdo, no sentido dextrd-
giro com respeito a E, dado por sen ¢'/2-|_ﬂ|
(nota: b==|b)).
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Para demonstrar este teorema podemos
usar os resultados do paragrafo 3.

Lema 7.1 A transformagdo X'=QX Q"
deixa invariante X2, isto é X'9=Q-;’(1 0):

0
ek S L
—0 20 -

Prova: Calcule X2=(QXQ")(QXQ"Y,

use a unitariedade de Q e a propriedade 3. 8.
Lema 7.2  Para provar que b ¢ o eizo

de rotagdo basta provar que o transformado

=
B'=QBQ" do «vector» B (associado a b)
coincide com B.

Prova: Calcule B'=QBQ"'= (B + )
B(—iB +b) e use a propriedade 3.8:

= /100 P] Pl 9 10
2=50.b = (b7 +ba+ b
B (0 1) ( 1+ 02+ 5} (O );
notando que B? comuta com g¢;,0; e g5,

Lema 7.3 Sendo b o eixo de rotagdo, se
x1b, o transformado x' de x deverd ser

-
perpendicular a b. Em termos das malrizes
de CARTAN:

Se %(XB+BX)=;-§<1

0) =0 entdo
0Jas |

—‘1)—(X'B+BX)=0, onde X' =QXQ".

LeMA 7.4 Para calcular o @ngulo de rota-
gdo, basta calecular o produto escalar dos

- -;, > — —-f-
vectores x e X' do lema anterior: x.x'=

=%(XX'+X'XJ.

E facil de ver que:
(24) cosd = — B2 4 b2 = — (b} + b] + b3) + b2
(25) =1 —2(5} + b3 + 83)
uma vez que bj + b3 + b3 + b2 =1, (23).

Nota: A realidade do dngulo ® de rotagio
é assegurada pela condigiio (23): B2+02=1;

pondo 52 = cos?a e B2=sen?a teremos:
(26) b2 — B? = cos? « — sen? a = cos (2 «)

Comparando (24) com (26) vemos que 2a—=0
ou z = P/, donde:

(27) b=cosa=cos®/2 e + {/B? = /b1 + b2+ 063 =
= |b| =send/2

Resumindo: X'=QXQ" com Q=1iB+
+ b= ib.o+b= (‘:lr i) representa uma
7

rotagdo com eixo b e dingulo ® dado por
sen (9/2) = |3].

Observagio: o problema dos sinais sera
discutido no artigo II.

Aqui convém compararmos Q com os
quaternides. Colocando i=y/ =10y, j=V 10y,
k =V —105 as propriedades das matrizes de
Paurr do paragrafo 3 nos dardo: 2 = j2=
=k2=—1, ?.’j=—ji=k, %jk:l etc.,
que sido as propriedades necessirias para
construirmos um quaterniio. Teremos entéo :

(28) Q=i(byoy+bsos+byo3) +b-1=

=01 +byi+baj+bsk
Vemos assim, em suma, que a Algebra dos
quaternides é a algebra das matrizes 2 ><2
complexas,

Do ponto de vista pratico, uma forma
muito empregada de Q ¢é a seguinte: em
Q=05+7c.b notando que |;)-i = sen ¢ /2
e b=cos®/2 teremos:

(29) Q=cos (0/2) +isen (©/2)3-gme TI-7

-

-
onde g= = versor do eixo de rota-

sen ®/2
¢io. Para verificar a relagio (29), formal-

.‘p—'ﬁ-’
mente, basta desenvolver ¢ 2°°? em série de
poténcias de ®, notando que (;- EP=§2= 1

- = - -
eque (6:¢P=(s-q).

Finalmente queremos, a titulo de informa-
¢io, encaixar aqui um conceito muito impor-
tante : o de spinor.
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‘ x @ — tx
Um vector X = ( e g 3
\wl + ng =3 wﬁ
transforma pela lei: X' = QX Q-'; chama-
remos de spinor uma matriz coluna do tipo

s = (:’), onde u e v sido nimeros comple-

Xo08, e que, numa rotagio se transforma pela
lei: 8 =Qs

u! a B\ fu = {u'=au+ﬂv
(0)=(2) () = LI,
E possivel estabelecer uma correspondéncia

entre um triedro ortogonal e um spinor (11)(12).
Restam agora 2 problemas :

1) Dada a representagio (a;:) da rotacio,
determinar Q, isto 6, em termos geométri-
cos, determinar o eixo e o dngulo de rotagio.

2) Dada a matriz Q determinar a matriz
(a:ix), isto 6, dado o eixo e o dngulo de rota-
¢ido determinar (a.x).

Estes 2 problemas, com a respectiva dis-
cussiio sobre os sinais, serio examinados no
proximo artigo II, em que trataremos tam-
bém o problema das reflexdes e simetrias.

INSTITUTO DE FiSICA TEGRICA
840 PAULO, 8. P, — BRASIL

(11) Veja Carrax — loc. cit.

(12) O conceito de spinor é da maior importincia
pratica em fisica tedrica, pois as particulas com spin
1/2, isto 4 com o momento angular intrinseco, sdo
usualmente descritas por fung¢des de onda do tipe

$= (u(myz)) = (u) , onde (u) se transforma
v (xya) v v

como um spinor.

Problemas fundamentais da leoria
da aproximacdo funcional

por Luis G. M. de Albuquerque
(Concluséo)

11. Observagdes e exemplos.

O teorema da existéneia da melhor aproxi-
magiio xy de ye F numa variedade linear
Vc E, demonstrado para o caso de ser E
um espago vectorial normado (§7), nio é
construtivo nem foi possivel até hoje estabe-
lecer um método geral para a determinagio
de x, em tais espacos.

TATARKIEWICZ € SINGER, 0 primeiro estu-
dando as propriedades do conjunto dos ele-
mentos x; (para qualquer ye E) e o segundo
passando ao espago E* das funcionais linea-
res definidas em FE, procuraram recente-
mente resolver este problema em espacos de
BANACH quaisquer. Se é certo que os resul-
tados atingidos pelo segundo ddo, como casos
particulares, alguns teoremas ja encontrados

para certos espacos conhecidos, é também
verdade que o alcance das conclusdes obti-
das é limitado enquanto se nio entra na con-
cretizagio de £.

O leitor interessado podera informar-se
sobre a situacdo actual do problema nos
trabalhos citados na bibliografia sob os niime-
ros [1], [6] e [7].

Passaremos agora a enumerar como exem-
plos alguns dos casos mais importantes da
teoria da aproximagio funcional, com o que
se encerrara esta exposigio.

I. Aproximagio por PorinOmIos TricoNo-
METRICOS. No espago de HILBERT completo
I2[— = ,n] (ver §D, exemplo VI), tome-se a
variedade linear V' gerada pelos vectores

xy=1sinkt (k=1,2,..-m).



