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15 — Construir graficamente una parábola 
con foco en (0 ,0 ) tangente a las curvas 

cos w/2 . sen w/2 a = a — y p = o — 
cos 3 w/2 sen 3 w/2 

(p» >3 a) 

16 — Construir graficamente una cónica, 
conociendose el centro y três puntos. 

17—Ha liar, graficamente los puntos de 
interseccion de una elipse y un óvalo de 
Cassini que admite los mismos focos. 

18 — Consideramos três parábolas con el 
mismo foco O . Construir graficamente una 
cónica con foco en O, inscrita en el triân-
gulo curvilíneo definido por esas três pará-
bolas. 

19 — Construir gráficamente una elipse 
conociendose su centro y los vértices de tres 
hiperbolas equiláteras bitsngentes y concên-
tricas con la elipse. 

20 — Hallar, gráficamente, las tangentes 
comunes a dos hipérbolas equiláteras con-

cêntricas conociendose sus asintotas y un 
punto de cada hipérbola. 

21 — Hallar el máximo y el mínimo dei 
angulo compreendido entre dos diâmetros 
conjugados de una elipse dada y probar 
gráficamente, que el máximo corresponde a 
los semidiámetros conjugados iguales. 

22 — Hallar la trayectoria ortogonal de la 
familia de curvas 

(x3 + yif 

23 — Hallar la trayectoria ortogonal de 
todas las hipérbolas equiláteras con centro 
en (0 ,0 ) y que pasan por un punto dado, 

24 — Hallar el lugar geométrico de los 
focos de las hipérbolas equiláteras con cen-
tro en (0 ,0 ) y tangentes a la curva 

pJ — cos 2 u . 

25 — Hallar las curvas que bacen estacio-
naria la integral definida 

,-P. 
I çdt. 

Representação das rotações e reflexões 
no espaço euclideano tridimensional por meio 

dos parâmetros de Cayley-Klein. (I) 
por Paulo Roberto de Pau Fa o Si/ve 

Introdução: Sabe-se que a rotação de 
um sólido com um ponto fixo pode ser repre-
sentada por uma matriz real (a ;*) ( 3 x 3 ) , 
cujos elementos dependem de 3 parâmetros, 
em particular, dos 3 ângulos de Euler . 
Entretanto, a representação por meio dos 
ângulos de Euler apresenta alguns inconve-
nientes de ordem prática: a assimetria dos 

ângulos de Euler , a multiplicidade das suas 
definições, a dificuldade de guardar de me-
mória (visualisar) cada definição dos mesmos; 
além disso o uso dos ângulos de Eulkr não 
deixa em evidência, na matriz (a,*) que repre-
senta a rotação, dois elementos essenciais : 
o eixo de rotação e o ângulo de rotação. 

A representação de que trataremos, já de 
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si, deixa em evidência tais elementos. Para 
caracterizar a rotação usaremos 3 parâme-
tros reais bx , by , è=, A direcção do vector 
b = bxi byj 4- b.k dará o eixo de rotação 
(que passa pela origem) e a intensidade do 
do vector b será proporcional a sen(<l>/2), 
onde í é o ângulo de rotação. Esse vector 
b é algo parecido com uma velocidade angu-- • 
lar, com a ressalva de de que b representa 
uma rotação finita ( ! ) . 

Como é sabido, a rotação dos vectores de 
um plano pode ser representada pelo «ope-
rador de rotação» e <* (2 ) ; no fundo é um 
número complexo cos í>-|-igen í » . No século 
passado, HAMILTON e outros tentaram gene-
ralisar o operador de rotação no plano, para 
as rotações no espaço tridimensional. Esta 
tentativa fez surgir na matemática novas 
entidades chamadas quaterniôea (números 
hiper-complexos) que são uma generalização 
do conceito de numero complexo. Estas 
quantidades são do tipo Q = b + ibx+jby-\-

+ kb, com b,bx,by,b: reais, i2 = 
= A3=—1, i j = — j i = k, ijk — — 1. 

Verificou-se que uma rotação podia ser repre-
sentada por uma quantidade desse tipo, onde 
(bx,by,b:) tem o sentido já mencionado, 
4 = cos (f/2) e (bl + bl + b2t)+b*~sen2®/2-f 
+ cos2 0/2 = 1. 

Segundo assertiva de E. T . WniTTAKER(s), 
a ideia dos quaterniões teve origem no século 
passado em trabalhos independentes de 
GAUHS, O . ROIJKIGUES, HAMILTON e CAYLKY 

que (segundo nos parece, partindo de ideias 

( ! ) Queremos ressaltar às pessoas inadvertidas que 
aqui o termo rotação tem um sentido diferente daquele 
da cinemática do sólido: as rotações que estamos es-
tudando não dependem do tempo e são finitas. 

(2) Veja li. J. CABAÇA — Cálculo Vectorial. 

( ' ) E. T . WutiTHAKER — Analytical Dynamics — 

Dover, pg. 9. 

da trigonometria esférica) descobriram a 
seguinte propriedade: definindo: 

6 — 8 (*/ - i\ 
b. ~ sen — cos I - — I , b, - sen — sen I •—— \ , 

, t /í + , o /+ + <f\ í , — cos — sen I ——- I , o — cos — cos | , 
2 \ 2 J 2 \ 2 I 

e de modo análogo bx,b'y,b':,b relativamente 
a duas rotações sucessivas dadas pelos ângu-
los de EULER ( 0 , Ç , | ) e ( 6 ' , <P', 4»') (4) , então 
a rotação resultante (Õ",ç",i}J") Ber® I a 6 : 

(b"+ ib'x+jb; + kbfi-

= (b' +1 b'x +j b'y + k Ji). (6 + ib„ + j by + k &„) 

(notar a ordem) com o produto definido pelas 
regras i2 =j3 = k2 = — 1, etc., já vistas. 

Assim uma rotação pode ser representada 
por um quaternião Q . Na representação por 
quaterniões o raio vector p = i + p.k 

(quaternião sem parte real) se transforma 
pela lei p' = Q p Q - 1 . 

Entretanto, para os estudantes de física, 
a introdução destas quantidades gera uma 
certa incerteza, razão pela qual daremos aqui 
uma representação mais materializada, como 
faz CARTAS ( 5 ) . Veremos, neste artigo, que 
a álgebra dos quaterniões, no fundo, é a 
álgebra das matrizes 2 x 2 . 

Representaremos uma rotação por uma 
matriz complexa 2 x 2 do tipo 

/b:-b b,-ibv\ /« p\(»> 

~ y>.+»A J~\r >/ 
onde b = bxi + byj 4- b~k dá a direcção do 
eixo de rotação e b = cob4>/2. 

{+) Voja definição o figura de H . UOLDSTEIM— Clas-

sical Mechanics — pg. 107. 
( s ) E. Cabias — Leçons sur la Théorie des Spineurs 

- Hermann. 
( e ) E. T . WniTTAKEH — loc. cit. pág. 13 — estabe-

lece uma correspondência entre as rotações de um 
sólido no espaço e as transformações li orno gráficas no 
plano complexo, que são transformações do t ipo: 

, « « + 0 
l i » » . 

i s + S 
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O vector x será representado por uma 

matriz X = f " 5 ^ " ^ V 
Vc! -I- ix 2 — xs } 

Um vector X se transforma pela lei 
X' = Q X Q - ' (produto de matrizes ( 2 x 2 ) . 

Esta ideia será generalizada para represen-
tar as reflexões no espaço, em particular a 
transformação : 

(X! — Sl , X2 — — Xz , S) -»• — I j ) . 

1) Matriz ( « a ) de rotação. 

Consideremos um sistema de eixos ortogo-

nais i, j , k . 

Um vector x « xii + x2J + x5k (a\ reais), 
neste sistema de referência pode ser escrito 
na forma: 

A B. 

(1) aj — aOj'f '+ xçj + k < 

Fixado o sistema de referencia, uma vez 
por todas, podemos considerar a rotação 
como sendo uma transformação linear que 

—. -V 
leva o vector x num outro vector x': 

(2) 
- / M -
® — ( X2 I —* »' — | as'2 I , W Vl/ 

onde x,i,x>2, x's são as componentes de x' 
• K - V • f 

no sistema (£, j , k ) . 
Como a transformação é linear teremos: 

(3) 
x\ — Oji + a12x2 4- «13 Xi 

x'z ^ 0;i iC, + «22 l i + O23 I j 
a>'3 = «31 + « « ^ 1 + a 13 

ou, sintética mente : 

(4) xj = 2 att ia (índicesrepetidos somados) 
t -1 

ou : 

(5) 

ou 

/ » ' l \ M l «1» <*ia\ , / * l \ 
I J - í a;i a n ) ( ) 

As equações (4), (£>), (6) são outras manei-
ras de escrever as equações (3). 

(s) Em (6), x' é uma matriz coluna 

A é a matriz 3 x 3 (a,*) e x é uma matriz 
M\ 

coluna | xí 1 . A x é o produto matricial de 
\x2> 

uma matriz 3 x 3 por uma matriz coluna 
de 3 elementos: o resultado ó uma matriz 
coluna de 3 elementos. 

A matriz (a,*) = A constitue uma forma 
de representar a rotação. Entretanto, nein 
sempre uma matriz ( o « ) representa efectiva-
mente uma rotação, para isto a matriz (o « ) 
deverá satisfazer a certas condições, que 
são : 

1 a) A transformação linear deve ser tal 

que x • x seja invariante, isto é ou : 

(7) jjJ + x* + xl ~ x'\ + nj'í + 

É fácil verificar que, para isto acontecer, 
é necessário e suficiente que a matriz A seja 
ortogonal, isto é 

(8) 2 «d 

onde ò é o símbolo de KHONKCHKR, 

HL 
0 para k=f=l 

para k = í . 
Em termos matriciais a equação (8) pode 

ser traduzida na forma : 

(9) A A = A A = 1 

onde Ã = transposta da matriz A , © 
n o o\ 

1 _ ( i : s ) 
\o o i / 

De (9) segue que: 

(10) det A-det(Ã)-(det A)* = + 1 — det A -+1 

uma vez que det A = detÃ-
2 a) O facto de que a matriz A é ortogo-

nal, não é ainda suficiente para podermos 

J 

ia 
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dizer que A representa uma rotação. Para 
que isto aconteça é necessário que A (finita) 
possa ser obtida como uma sucessão de 
pequenas rotações infinitesimais, a partir do 
estado inicial do sólido. Em termos matemá-
ticos, seria necessário que i A fosse continua 
com a unidade», ou que d e t A = ( a s 

que têm determinante — 1 não podem ser 
contínuas com a unidade). 

Ê fácil verificar que a matriz 

ó ortogonal, isto ó, conserva x2 invariante 
mas não é uma rotação, pois para obtô-la 
teríamos que «virar o sólido ao avêsso», isto 
ó, deformá-lo. 

Chamaremos, por isso, de rotações as 
transformações ortogonais com determinante 
-4- 1; e de inversões aquelas com determi-
nante — 1 . Uma transformação ortogonal 
ou ó rotação ou é inversão (veja eq. 10). 

Aqui convém incluir um parênteses sobre 
as matrizes ortogonais. O conjunto O das 
matrizes ortogonais forma um grupo. Diremos 
que um conjunto G forma um grupo segundo 
uma certa lei de associação, se: 

G. 1. A cada par A , B de elementos de G 
corresponde um elemento C de G que 
denotaremos C = A B . 

G. 2. Existe em G um elemento, chamado 
elemento neutro, ou unidade, tal que 
1A = A ! = ; A , para qualquer A de G-

G. 3. Dado um elemento A de G , existe 
um elemento A - 1 de G tal que 
A" 1 A = A A" 1 = 1 • 

O conjunto das matrizes ortogonais forma 
um grupo segundo a lei de associação «pro-
duto de matrizes», pois: 

Prova : A Ã = I e BB = I , então 
(A B) (A B)~ = A B B Ã = A Ã = 1. 

/ I 0 0\ 
ti. A matriz 1 = 10 1 0 ) ó ortogonal e 

\u 0 1/ 
1 A = A t = A . para qualquer A e O • 

3. Qualquer matriz ortogonal A tem inversa 

que é A~ ! = A -

0 conjunto das rotações ó um subgrupo 
do grupo das matrizes ortogonais, isto é, o 
conjunto das matrizes de rotação forma um 
grupo. 

Notemos que ae inversões, que constituem 
um subconjunto de O , não formam um 
grupo (com relação ao produto) por duas 
razões: primeiro, porque o produto de duas 
inversões não ó uma inversão mas sim uma 

/ I 0 0\ 
rotação; segundo, porque a unidade 10 1 0 ) 

\o 0 1/ 
não pertence ao eonjunto das inversões mas 
sim ao daa rotações. 

Posto isto, voltando ás rotações, as equa-
ções (8) e (11) estabelecem relações entre os 
9 elementos da matriz (a**) deixando livres 
sòmente 3 deles; é possível, portanto, colo-
cá-los em função de 3 parâmetros indepen-
dentes, em particular dos 3 ângulos de EÜLEB, 

2. Teorema de Euler (T) 

2 a. Eixo de rotação. Se A é uma ma-
triz de rotação, a transformação x' = A x 

tem um eixo invariante. Isto quer dizer: 
existe uma recta (que passa pela origem) tal 
que, qualquer vector x paralelo a esta recta, 
se transforma em x = x. 

Esta recta chama-se eixo de rotação. 

2b. Angulo de rotação. O ângulo de ro-
tação í» em torno do eixo de rotação 

1. O produto de 2 matrizes ortogonais é 
uma matriz ortogonal. 

O Veja demonstração de H. Goldítbin — loo. cit. 
pg. 118. 
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é determinado pelo traço de matriz A : 
t r (A ) = flu 4- a22 + <*33 = 1 + 2 cos $ . 

3) Formalismo de Carfan 

Observação : Leia com atenção e guarde 
os resultados deste parágrafo. 

Seguindo E. CARTAM (8 ) vamos agora 
associar a cada vector x = a?j i + x2j + 

uma matriz complexa 2 X 2 do tipo (9 ) 

d l ) X - Ê o n d ^ í - v ^ T -
\JCi + t ® i — X3 / 

X pode servir para representar o vector x . 
Algumas vezes chamaremos X de «vector». 
Uma das vantagens do uso desta matriz X , 
reside no facto de que det X = — (ir? + x2 + x$) 

o que ó particularmente interessante na teo-
ria das transformações ortogonais. 

Definição: dada uma matriz a — / an a ia j 

onde au etc. são números complexos, à 

(* it \ . 
" U • ) = ( * ) * = aT chamaremos de 
a 12 «22/ 

conjugada hermiteana de a.. A conjugada 
liermiteana é obtida transpondo os elementos 
da matriz a e depois conjugando (a;* -*• a*i) 
cada elemento da matriz. 

Definiçãoi uma matriz « ó hermiteana se 
aT = a . 

Definição: uma matriz 6 u n itária se 
a «T = «T a. = 1 , isto é, 86 aT — a - 1 . 

3.1 A realidade do vector x é expressa 
pela hermiticidade da matriz X (11). 

XT « n + ^ V Y 
\(x£—13=2)* -x'3 } 
/«J —taÇ\ xi-ixt\ 

+ — x j ) — x j ) 

se a; é real, isto é se x ï } x 2 , x 5 são núme-
ros reais. 

3. 2 Se ao vector x corresponde a ma-—» 
triz X ( 2 x 2 ) , então ao vector ï x corres-
ponde a matriz 1 X . 

- ». 

3.3 E se ao vector y corresponde a —• 
matriz Y , ao vector (x + y ) corresponde a 
matriz (X + Y ) . 

3. 4 Ao vector t < 

Ao vector j • 

Ao vector k • 

B 

•(D •0 
corresponde oi = K ^ 

corresponde 

corresponde 
~ G 4 ) 

As matrizes u l , c2 , são chamados ma-
trizes de PAOLI, empregadas para represen-
tar o momento angular intrínseco das partí-
culas de spinl/2(10). 

3. õ X = Xj o1! + x2 v2 4- ajg tí3 ( v e r i f i ca r 
usando 3. 2 • • • 3. 4) = x • a 

3.6 J P - X X = ^ _ 
\ X L - M ' » 2 — X3 } \ X T - F T X 2 — X 3 / 

/xf + x? + xl 0 \ 
= \ 0 xí + xi + xiJ" 

- X * - ( « | + x | + x ! ) Ç Í ) -

3.7 deíX-det/"* 
+1X2 —Xj ) 

•=•— x| — x|— x j «=- — X • X • 
„ „ Se x ~ X l — - / l 0\ 1 

(n.°) (matriz) = (matriz) 

3. 9 Ao vector axial x A y corresponde 

a matriz i - ( X Y — Y X) -
2 í ' 

( S ) E , C A R T A M : l o e . c i t . p g . 5 4 , 

(9 ) GOLDSTEIN, loe. cit. usa a notação P no lugar 
de X . 

( M ) Veja D . B O U M : Quantum theory — Prentice Hall 
- 4.» ed. - pg. 391. 
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3. 10 As propriedades das matrizes de 
Pauli podem ser obtidas de maneira ime-
diata usando os itens anteriores, que são de 
fácil verificação. As matrizes , a2 , têm 

quadrado igual a 1 = ^ ^ 

entre s i : 

e anticomutam 

f j 

1 ~ 8 l — • 

j ~ «i 
k — a3 

1 

Í.Í.' 
7- k-

: 1 — 

1 -

,1 

; 0 — ~2 "t + °») oi 13 «= — oj ui ; 

j • k 0 d á : G2 53 *=• — as aj ; ~> —» 
t • k = 0 dá: Gj üj •= — J; . 

3.11 De = i A j teremos, usaudo os 
itens 3,9 e 3. 10: 

03 ™ — {01 oj — cr2 oi) 

— -7 <H t 
o, a2 ' 

2 

i <J 3 ; 

T ('1 + OI "l) 

e analogamente, <JqC5 = iaj, as £7, = ia5 . 

3. 12 As quatro matrizes ff( 6 ^ ^ 

são linearmente independentes, e qualquer 
matriz complexa 2><2 pode ser escrita como 
uma combinação linear de , <r3 , <r3 e 1 . 

C + ̂  + J) 
onde C i , c 2 ) c s , c são números complexos. 

4. Parâmetros de Cayley-Klein. 
Veremos adiante que é possível represen-

tar, do uma maneira muito simples, uma 
rotação, por meio de 4 parâmetros comple-
xos a., (3 , 7 , 3 chamados parâmetros de 
CAYLEY-KLEIN. Entre estes 4 números com-
plexos (8 reais) podemos impor 5 condições, 
uma vez que só necessitamos de 3 para 
caracterizar a rotação. 

Consideremos então uma matriz Q = 

(7 Ò Esta matriz poderia eventual-

mente ser empregada para operar sobre 

entidades do tipo ( U j onde u e v são w 
números complexos : 

(13) 

OH1 spinorj 

Q-qC)-(T 
/S a + £ f ^ - a i i + p « 
\ia + ! u/ (.ti1 — f u + £ » 

Queremos dar um jeito que torne possível 
Q representar uma rotação. Para isto Q 
deveria actuar sobre os vectores. Mas, Q 
sendo 2 x 2 , não pode operar sobre um vector 

x = ^a f j - Teríamos que construir uma ma-

triz 2 x 2 , que pudesse representar o vec-

tor. Ora, isto nos ó fornecido pelo parágrafo 
precedente, onde, ao vector x , associamos 
a matriz X • 

O vector transformado X' de X seria 

X' = — t V 2 \ _ 
\ícr, + ix'2 — x\) 

Faremos Q actuar sobre X na forma: 

(14) Xr - Q X Q - ' 

Porque isto é conveniente? A razão disto 
é que o determinante de X ó —(se? + + ít|) • 
Tirando o determinante da equação (14) 
teremos : 

det XJ = det Q - det X • (det Q)~ l = det X 
(15) - + x l -T + «£*+• 

isto ê a transformação (14) conserva x , 
como ê preciso. 

Por outro lado, como sabemos de 3.1, a 

realidade do vector x é assegurada pela 

bermiticidade da matriz X • Para que a;' seja 
também real ó necessário que X' seja hermi-
teana. Para que isto aconteça ó conveniente 
escolher Q unitária, pois, sendo Q unitária 
teremos Q _ 1 =• Q + e então : 

(16) X' = Q X Q l = Q X Q + X , + - f O X Q+]+- = 
- (Q+j+X^ Q + = Q X+ Q X Q ̂  X' X l +-X' 
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Vemos assim que, se Q é unitária, o trans-
formado do urn «vector» real é também real. 
A escolha de Q unitária é pois conveniente 

porque conserva a realidade do vector x', 

se x é real. (Veja 3.1). 

í>) Forma de Q 

A uuitariedade de Q impõe relações entre 
os 4 números complexos a , ( 3 , y , 3 . Por 
razões que não vamos expôr, podemos esco-
lher a matriz Q do tipo : 

Qual a condição que ( * ^ deve satis-
\ — (3* a * / 

fazer para que seja unitária? 

Portanto : para Q = ( " y \ ser uni tá-

ria ó necessário e suficiente que aa* + =-1 

isto é, que det ( a ^ \ = 1 . 
\ - j 3 * « V 

Assim teremos : Q é caracterisada por 2 
números complexos a. e (3 (4 reais), entre 
os quais existe uma relação (18). Teremos, 
assim sòmeate 3 números reais livres que 
são o necessário e suficiente para resolver 
o nosso problema. 

ó. Desenvolvimento de Q como ums 
combinação linear de 

Usando o item 3.12 teremos : 
p 

(20) Q = ( _ p* — "i + a* + ®J + ° 1 

estamos usando, ó fácil de ver (verificar como 
exercício usando (19)) que 01,03,as são ima-
ginários puros e a é real. Teremos então : 
(21) Q - »' (ii Oi + bz + 63 oj) + b 1 — i B -(- 6 
onde b\, 6g, òg, Ò são reais e B = fij + 
+ b2 (73 -f- 63 vs — b • a é, no formalismo de 
CARTAM , a matriz 2>< ;2 associada ao vector 
real b (veja item 3.5). É fácil de ver que 
valem as expressões: 

A - - ( • + « • ) 

(22) 
fti-ríP-P*) 

« í - y O + P*) 

•h" • O 

Exercício : verificar (22) usando (19). 
A condição a a* 4- (í(í* = 1 pode ser tra-

duzida em termos dos b' s; usando (22) 
teremos : 

(23) 6» + bl + + b* - Ï + P P* = 1 

onde Oj , a2 , , a , são 4 números comple-
xos. Dada a particular forma de Q que 

Podemos considerar b1, b2, bs como indepen-
dentes e b como função dos 

Com isto estamos armados para tratar o 
problema da representação da rotação. 

7 . Representação das rotações. 

T EOREMA: A transformação X ' - = Q X Q + , 

onde Q = iB + b = i b - f f - ) - b , 

X =• x * u cf| + x2 <ra 4- xs d3 = matriz 

2 x 2 associada ao vector x, —» 
X' = xr • a = x'[ + x'2 <r2 4- x 3 ffj ™ matriz 

2x2 associada ao vector x ' , 
representa uma rotação com: 

1,") eixo de rotação na direcção do vector 
—V — — * -+ 
b = b! i 4- b3 j 4- b 3 k . 

2.°) ângulo de rotação, no sentido dextrô-
-V —*• 

giro com respeito a b, dado por sen | b[ 

(nota: b=£|b|). 
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Para demonstrar este teorema podemos 
asar os resultados do parágrafo 3. 

L E M A 7 . 1 A transformação X' = Q X Q ' 

deixa invariante Xa, isto ó ( l = 
\0 1/ 

- • - C o D -

P r o u a C a l c u l e X a - ( Q X Q + ) (Q X Q + ) , 
use a unitariedade de Q e a propriedade 3. 8. 

L E M A 7 . 2 Para provar que b é o eixo 
de rotação basta provar que o transformado 

— * 

B' = Q B Q ! do (vector* B {associado a b) 
coincide com B. 

Prova: Calcule B = Q B Q h - (t'B + b) 
B (— t B fr) e use a propr i edade 3 .8 : 

Co 
notando que B3 comuta com n, , ua e <ra. 

Lema 7 ,3 Sendo b o eixo de rotação, se 

x i b , o transformado x' de s deverá ser 

perpendicular a b. Em termos das matrizes 

de Caktan: 
1 •+ — / I 0 \ 

8 e - ~ ( X B + B X ) = X ' b í J = 0 então 

- ^ - ( X ' B + B X ) = 0 , onde X' = Q X Q " . 

L E M A 7, 4 Para calcular o ângulo de rota-
ção, basta calcular o produto escalar dos 

vectores x e xr do lema anterior: x • x ' = 

= J 0 C X ' + X' X) , 

É fácil de ver que: 

(24) cos 4- B ! + fi1 (4Í + b\ + 61) + 

(25) - 2 ( i * + + 

uma vez que i>i + ftg b% + ba = 1, (23). 
Nota : A realidade do ângulo $ de rotação 

é assegurada pela condição (23): B2 + £ a = l ; 

pondo é 1 « - cos a a e Ba = senaa teremos: 

(26) É! _ B3 cos? « — flen- a COS (2 a) 

Comparando (24) com (26) vemos que 2 a. = O 
ou « = <í>/3 donde : 

(27) 6~coBa = cos<t>/2 e + j / p = /b] + b\ + = 

= | b | — sen <t>/2 

Resumindo: X1 = Q X CT com Q=WB-|-

+ b = ib-a + b 
0 a) 

representa uma 

rotação com eixo b e ângulo $ dado por 
sen (*/2) - | ftj. 

Observação: o problema dos sinais será 
discutido no artigo II . 

Aqui convém compararmos Q com os 
quaterniões. Colocando i—v' — 1 <i\, j—V^-l <r3, 
k = — 1 a5 as propriedades das matrizes de 
P A U L I do parágrafo 3 nos darão; t2 = J2 = 
= k2 = — 1 , i j = ~ j i = k, ijk = 1 etc., 
que são as propriedades necessárias para 
construirmos um quaternião. Teremos então : 

(28) Q = i (É! a, + bt oj + ò3 oj) + 6 • 1 = 
- b • 1 + bi i + ij j + b3 k 

Vemos assim, em suma, que a álgebra dos 
quaterniões é a álgebra das matrizes 2 x 2 
complexas. 

Do ponto de vista prático, uma forma 
muito empregada de Q é a seguinte: em 

- .> 

Q = b + i a • b notando que | b j = sen ®/2 
e b — cos $/2 teremos : 

(29) Q — COB (H>/2) + i sen (<H/2) o • g - e T "' "> 

onde gi ' =• versor do eixo de rota-
sen 4>/2 

Ção. Para verificar a relação (29), formal-

mente, basta desenvolver e1 a em série de 
— . — . — . 

potências de $ , notando que (a • = 1 

e que (a • q)s = (o • q) • 
Finalmente queremos, a título de informa-

ção, encaixar aqui um conceito muito impor-
tante : o de spínor. 
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Um vector X = ( * * " " i x £ ) se 
\xx 4- 1*2 — °-3 / 

transforma pela lei : X' = Q X Q" 1 ; chama-
remos de spinor uma matriz coluna do tipo 

5 = oude u e v são números comple-

xos, e que, numa rotação se transforma pela 

lei: J' = Q Í 

É possível estabelecer uma correspondência 
entre um triedro ortogonal e um spinor (n ) ( 1 2 ) . 

Restam agora 2 problemas : 

1) Dada a representação (a^) da rotação, 
determinar Q , isto é, em termos geométri-
cos, determinar o eixo e o ângulo de rotação. 

2) Dada a matriz Q determinar a matriz 
(a í it) , isto é, dado o eixo e o angulo de rota-
ção determinar {«;&). 

Estes 2 problemas, com a respectiva dis-
cussão sobre os sinais, serão examinados no 
próximo artigo II, em que trataremos tam-
bém o problema das reflexOes e simetrias. 

INSTITUTO DE FÍSICA TKÚBLICÁ 
SÃO PAULO, S, F. — HBASIL 

(li) Veja C A B T A H — loc. cit . 
(1-) O conceito de spinor é da maior importância 

prática em física teórica, pois as partículas com spin 
1/2, isto A com o momento angular intrínseco, são 
usualmente descritas por funções de onda do tipo 

(1 = _ / u | o n ( j e [ ) se transforma 
V« (»?«)/ \vj \vj 

como ura spinor. 

Problemas fundamentais da teoria 
da aproximação funciona/ 

por Luís G. M. de Albuquerque 

{Conclusão} 

11, Observações e exemplos-

O teorema da existSncia da melhor aproxi-
mação x0 de yeE numa variedade linear 
F c E, demonstrado para o caso de ser E 
um espaço vectorial normado {§ 7), não é 
construtivo nem foi possível até hoje estabe-
lecer um método geral para a determinação 
de x0 em tais espaços. 

TATARKIEWICZ e SISGER, O primeiro estu-
dando as propriedades do conjunto dos ele-
mentos a?0 (para qualquer ye E) e o segando 
passando ao espaço E* das funcionais linea-
res definidas em E , procuraram recente-
mente resolver este problema em espaços de 
BÀJÍACH quaisquer. Se é certo qtie os resul-
tados atingidos pelo segundo dão, como casos 
particulares, alguns teoremas já encontrados 

para certos espaços conhecidos, ó também 
verdade que o alcance das conclusões obti-
das é limitado enquanto se não entra na con-
cretização de E . 

O leitor interessado poderá informar-se 
sobre a situação actual do problema nos 
trabalhos citados na bibliografia sob os núme-
ros [1], [6] e [7]. 

Fassaremos agora a enumerar como exem-
plos alguns dos casos mais importantes da 
teoria da aproximação funcional, com o que 
se encerrará esta exposição. 

I . APROXIMAÇÃO POR POLINÓMIOS TRIGONO-

MÉTRICOS. No espaço de HILÜERT completo 
— i r , ir] (ver §5, exemplo VI ) , tome-se a 

variedade linear V gerada pelos vectores 

ar* = sin k t {k = 1 , 2 , • • • m). 


