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PROBLEMAS

5116 —Sejam m,n e p inteiros nio negativos
tais que p< m<_n. Mostre que, para todo o niimero
a=0, setem

pym=n

1 a”
—_— —1)r. .
nl Lmz_n( ) p!(m—p)l(n—m)!

5117 — Mostre que, quaisquer sejam o inteiro posi-
tivo n e o inteiro nfio negativo p, se tem

SRION SO GUIWE
O

m
onda, pelo simbolo ( ) se designa o nimero de
i

combinagdes de m objectos, tomados ¢ a 7.
Coneclua que a soma dos quadrados dos coeficientes
do desenvolvimento do binémio (a + b)" é igual a

2n
()
5118 — Sejam x,y e z numeros positivos tais
que s
22— Y2 4 M (@ — y + 5)VE,

Mostre que

@x n n z L T " n ] n
B G -G () )

y z @ z z y
qualquer que seja o inteiro =.

5110 — Sejam A,B, C as medidas dos dngulos
internos de um tridngulo, a,b,c as medidas dosla-

PROPOSTOS

dos respectivamente opostos e p o semi-primetro.
Mostre que

(cos A+cos B+cos C+3)abe=2p (2p?— a2—b2—c?).

5120 — Dados os polindmios 22" —az" 41 e
x? — 22 cos « + 1, determine uma condig¢fio neces-
sdria e suficiente a ser satisfeita pelo inteiro positivo
n e pelo Angulo « para que o primeiro polinémio
seja divisivel pelo segundo.

Conclua dai que nenhum polinémio 2" — z" + 1
é divisivel por «? — /2.2 + 1 e que uma infinidade
de polindmios =" —a" + 1 é divisivel por
2 — /Ba+ 1.

5121 — Dados num plano um ponto A4, duasrectas
b e ¢ e um tridngulo 4' B' C', construa, com régua
e compasso, um tridngulo A4 B C, semelhante ao
tridngulo dado e tal yue B e C pertengam respecti-
vamente a b e c.

Discutir.

5122 — Dados num plano trés pontos 4,B,C,
construa, com régua e compasso, uma recta r que
satisfaga As seguintes condigdes: a) a distincia de
A a r 6igual ao comprimento de um segmento dado
d; &) as distincias de B a r» e de C a r estdo
entre si como dois segmentos dados m e n.

Discutir.

5123 — Sejam A, B, C as medidas dos dngulos
internos de um tridngulo e a,b,c os lados respec-
tivamente opostos. Mostre que é condi¢fio necessdria
e suficiente para que o ingulo B seja duplo do dn-
gulo C que se tenha

= (a+c)e.
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129 —C. Bera —Theories des graphes et ses applica-
tions. — 288 pags. 15 ><24; 3400 F. — Dunod,
Paris, 1959.

A palavra graphe, usada pelos matemdticos fran-
ceses, é um neologismo que, em certos casos, tem
sido traduzida em portuguds por diagrama. Os mate-

mdticos ingleses servem-se da palavra graph, que
tem quase os mesmos inconvenientes do que gréfico,
Na defini¢do de Serge:

Diz-se que se tem um gréfico (graphe) sempre que
se tem:

1° — Um conjunto X;

2.° — Uma aplicagiio T de X em X.
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Quando for possivel os elementos de X, sdo re-
presentados por pontos ligados entre si por segmentos
de recta orientados.

A teoria dos grdficos creada, pode dizer-se, por
Kénig tem hoje aplicagio em capitulos os mais dife-
rentes das ciéncias. Os simplexes da topologia, sfo
graficos, bem como o sfo os esquemas de que o mate-
médtico muitas vezes se serve ao representar um con-
junto ordenado e mais geralmente um recticulado
(estructura). Mas nio ¢ sd na matemdtica que os
grificos tém aplicagio; na quimica o esquema duma
molecula dum composto orginico é um grifico; os
sociogramas da psicologia, os circuitos electricos da
fisica, os diagramas de organizagio da economia, sfo
grificos, uma arvore genealégica é um grifico Estes
factos dio-nos ideia da importincia do estudo abs-
trato dos grdficos. No livro Théories des graphes et
ses aplications faz-se o estudo sistemdtico das proprie-
dades dos gréficos de uma forma acessivel e completa.
A partir do trabalho de Konig, o autor estuda os
progressos feitos pela teoria, acrescentando os resul-
tados das suas investigagdes pessoais. Nogdes e resul-
tados que se encontravam espalhos por revistas oun
em pequenas referéncias em livros, foram aqui reuni-
dos e expostos de maneira sistemdtica de modo a for-
necer ao estudioso o que lhe faltava neste campo: um
livro que expuzesse a teoria no seu estado actunal.
E um livro notdvel e de aconselhar pois a técnica
exposta serve a matemdticos, fisicos, engenheiros,
sociologos, economistas, porquanto se aplica as cién-
cias do comportamento, a teoria da informagio,
a cibernética, a teoria dos jogos, as redes de trans-
portes, as telecomunieagdes, a teoria dos conjuntos
etc. Os titulos dos diferentes capitulos fornece-nos
ideia mais completa dos assuntos tratados:

Cap. 1 — Definigies gerais ;

Cap. 11 — Estudo preliminar da descendéncia ;
Cap. Il  — Fungdo ordinal e fungido de Grundy
sobre um grifico finito ;

Cap. IV — Os ndimeros fundamentais da teoria

dos g1 dficos ;
Cap. V — Niicleo de um grdfico ;
Cap. VI — Jogos sobre um grdfico ;
Cap. VII — O problema do mais curfo caminho;
Cap. VIII — Redes de transporte;
Cap. IX — Teorema dos semi-graus ;
Cap. X  — Ligagdo de um grafico simples ;
Cap. XI — Factores;
Cap. XII — Centros de um grdafico;

Cap. XIIl — Didametro de um grdfico fortemente
convexo ;

Cap. XIV — Matriz associada a um grafico;
Cap. XV — Matriz de incidéncia ;

Cap. XVI — Arvores e arborescéncias ;

Cap. XVII — O problema de EvLes ;

Cap. XVIII— Ligagio de um grdfico qualquer ;
Cap. XIX — Semi-factores;

Cap. XX — Conectividade de um grdfico ;
Cap. XXI — Grdficos planos.

E um livro que se recomenda aos interessados.
J. Bilva Paulo

130 — Josern Brakey, Pa. D. — University Mathema-
tics — Blackie & Son Limited — Londres, 581 pag.
Prego: 35 8.

O livro é considerado pelo seu antor como livro de
texto para alunos de Ciéncia e Engenharia das Uni-
versidades inglesas e contém praticamente todos os
assuntos de matemdtica exigidos a tais alunos, ex-
cluida a geometria projectiva. O préprio autor no
prefdcio esclarece que a andlise nio é rigorosa, mas
julga que o livro serd itil até mesmo a estudantes
ingleses liceais (Grammar Scmoors). Diz-nos ainda o
autor que os problemas foram extraidos dos pontos de
exame de Matemdticas Puras, da Faculdade de En-
genharia da Universidade de Londres.

O livro estd escrito de modo a fazer-se compreen-
der pelo estudante médio mas nio é uma exposigdo
teorica sistemdtica das matérias abordadas; podemos
dizer que se trata da apresentagio de resultados
cldssicos da dlgebra e andlise com um minimo de
justificagio tedrica, e com vista 4 resolugio dos
exemplos e problemas de que o livro é um belissimo
repositério. E sob esse aspecto um livro de recomen-
dar Eis o resumo do indice que d4 ideia dos assun-
tos tratados no livro: I. Revisdes. II. Limites; con-
vergéncia e divergéncia de séries; fungdes exponencial
e hiperbdlicas; nimeros complexos. 111, Frac¢des par-
ciais e soma de séries. IV. Diferenciagio. V. Integra-
¢do. VI. Desenvolvimento de uma fungfio em série;
mdximos e minimos, e pontos de inflexdo. VII. Tan-
gentes, normais, curvatura, diferenciagio parcial, ete.
VIII. Determinantes. 1X. Sistemas de coordenadas da
geometria plana; linha recta, circunferéncia e pari-
bola. X. Sec¢des conicas — elipse e hipérbole.
XI1. Equagdio geral e polar de uma cénica. XII. Sis-
tema de coordenadas no espago a trés dimensdes;
plano e recta. XIIl. Quddricas, esfera, cone, ete.
XI1V. Area da superficie limitada por uma curva,
volumne de um sélido de revolugio, etc. XV. Equagdes
as derivadas parciais de segunda ordem. X VII. Tri-
gonometria esférica. XVIII. Momento de inércia e

movimento harménico.
J. B. P
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131 — Aristorie D. Micmar — Le Calcule Diféren-
tiel dans les Espaces de Barrach — Gauthier —
Villars, Paris, 1958.

Os trabalhos de A. Micuar sobre funcionais, dis-
persos por virias publicagdes, foram, por sugestdo
de M. Frecuer, retomados e expostos de uma forma
sistemdtica em um trabalho que Micuar deixou con-
cluido antes da sua morte. O presente livro é o pri-
meiro volume da tradugfio francesa desse trabalho.

A noglio de funcional, fungio numérica de uma
varidvel de natureza qualquer, que nasceu, pode
dizer-se, com os trabalhos de Vourerea sobre as fun-
goes de linha, estendeu-se a outras correspondéncias
entre conjuntos abstratos. O estudo da continuidade
de tais fungdes gerais e da generalizagio das proprie-
dades das func¢des continuas ordindrias e do cdlculo
diferencial levou & nogio de derivada de fungio de
linha de Vourerea. Mais tarde M. Frecaer deu a
defini¢cdo de diferencial, vdlida nos casos em que o
dominio e o contradominio de tais correspondéncias
sio espacos de Banach. A generaliza¢io destes estudos
as diferentes classes de funges e equagdes, e ainves-
tigagio das propriedades da andlise cldssica védlidas
para tais correspondéncias, foi o trabalho a que se
dedicou, entre outros, A. Micaar. O indice do volume
fornece uma visdo dos assuntos tratados neste pri-
meiro volume:

Cap. [: Nogdo de fungHo geral e de funcional.
Equagdes integrais. Cap. II: Espagos ‘lineares nor-
mados. Polinénimos. Fungdes analiticas. Cap. III:
Diferenciais de fungdes de varidvel abstracta.
Cap. IV: Equagdes F — diferenciais na teoria das
equagdes integrais de Vorrerra. Cap. V: Equagoes
integrais de FreomoLu generalizadas. Cap. VI: Solu-
gbes de equagdes diferenciais como funcionais dos seus
coeficientes. Cap. VIL. Equagdes diferenciais verifi-
cadas pela fungio exponencial em espagos ahstractos.

J. 8. P.

132 — A. J. Pouerans — Worked examples in
Mathematics — Hutchison of Liondon, 1959.

Trata-se de um livro de exercicios sobre os vdrios
capitulos de matemdtica que fazem parte do General
Certificate of Education (Advanced Level) e dirige-se
a0s alunos que trabalham para obter esse grau ou se
preparam para exames universitdrios do mesmo nivel,
Os exercicios resolvidos nem sempre o sdo, como o
antor admite, sob a forma mais simples e o facto
deve-se sem divida aos conhecimentos que se supde
possuir os candidatos a quem se destinam. Os exerci-
cios ou sfo baseados nos problemas saidos em recentes
exames da Universidade de Londres, ou sio mesmo

questdes propostas nesses exames. E um livro dtil a
quem se prepara para tal espécie de exame, mas nio
dispensa como o préprio auter indica, o uso de um
boin livro de texto. Eis os vdrios capitulos sobre que
versam os exercicios: Geometria analitica plana;
trigonometria; geometria pura; teorema do binémio;
andlise combinatdria; equagdes do 2.° grau, proprie-
dades dos polindmios e grificos; propriedades dos
tridingulos; trigonometria esférica; geometria no
espacgo; calculo integral e diferencial; volumes dos
solidos de revolugdo.

O livro, que tem 219 pdginas, pode ser 1itil mesmo
aos nossos alunos do 7.° ano dos liceus e do primeire
ano das Faculdades de Ciéncias. A edigdo ¢ bastante
cuidada e aparentemente apresenta poucas gralhas.

J. B. P.

133 — L. D. Laxpav e E. M. LiFsairz — Quantum
Mechanics — Pergamon Press — London, Paris.

O Tratado de Fisica Tedrica publicado em 9 volu-
mes pelos professores e académicos da Academia das
Ciéncias da URSS Lawspau e Lirsmirz, é talvez das
obras do género, a que mais se tem imposto interna-
cionalmente, quer pela extensfio e profundidade quer
ainda pela clareza de exposigfio e meticulosidade de
pormenores, ndo obstante «um dos principios que
guiou a escolha de material tenha side o de nio
incluir assuntos que necessitem de apresentagio de
resultados experimentais».

Assim, virios tem sido os volumes jd traduzidos em
linguas estrangeiras. The Classical Theory of Fields
é a tradugido inglesa do vol. 2— Teoria dos Campos,
o primeiro apresentado ao piblico cientifico nfo
conhecedor da lingua russa, primeiramente publicada
por Appigson-WesLy Pue. Co. e agora por Pereamon
Press. Seguiram-se-lhe o vol. 3 — Quantum Mecha-
mics (non-relativistic Theory) e o vol. b — Statistical
Physics, ambos editados por esta segunda editora.
Quantum Mechanics é um volame 516 4 XII pdg.
distribuidas por 16 cap. e 6 apendices com 96 pro-
blemas propostos e inteiramente resolvidos.

No primeiro capitulo a apresentagio dos «conceitos
bdsicos da mecAnica quintica» faz-se de forma que
as nogdes quinticas sdo introduzidas o mais intuiti-
vamente possivel (sob o aspecto matemdtico); de
resto, em toda a obra, os Autores provam sobeja-
mente que o uso e o desenvolvimento dos conceitos e
instrumentos matemdticos, quando devidamente em-
pregados, longe de encobrirem ou deformarem os
aspectos fisicos, os esclarecem e completam.

O ecap. II trata dos operadores de energia e
momentos e formas matriciais de mecénica quintica.
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A equacio de Scarépiveer e os diversos tipos dos es-
pectros dos respectivos valores prdprios da energia;
os potenciais mais frequentes —pogos e barreiras—e
problemas correlativos sio estudados no cap. I1l. As
nogdes de momento angular, valores préprios e fun-
gbes proprias e adigdo de momentos angulares, sio
largamente tratados no cap IV.

Os cap. V, VI, VII e VIII tratam respectivamente
de: movimentos de uma particula nos diversos cam-
pos de simetria central, incluindo o coulombiano; a
teoria perturbagdes (dependentes e independentes do
tempo); o método de aproximagio KBW (o caso
quase cldssico): a nogdo de spin, e particulas de spin

1 1
= de spin diferente de 7

Até o presente, o programa exposto ¢ o de qualquer
valgar tratado de mecdnica quintica nfio relativista
(o vol. 4 da obra tem o nome Teoria quintica relati-
vista) ; o valor da obra, no que respeita a estes 8 ca-
pitulos, estd na originalidade, clareza e rigor mate-
midtico da exposigio.

O cap. IX trata dos sistemas com grande nimero
de particulas idénticas, das respectivas estatisticas
Fermi-Dirac e Bose-Einsreiny e do método de segunda
quantificagio aplicado a estas duas estatisticas. O
eap. X estuda o dtomo: niveis de energia, estados
electronicos, dtomos de hidrogénio e hidrogenoides,
estructuras finas, método Harrree-Fox, equagio
Tuomas-FerM1 para dtomos complexos com grande
nimero de electroes, estados quase-estaciondrios,
efeito Stark, ete.

A molécula diatomica é estudada no que respeita
aos seus termos electrénicos e respectiva interaccio,
relagoes entre os termos atémicos e moleculares,
valéncia, vibragio e rotagio das estruturas molecula-
res, ete. O estudo da interacgdo spin-eixo de rotacio
é feito com desenvolvimento e pormenor nos casos que
Huxp classificon de a e b e os Autores de ¢ e d,
As propriedades de simetria dos termos da molécula
diatomica sio caracterizadas pelo comportamento das
fungdes de onda em face da simetria das coordenadas
dos mnicleos atémicos; o estudo dos elemertos de
matriz da molécula é jid caso particular do assunto
do capitulo seguinte a teoria da simetria. Antes de

terminarem o capitulo da molécula diatémica, 0s Au-
tores examinam cuidadosamente os fenémenos de Hiwz,
e vax Vieck e Kroxie, a teoria das forgas de vax per
Waars e a pre-dissociagdo A grande importincia da
teoria dos grupos como aplica¢io 3 mecinica quin-
tica é posta em relevo no cap. XIl. Pode mesmo
dizer-se que esta obra é particularmente notdvel por
este objective plenamente atingido.

A bem duin necessdrio prestigio da matemdtica nas
suas aplicagdes, aconselhamos a leitura atenta deste
capitulo a todos os que tomam posi¢io de incom-
preensivel exagero, uns apresentando certos ramos
da Algebra como de extrema importincia na fisica
e geometria, outros negando essa importincia num
racional e actualizado estudo da fisica da moléeula e
da fisica do sélido. Estamos certos que essa leitura
seria o comego de uma racionalizagiio e actualizacio
do ensino da matemdtica em escolas que muito dele
necessitam.

O cap. XIII completa o anterior, estudando a mole-
cular poliatémica terminando com a discussio do
movimento do electriio num campo eléctrico periddico.

Em dois capitulos, o XIV e XV, dd-se a devida
atengfio ao problema fundamental em fisica nuclear
da teoria das colisfes-eldsticas e ineldsticas: a teo-
ria geral das colisdes eldsticas, aproximacio de Borx,
método dos desfasagens, caso do potencial de
Courowmn, formula de RurnerForo ; colisdo de particu-
las idénticas; colisdo entre electrdes e dtomos. Teoria
geral das colisdes ineldsticas Formulas de Bareir e
Wiexser. Colisdes ineldsticas entre electrdes e dtomos,
particulas pesadas e dtomos, entre moléculas, ete.

Finalmente o livio termina estudando o movimento
no campo magnético, efeito de Zueman, ete.

Os apendices tratam dos polinémios de Hermie e
Lecexore, fungio de Amry e fun¢des hipergeométricas
e aplicagdes.

Tencionamos publicar nos préximos nimeros da
G. M. referéncias a outros volumes do tratado e algu-
mas indicagdes biogrificas dos Autores.

Fa-lo-emos convictos de contribuirmos nm pouco
para a divulgagdo entre o piblico portugués de um
dos melhores tratados actuais de Fisica Tedrica.

J. G. T,



