GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Mareudricas Gerais — 4.° exame de fre-
quéncia.

5025 —1) Estude a série 3) (—1)™—. Cal-
1 m

cule, com erro inferior a 0,01, a soma da série que
se obtém fazendo = =1/,.

5026 — 2) Sejam 4,B,C asimagens das raizes
ciibicas de um complexo z e seja [a' B' C'] o tridn-
gulo que se obtém de [4 B C] por uma rotagio de
+ 30° em torno do centro.

Qual o complexo cujas raizes cibicas sio represen-
tadas por A' B' C'? Justifique.

5027 —3) Demonstre que toda a sucessio moné-
tona tem limite.

Beja 6y —az+ag—ag+ -+ (—=1) a" o+ .-
uma série de termos alternadamente positivos e nega-
tivos com a"*!' << a" e lim a"=0. Pondo s" = ¢,—

N>
— g* + --- + (—=)""' ¢" mostre que s', s>, ..., 87 ...
e s*,8%, ... 8" ... sfo sucessdes mondétonas com o
mesmo limite e conclua dai a natureza da série dada.

5028 — 4) Que valores pode tomer o expoente B
np
n*(n + 1)
Ache a soma da série quando B = 1.

para que a série 3] seja convergente ?

5029 — 5) Sabe-se que a sucessfo wu, ten uma
infinidade de termos posivos e uma infinidade de
termos negativos. Pode a sucessio ser convergente?
Qual serd nesse caso o limite de (1 + w,) 1/u,? Jus-
tifique.

5030 — Seja C' o conjunto plano formado pelas
imagens dos complexos Z tais que | Z| C1. Quais
o ponto de acumulagio deste conjunto? Qual o fecho
de C? Qualo complementar de C em relagio a todo
o plano?

5031 — Se u, e v, sio sucessdes convergentes
para o mesmo limite e u, < w,<v,, que sabe de
w,? 3

Calcule lim "Y/Togn, lim "/ nlog n e deduza
n—»8 =g

dai o valor de lim "y logn!
e 8

I. S. T. — Maremsricas Gerais — Exame de Frequén-
cia — 1. cad. — 2-2-1959.

I

5032 — Considere a correspondéncia do conjunto
de nimeros reais |x/0 < x < 1| em si, estabelecida
pela fungio f(x) = sen (x?) e verifique:

1) Se se trata duma aplicagio daquele conjunte
sobre si;

2) Se se trata duma aplicagdo biunivoca.
Determine ainda:
8) f'(4), sendo A=|z/0<L =< 1/2].
IT
5033 — Prove, utilizando o método de indugdo que
BBt nd=(1+ 2+ - + n)2.

III

"=

= 1 2
5034 —Prove que lim (——2+"?+
n?  n

IV

5035 — No espago linear a 3 dimenssdes, represente
os vectores dum plano (subespago linear a 2 dimen-
sbes) contendo o veetor }1,0,2| e os pontos
A40,10) e B(1,0,0).
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b
5036 — Resolva e diga o que representa o sistema

S3e4+dy+a=—1
z+y+224+4t=1
2x+z—t=4
2y +3z+ 3t=—-2
3z +y+3z=05

VI
5037 — Prove que, se f(+) é continua em [a,d],
para todos o 25 0, existe fung¢fo poligonal ¢ (z),

tal que
|f(x) —¢(x)| <e, paratodoo xs|a,bd].

L 8. C. E- F. — Maremdricas Gerais — 1.° exame de
frequéncia ordindrio — 19-2-1958.
I
5038—1) Considere os conjuntos X }(0,2);3;(4,7){
e Y{-—l—} (n=1,2,---) e responda Aas seguintes
pergun’:‘.as:
a) Interior e fronteirade X e ¥ .

b) Pontos de acumulagio de X e Y.
Os conjuntos sfo fechados ?

¢) Limites de Weierstrass de X e ¥ .
d) XUY e XnY.

2) Demonstre que todo o nimero complexo (n3o
nulo) tem n raizes distintas de indice n.

1I

5039 — Escrevendo o polinémio f(z) na forma
9 (22) + 24 (2?), mostre que o resto da divisio de
F(z) por 2 —a & ¢(a)+2¢(a).

Aproveite a mesma decomposi¢io para provar que,
em polindmio real, raizes imagindrias, se as hd, sfo
conjugadas duas a duas.

de f(z) e

admita que g = A f (A constante) . Mostre que, nestas
condigdes, p,=2Ap,—; © Puyp=2p, (k=0,1---2n)
e conclua seguidamente que A s0 pode tomar os
valores +1.

1
Beja g (z) o transformado em —
-1

11t

5040 — Defina produto de duas matrizes e descreva
o processo de multiplicagio por partes. Sendo 4
diagonal, provar que AB =B A se B é quadrada
e A, além de diagonal, é escalar.

Utilize o teorema de Rouca#: para achar a condigio
a que devem satisfazer « e B por forma que o
sistema
z+y+z=0
c+y—z=0
z+3y+32=0

6x+ay+pBz=1

seja: a) possivel, ) impossivel.

Se o sistema afwg = 0 ({ = 1,--- n) é simples-
mente indeterminado, mostre que os complementos
algébricos das linhas de |a}| sfo proporcionais.

I. S. G. E. F. — Maremdricas Grrars — 1'°© exame de
frequéncia extraordinério — 20-3-1959.

I

5041 — 1) Dado o conjunto X, infinito e limi-
tado, demonstre qne ele admite um primeiro ponto de
acumulagio.

Em que condiges admite X minimo?

Sendo X' o conjunto dos pontos de acumulagio
de X mostre que a uniio X |JX' é conjunto fechado.

2) Utilize as férmulas de Girarp para provar
que é nula a soma dos produtos % a k das raizes
indice n» de um nimero complexo (k<n).

11

5042 — 1) Sejam A e B dois polinémicos com
divisor comum. Prove que se tem 4 V=B U com
dois polinémios U e ¥V, primos entre si, inferiores
em grau a A e B, e reciprocamente.

Se V divide 4 demonstre que, entdo também U V
divide 4.

2) Para o polindmio f(z) =62t —162% —322 4
+ 122z + 1, indique, caso existam, 6s valores racio-
nais de % que anulam o quarte termo de f(z + %) .

111

5043.— Seja A = |af} (n><n) uma matriz simé-
trica. Defina termos, par e impar, da matriz e veri-
fique que o determinante |A| se nio altera se
multiplicarmos cada elemento a por ' (1=£0).

Supondo | 4| =0, prove que, entio, o anula-
mento do complemento algébrico do elemento af
arrasta o anulamento dos complementos algébricos
dos restantes elementos contidos na linha r e
coluna ».

Mostre que hd sempre constantes #y---3,, nfio con-
juntamente nulas, que fazem i a} = |A| (i =1,2,.n).
Indique-as.

Fernando de Jesus
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ALGEBRA

F. C. L. — Avrcesra Surerior — 1.° exame de frequén-
cia — (1.* chamada) — 20-2-59.

5044 — 1) Mostre que num semi-grupo em que
existe um elemento a que é divisor direito e esquerdo,
qualquer elemento tem identidade.

5045 — 2) Mostre que se existe um homomorfismo
z— f(x) de g~g' se tem

g o Rt U R el T
gk bl Aok ol Y ) e

Conclua que a imagem completa e inversa de um
subgrupo de g' é um subgrupo de g.

5046 — 3) Um anel em que todo o elemento é
idempotente ¢ de caracteristica 2 e comutativo.

5047 — 4) O dominio operatério @ de um grupo
g ¢é um grupo. Seja ¢ a unidade de Q, todo o ele-
mento é o produto

x=xe-(ztex)
de dois elementos num dos quais ¢ dd o endomor-

fismo nulo e noutro a identidade.

Tiago de Oliveira

ANALISE

F. C. L. — Axavise Surerior — 1.° exame de frequén-
cia — (2.* chamada) — 6-3-59.

| — Teoria

5052 — 1) Defina substituigdo linear entre duas
varidveis complexas e indique, justificando, o seu si-
gnificado geométrico no caso mais geral.

5053 —2) Escreva a férmula do integral de
Cavcny indicando o significado das letras que nela
figuram e deduza a partir dela um limite superior do
médulo das derivadas da funglo f(a) por aquela fér-
mula definida.

SUPERIOR

F. C. L. — Avreesra Surerior — 1.° exame de frequén-
cia — (2.* chamada) — 27-2-59.

5048 — 1) Seja G um subconjunto de um grupo
g tal que ®Sx~' < G qualquer que seja zeg.
Mostre que o subgrupo gerado por & é um invariante,

5049 — 2) Seja G um conjunto, ¥ um anel e F
a familia de todas as operagdes f de & em 2, defi-
namos em §F soma e produto de duas aplicagdes fj
e f, por:

(fi + ) (=) = fi (z) + f2 (=)
(fi - ) (=) = f1() - fa(x)

Verifique que ¥ ¢ um anel. Em que condigGes §
é comutativo ?

5050 — 3) Mostre que se g é um quase-grupo
de operagio a-b a solugio da equagiio ax — b de-
fine univocamente uma fungio r (a;b) de gxg-—g.

g com respeito a operagdo r (agb) ¢é ainda um
quase-grupo.

5051 —4) Seja E um endomorfismo 0 do grupe
1 — g. Mostre que a totalidade dos endomorfismos
tais que = ¥ = x forma um subgrupo 0. Tal sub-
grupo 0 é um invariante Q se s6 se £ é normal.

Tiago de Oliveira

SUPERIOR

5054 — 3) Séries de Fourier no campo imagind-
rio; defini¢iio e indicagfio da sua regiio de conver-
géncia e condigdes a que, em tal regifio, deve satisfa-
zer uma fungfio para que tal desenvolvimento lhe
seja aplicdvel.

Il — Prética
5055 — 1) Considere a equagfo diferencial
Y2+ 223y =42y,

a) Integral geral.
b) Integral singular.
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¢) Condigiio a impor as coordenadas « e B do
ponto P (a,B) para que nele passem curvas integrais
da equagfio com a mesma direc¢io ; equagio da res-
pectiva tangente, tomando o« = 1.

5056 — 2) Considere a transformagiio de z em Z
definida pela igualdade

o —1iz

7 =
is—1

MECANICA

F. CG. L. — Mrcistca Racronar — 4.* Frequéncia —
1958-59 — (1. chamada) 20-1-59.

Teoria

5057 — Expressio de um vector em fungdo linear
de outros.

5058 — Momento de um vector em relagio a um
eixo. Sua expressio como produto misto. Deduzir das
propriedades do produto misto as condigdes de anula-
mento do momento.

5059 — Sistema de vectores localizades de auto-
momento nulo.

Pratica
5060 — Considere a superficie de equacio vectorial.

P—0+ acosBe; + asen fes+ fes.

Diga que linhas se obtém, fazendo separadamente
e e @ constantes. Equagio do plano tangente num
ponto genérico. Escreva a equagiio vectorial do 1. g.
dos pontos da superficie tais que o plano tangente a
superficie nesses pontos contenha a origem.

5061 — Considere o sistema de vectores formado
por

vi=2e; —e, aplicado em A (4, —2,2)

v « B0, 20).

Vi == e—g—e, «

Verifique que se trocarmos o ponto de aplicagio
dos vectores se obtém um sistema equivalente ao
primeiro.

Achar o 1. g. dos pontos que gozam da propriedade
de, trocando os pontos de aplicagiio dos vectores, se
obter um sistema equivalente supondo o ponto B
desconhecido.

1—-14

a) Determine a de modo que s = seja um

ponto fixo da transformacfo, tnico.

&) Decomponha aquela transformacgio (com o va-
lor de a caleculado) em transformagdes elementares
e opere a inversio que entre elas se contem na fami-
lia de rectas de equag¢io ax + by = 1, relacionando
a e b previamente, de modo que as figuras transfor-
madas dessas rectas sejam igualmente rectas.

H. Meneses

RACIONAL

F. C. L. — Mecixica Racioxar —41.* Frequéncia —
1958-59 — (2.* chamada) — 27-1-59.

Teoria

5062 — Produto misto de 3 vectores: suas proprie-
dades.

5063 — Operacoes elementares da teoria dos
vectores localizados sobre rectas. Equivaléncia dos
sistemas de vectores localizados que resulta de apli-
car essas operagdes a um sistema dado.

5064 — Sistemas de vectoores localizados equiva-
lentes a um vector inico.

Pratica

5065 — Determine a equagio vectorial da tangente

a linha
P=0+2e;+ (02—21+45)e,
no ponto correspondente a A = 2.

Degigne por A e B os pontos de encontro dessa
tangente com e eixo dos XX e dos YY respectiva-
mente e determine para que pontos P da linha dada
a soma dos vectores B — A, B — P é perpendicular
4 perpendicular  recta

Q=0+k(de;—ey).

5066 — O sistema de vectores localizados sobre
rectas tem por coordenadas vectoriais em relagio a
origem
B =&y — 36+ 3es

a) Determinar um sistema equivalente ao sistema

e Gog=4e; —2e, — 3 e;.

dado formado por 2 vectores u e v, o vector perpen-
dicular a recta
P=0+e + 1(Ei+;z+ €3) .
b) Suponha no problema da alinea anterior
que o médulo do vector u é igual a a. Estude a
possibilidade do problema para todos os valores de a.
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CALCULO DAS PROBABILIDADES

F. C. L. — Carcuro pas ProsaBiLipapes — 4.° exame
de frequéncia — (1.* chamada) — 14-2-59.

5067 — 1) Supondo n fixo, considere ,C; como
fungdo de %, f (k) -

Se mn=2m, prove que f(k) se torna mdxima
para k=m e se n=2m + 1 prove que f(k) se
torna mdxima para

ke=m e ke=m+1.

5068 —2) Supondo conhecida a férmula de
Baver, caso particular da férmula de Bayer-Liarrace,
quando as probabilidades directas r¢ = s, deduza a
formula correspondente relativa a probabilidade do
acontecimente futuro.

5069 — 3) Sio dadas as urnas U (2,1) U, (2,1)
Us(2,1) e U;(3,2). Escolbe-se ao acaso uma das
urnas, transfere-se ao acaso uma esfera da urna es-
colhida para uma das 3 urnas restantes escolhida ao
acaso, e por fim, extrai-se ao acaso uma esfera da
urna para a qual se faz a transferéncia.

Calcule a probabilidade de que a esfera extraida
seja do 1.° tipo.

5070 —4) Prove que
nl->c-nrti2, g

sendo ¢ = /2.

5071 —5) Dois jogadores 4 e B disputam ae
acaso um jogo que consiste de partidas consecutivas
em cada uma das quais 4 faz o lancamento casual
e simultineo de duas moedas perfeitas e B faz o
langamento casual e simultineo de 3 moedas perfei-
tas. Ganha a partida quem langar maior nimero de
casas do que o adversdrio, e ganha o jogo quem ga-
nhar uma partida. Supondo que o niimero de partidas
nio pode exceder um valor pré-fixado n, calcule as
probabilidades de que A ganhe o jogo e de que B
ganhe o jogo e determine o limite excedente duma
probabilidade.

5072 — 6) Use a desigualdade de LyarounoFr para
provar que sendo w, o momento absoluto de ordem
s da varidvel casual e a=c =0 se verifica a desi-
gualdade

wesse S, -ud.

5073 — 7) Calcule o valor médio quadritico da
varidvel casual que tem como valores possiveis as
somas dos nimeros de pontos que podem sair num
langamento casual e simultineo de n dados perfeitos.

5074 — 8) BSupondo que a funglo geratriz dos
momentos de uma varidvel casual tem uma derivada
de ordem (positiva) para a qual se anule na origem,
mostre que a varidvel em questdo é degenerada na
constante zero.

P. Braumann

ASTRONOMIA E MECANICA CELESTE

F. C. L. —1.* Frequixcia pm AsrroNomia — 1958-59
(1. chamada) — 30-1-59.

Teoria
5075 — O que é a Rddio-astronomia?

. 5076 — Qual é a constituigdo dos anéis de Saturno ?
Porqué?
5077 — O que entende por paralaxe solar ?
5078 — Os meteoros descrevem é6rbitras bem difi-
nidas no sistema solar ? Justifique a resposta.

5079 — Mostre porque é que um erro cometido na
determinagio da paralaxe dum astro afecta o conhe-
cimento da sua distincia 4 Terra.

5080 — Porque é que se adopta para unidade
astronémica de medida a distincia da Terra ao
Sol.

5081 — O processo trigonométrico pode-se utilizar
sempre para a determinagdo das paralaxes das estre-
las? Porquéd?

5082 — Defina estrela varidvel irregular. Indique
a importincia de algumas destas estrelas.

5083 — As nebulosas planetdrias sfo visiveis a
vista desarmada? Porqué?

5084 — A designagdo estrelas de rddio é apro-
priada? Porqué?
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5085 — O zenite e o nadir geocéntrico tem interes-
se no estudo do movimento das estrelas? Justifique a
resposta.

5086 — As coordenadas equatoriais absolutas
dependem da posigiio dos equindeios? Porqué ?

5087 — Existindo um erro dz no valor do dngulo
hordrio de Cyrius, mostre em que posigdes esse erro
afecta menos a determinagfio do tempo sideral.

5088 — Todos o8 problemas de transformacdo
de coordenadas se podem resolver graficamente?
Porqué ?

5089 — Existem alguns lugares da Terra para os
quais o Sol é uma estrela de elongagio? Justifique a
resposta indicando, no caso afirmativo, quais séo.

Prélica

5090 — As coordenadas eclipticas de nm objecto
sdo:
B= B84° 52/ 17". 8
A = 300 10' 12", 5.

Trabalhe com s = 23° 27' 15'. 83. Determine as
eoordenadas equatoriais absolutas. Resolugiio grifica
e analitica.

5091 — Dado um lugar de latitude

o =40° 32' 12". 4 Sul,
a = T0° 45' 47", 6,
& = — 15° 34' 52". 4,
determine o azimute no ocaso e o Angulo hordrio

no nascimento.
R. Vicente

F. C. L. — 1.» Frequexcia pe AsrtroNomiA — 1958-59
(2. chamada) — 6-2-59.

Teoria
5092 — Porque é que se classifica Plutio como um
planeta ?

5093 — Um comete pode-se confundir com uma
nebulosa galdetica? Porqué ?

5094 — Qual o melhor método para determinar a
paralaxe solar? Porqué?

5095 — A Lua tem atmosfera? Porqué?

5006 — Pode-se determinar a paralaxe geocéntrica
de um meteoro? Justifique a resposta.

5007 — Sabendo-se que existe um erro dp na
determinagiio da paralaxe de uma estrela, deduza o
erro que provem para a distincia da estrela, expressa
em parsecs.

5098 — O que é um bindrio de eclipse? Porque ¢
que se podem observar esses bindrios ?

5090 — O que ¢ uma varidvel cefeide? Indique
qual a importincia destas estrelas nos estudos gldc-
ticos.

5100 — As Niivens de Magalhfes pertencem 4 nossa
galdxia? Porqué?

5101 — Em que consiste a teoria do estado esta-
ciondrio do Universo ?

5102 — O instante em que um observader vé o
nascimento do planeta Jipiter depende da pesigio do
horizonte racional do observador? Porqué?

5103 — As coordenadas horizontais dependem da
latitude geogrdfica do observador? Justifique a res-
posta.

5104 — As coordenadas eclipticas de uma estrela
sio sempre independentes do tempo? Porqué ?

5105 — Pode-se passar directamente das coorde-
nadas horizontais para as coordenadas eclipticas?
Justifique a resposta.

5106 — Conhecendo-se as coordenadas equatoriais
absolutas de uma estrela e determinando-se pela
observacio a sua distincia zenital, pode-se determi~
nar, sem ambiguidade, o seu Angulo hordrio ? Justifi-
que a resposta.

R. Vicente

P. C. L. — Mecinica Cereste — 1.° exame de fre-
quéncia — 1958-1959.

Responda apenas a trés questdes, uma pelo menos
do grupo 1.

GRUPO I

5107 — 1 — a) Energia potencial dum sistema de
n pontos materiais atraindo-se mutuamente segundo
a lei de Newron: defini¢o e significade mecénico.

b) Equagdes diferenciais do movimento absoluto
do sistema dos n pontos, em coordenadas cartesianas,
Seus integrais primdrios.

¢) Redug¢io do estudo do movimnento dos centros
de massa dos astros do sistema solar ao caso consi-
derado na alinea anterior.
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5108 — 2) O problema dos dois corpos:

a) Enunciado do problema e equagdes diferenciais
do movimento.

b) Mostre que o movimento de qualquer dos corpos
é uma coénica de que o outro ocupa um dos focos e
determine essa conica.

Caso da cdénica ser uma elipse: lei do movimento
sobre a trajectdria.

¢) O problema dos dois corpos e as leis de Kerrer.

GRUPO II

5109 — 1 — a) Indique como a partir das leis de
KerLEr é natural concluir que os planetas se movem
sob a acgio de forgas que os atraem para o Sol e
cujos médulos variam na razfo inversa do quadrado
da distancia ao Sol.

b) Um ponto material estd sujeito 4 ac¢lio de uma
forga central sendo a lei de for¢a da forma

A+ 5 cos 26

F- -

CALCULO

F. C. L. — CAucuro Numtrico, Mecanico e GrAFico —
Exame de frequéncia — 1958-1959.

5112 — 1) Mostre que nfo excede 5x10~°* o valor
absoluto do erro que vem para o valor de

i 51
3 ee )
quando calculado a partir do valor aproximado
z=7,14.
(Os coeficientes da expressdo de y sfo nimeros
exactos).

5113 — 2) Resolver pelo método de relaxaglo o
sistema

20c— 4y+ z2— t—1,2=0
22—20y — 42— 2¢+1,5=0
8z~ y+20z— 3t+2,3=0

22+ 3y— 52—20¢—1,0=0

com A e B constantes e tendo 0 e » o significado
habitual (coordenadas polares).

Mostre que, quaisquer que sejam as condigdes ini-
ciais, a trajectéria do ponto é uma curva algébrica
de 4.2 ordem, a nfo ser que B =0 em que tal tra-
jectoria serd uma conica.

5110 — 2 —a) Potencial newtoniano dum sis-
tema material continuo num ponto exterior.

b) Calcular a forga do campo newtoniano devido
a um cilindro circular recto homogéneo (altura a e
rajio da base #) num ponto exterior do eixo, 4 distin-
cia ¢ duma das bases.

5111 — 3) Elementos de Jrbita no caso do pro-
blema dos dois corpos (movimento relativo).

Integrais gerais das equagdes do movimento eliptico
tomando os elementos de drbita como constantes
arbitririas.

César de Freitas

NUMERICO

obtendo os valores das incognitas com duas casas
decimais.

5114 — 3) Construir um dbaco cartesiano rectili-
neo para representar a relagiio (entre quatro varidveis)

AB=m+2n+1.

Indicar o modo de utilizar o dbaco.

5115 — 4) Prepare os elementos necessdrios a
construgio dum dbaco de pontos alinhados para
representar a relagio

d 2
u? v

O<u< 5

0<v<10

1
B3

e indique resumidamente como faria a sua construgdo.
Pretende-se desenhar o 4baco numa folha de papel
de 30rm x40,



