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A definicdo de entropia em célculo
das probabilidades

por J. J. Dionisio

O propésito deste artigo é expor como se
introduz no Calculo das Probabilidades o
conceito de entropia. Colocar-nos-emos natu-
ralmente no caso mais simples das distri.
bui¢des discretas e a isso se limitaréio as
nossas consideracdes. Seguiremos para o
efeito a primeira das memoérias de A. I.
KuincuIN editadas pela casa Dover de Nova
York sob o titulo Mathematical Foundations
of Information Theory, editadas também em
Berlim (Deutscher Verlag der Wissenschaften)
acompanhadas de trabalhos de outros autores,
sob a epigrafe Arbeiten zur Informations-
theorie.

Suponhamos que o resultado de uma expe-
riéncia A, em lugar de ser perfeitamente
determinado, comporta certo nimero = de
modalidades, a designar por 4,,.--,4,.
Suponhamos mais que uma das modalidades
se produz com certeza (cada vez que se rea-
liza a experiéncia) e que, além disso, uma sé
tem lugar, o que quer dizer que as » moda-
lidades sdo incompativeis duas a duas.

Sendo possivel prescrever aos aconte-
cimentos A,,.-., A, probabilidades p,,---, pa,
respectivamente, tem-se nas condigdes ante-
riores

Prt+Pe+ -+ Pa=1

Dizemos entio que A é um sistema com-
pleto de acontecimentos e escrevemos

ol (A, A,,)

Py Pa
Assim, no lancamento de um dado homo-
géneo, o aparecimento A4; de um nimero de
pontos igual ou inferior a 4 e o aconte-
cimento contrario A4, (aparecimento de 5 ou

S pontos) constituem um sistema completo
A, tendo-se

4y 4y
a=(2 1
3 3

9
pois que 6 % =43< % a probabilidade de

surgir qualquer das faces com 1, 2, 3 ou
1 1 2

4 pontos e 3 =2>< 5 1 = a proba

bilidade de A4,.

Como o resultado da realizagio da expe-
riéncia A ndo é unlvocamente determinado,
segue-se que a cada sistema completo de
n > 1 acontecimentos anda ligada uma inde-
terminagdo ou incerteza quanto ao resultado
de uma experéncia que venha a efectuar-se.
E por outro lado, uma vez realizada esta, o
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que era incerteza é agora informagdo — o
saber-se qual a modalidade que teve lugar.
E compreende-se que, quanto maior a incer-
teza inicial, mais ampla a informacdo final.

Ao sistema
( :
1

pode dizer-se que corresponde uma incerteza
nula, ji que o resultado é unlvocamente
determinado; e por isso mesmo é nula a
informacdo obtida, pois conheciamos de
antemio esse mesmo resultado.

Dos sistemas

. A‘l A2 A5
4=\0,01 0,02 0,97

B (31 By
L 8 R Y

6 evidente que corresponde ao primeiro uma
incerteza menor do que aquela contida no
segundo : é quase certo que 4 aparece sob
a forma Az (97 vezes em cada 100) ao passo
que é igualmente provavel o realizar-se B
sob a forma B; ou sob a forma B,.

Ora o que se pretende é justamente exa-
minar a possibilidade de definir por cada
sistema completo de acontecimentos 4 uma
fungio H(A4) que de algum modo se com-
porte como a medida da sua indeterminagdo ou,
que é o mesmo, como a medida da informa-
¢do em que se traduz a realizagio de cada
experiéncia.

A expressio analitica da fungio H (4)
dependera, é claro, das variaveis p;, .-+ ,p.
e 86 dependera destas, uma vez que os valo-
res que elas tomem em cada caso definem
completamente o sistema A do ponto de
vista probabilistico.

E a exigéncia de que a funcio

H(A)= H(py;pas -+ Pn)

satisfaga o requisito anterior — medir a inde-
terminagio ou a informagio contida no sis-

tema — pode reformular-se de uma maneira
mais concreta através de certas propriedades
a que ela devera obedecer.

Quais sejam algumas dessas propriedades
ndo é diffcil descortinar.
' Primeira. Se algum p, iguala a unidade,
o que obriga ao anulamento dos restantes,
deve ter-se

H(4)=0

porquanto ndo subsiste indeterminac¢io al-
guma em tal hip6tese, como ja observimos.

Segunda. H deve ser uma funciio simé-
trica das = variaveis p;, ..., p, de que
depende. Quer dizer, efectuada uma permu-
tagio qualquer de p,,---,p, na expressio
analitica de //, nfo deve esta alterar-se.

Tal exigéncia decorre tio sdbmente de que
na consideracio de A é imaterial a ordem
por que se enumerem as respectivas modali-
dades 4;,---,4,.

Terceira. H deve atingir um valor ma-
ximo quando as variaveis tomam todas o
mesmo valor

pl =P2= e =P’|

o qual sera l, dado que é py+t+-+4pa=1.
n

Por outras palavras,

1 1
R
n n

devera ser o maximo valor de H.
Ja observamos, com efeito, que a incerteza
é méAxima quando todos os acontecimentos
Ay,---, A, sio igualmente provaveis.
Quarta. Consideremos dois sistemas com-
pletos de acontecimentos

Y )
Pl .. Pm

B==(B‘ Bﬂ)
Qy s 7% oy
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3

e suponhamos que eles sio independentes,
isto é, que a realiza¢ido de cada A, nio pre-
dispde absolutamente para a realizacio de
nenhum B,, e reciprocamente.

A partir de A e B construamos um novo
sistema completo de m ><n acontecimentos

C=(4 e B)
=(Al e B, 4, e By-.- An © B.,)
11 T2 Tmn

A independéncia de A4 e B traduz-se em
Biji==Dt4q 5
pelo que, na verdade,

Xriy=2pigi=2pi g =1
i ij i i

A experiéncia C consiste na realizagio
das experiéncias 4 e B e cada modalidade
de C niio é mais do que um resultado de A
com outro de B:

Cij=(4: o B))

Posto isto, impomos & fungdo H a condi-
cio

(1) H(A e B)= H(A)+ H(B)

a qual significa que a informagdo con-
tida em C é a soma das informagdes conti-
dasem 4 e B.

Se A e B nio fossem independentes, se
estivéssemos, por exemplo, perante a situa-
¢do extrema

m=mn,A4; implica B;(t=1,.-.,n)
entio 6 evidente que a realizagio de B,
quando precedida da realizacio de 4, ndo
comportaria informagio alguma : seria em tal
caso H(4 e B)= H(4A).

absolutamente natural a imposi¢io a
fungio H das quatro propriedades acima
descritas. Passamos a verificar que elas sio
satisfeitas pela funcio

(2) e apn) = — 2 log pa.

o

H(p,, -

Reconhece-se logo que ela se anula sempre
que algum p; iguale a unidade (ficando por
conseguinte nulos os restantes p;; toma-se
0log0=0).

A simetria da funcio (2) também é evi-
dente.

Verifiquemos a quarta propriedade.
mos sucessivamente

Te-

H(A e B)=—DQry log ri;
ij

=— 2 piq; log (pig))

L]

= — N piq; (log pi+ log ¢)

=—(2q,-) Xpi log p.—-—(Zps)Z%’ log g¢;
— H(A) + H(B)

Veremos até, dentro em pouco, que a fun-
¢io (2) obedece a uma lei de que esta quarta
propriedade é apenas um caso particular —
o da independéncia de 4 e B.

Com este fim e também com o de verifi-
carmos a terceira propriedade, teremos neces-
sidade de utilizar uma desigualdade que §é
satisfeita por todas as fungdes f(x) que
admitem segunda derivada ndo-negativa num
certo intervalo :

@

A desigualdade em questio é a seguinte

J'@)>0

(4s) flag @y + v fanwn) £

ZL o f(@y) + - + o fan)
valida para todos os numeros m, .-, &,
daquele intervalo e para quaisquer «,.-- ,a,

ndo-negativos submetidos a condigio
®) ot am=1

Em particular, tomando

1
alz-.-=g“=_~
n

obtém-se de (4.)
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o f(1+ e )éf(w1)+---+f(wn)

n

isto 6, o valor da fangio calculado para a
média aritmética das abcissas nio excede a
média aritmética dos valores que a fungio
toma nas mesmas abcissas.

Nio é dificil provar, em sentido inverso,
que toda a fungio continua que verifique (6,)
também verifica (4,). E, ainda, que qualquer
fung¢io que satisfaga a desigualdade (6,) para
n =2 igualmente a satisfaz para todos os
outros valores de = (noutros termos, (6,)
implica (6,)). O leitor pode consultar a este
respeito a obra classica de Harpy, LITTLE-
wooD and Porya, Inequalities (Cambridge).

Funciio que verifique (4,) chama-se con-
vexa. Provemos pois que é convera toda a
fungdo com segunda derivada ndo-negativa,
isto 6, que (3) implica (4,).

Fazendo
(1) @ = D &
temos, usando a férmula de TAYLOR com

resto de segunda ordem de LLAGRANGE,
f (@) = f (o) + (2 — @) f' () +
1
g (e — 2 [ )

com £ entre x, e x .

A terceira parcela do segundo membro
é niio-negativa em virtude da condi¢io (3).
Desprezando-a fica

SF (@) 2 f (@) + (2 — @0) f' ()

Maultipliquemos ambos os membros por
o, , fagamos k variarde 1 a n e somemos
membro a membro as n desigualdades assim
obtidas. Resulta

2w f(@) > f () 2 a + f (20) 2 o T —
= Inf' (o) Z“*

donde, usando () e (7),

? ar fle) X f (? e wk)

que é precisamente (4,), como desejavamos.
Apobs esta digressio de analise elementar
encontramo-nos ji em condi¢des de verificar
que a funcio (2) tem a propriedade de
maximo.
Em primeiro lugar,

(®) f@)=zloga
satisfaz (3) no intervalo (0, ), pois qae

@)=

Aplicando entio (6,) a f(x) dada por
(8), tomando

T = P (k=],---,'n)
fica
2 P 2P Xpilog p
log i

T mn mn
oun
©) log L < 3 i log p

n k
Como
H(i,...,i) —Z—log-l——ﬁlog—
n n g B n

a designaldade (9) vem a ser, como deseja-
vamos, 0 mesmo que

H(ia k2Rl
n

Voltemo-nos para a generalizagio, a que
ja aludimos, da quarta propriedade. Rejeita-
mos a independéncia de A e B, pelo que
agora nido é ja ;= p;q; mas sim, mais
geralmente,

(10)

1
;);rf(p,,---,pn)

Tij= Piqij
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onde g¢;; significa a probabilidade de realiza-
¢do de B; quando se tenha realizado A, .
Calculando H (C) temos

I](C) = — ZT,;J* 10g Tri; =
— N piqi; (log p: + log g:5)
ou

(1) H(C)=— Z(pilogp) Dy +
+ Z ps(— Zqz-f log q:s)

Mas é

(12) g =1

j

porquanto a realizacio de 4; acompanha-se
com certeza da realizagio de algum dos
acontecimentos B;,--.,B,, o que da

¢i1 + +++ + qin = prob. de (4; e By) 4+ ...
.+. -} prob.de (4; e B,) =1

Na segunda parcela do segundo membro
de (11) figura a fungéo que designamos por
H; (B)’

H;(B)=— X, qi;10g ¢s;
4
e na verdade ela niio é mais do que a fungéo
H calculada para o sistema B na hipdtese
de ter sido realizada a experiéncia A com o
resultado A;.

Considerando estes numeros /H;(B)
(i=1,...,m) como valores de uma nova
fung¢io, manifestamente atingidos com as
probabilidades respectivas p;, o valor médio
de tal fungédo sera dado por

(18) Hy (B) = X\ p: H: (B)

que 6, como qualquer valor médio, a soma
dos produtos dos valores da funcido pelas
correspondentes probabilidades.

Atendendo a (12) e (13) a igualdade (11)
passa a escrever-se

(14) H(A e B)= H(A)+ Hy(B)

Esta a relagio que procuravamos. E de
facto uma generalizagiio de (1) pois (1) é o
seu caso particular em que, por ser

qij = 95
(independéncia de 4 e B) se obtém
H,(B)= H(B)
como o leitor facilmente verifica.
E 6bvio que, havendo interdependéncia de
A e B, o realizar-se 4 fornece alguma

informac¢ido a respeito de B. Quer dizer, é
de esperar que tenha lugar a desigualdade

(15) H,(B) < H(B)

e na verdade assim é. Para o demonstrar,
retomemos a funcio (8),

f@)==zlog
e apliquemos-lhe a desigualdade (4,) com
o = pi Ly =Tij
Obtém-se

(ZP: "u‘) log (Z pi r.-,-) £ 2 piri; log rij

Mas porque é
Dpiri;=p171+ oo+ + P Tmj

=prob. de (4; e Bj)+ .-+ prob. de (4, e B))
= prob. de B; = g;

a desigualdade anterior reescreve-se
g;10g g £ X pivizlogri

donde, fazendo j=1,..-,n e somando

membro a membro,

X gilog g £ Xp: Xirislog i

? ' ]
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ou seja

H(B)X D) pi H:(B)

T

que é a desigualdade (15) que assim fica por-
tanto demonstrada.

Em resumo, a fungio simétrica H(p,,---, pn)
definida por (2) satisfaz aquele minimo de
requisitos sem os quais nio poderia to-
mar-se como medida da indeterminacio ou
da informacio contida no sistema.

Cabe todavia perguntar se nido havera
outras fun¢des que obedecam as mesmas
exigéneias. A resposta é a seguinte: funcgiio
simétrica H(p;, -+ ,p.) definida e continua
para 0 £Lp. £ 1, com valor maximo para

Pr = =pp= i, que satisfaz a desigual-
n

dade (14) — generalizacio de (1) —e que
satisfaz ainda a condi¢io de tomar o mesmo
valor para os sistemas

)
Pl"‘P‘n

(Al--.A,,I“
P11 PO

onde I designa o acontecimento impossivel
(de probabilidade nula) — tal fungéo, repeti-
mos, coincide com a fun¢do definida por (2)
& parte um factor de proporcionalidade. Para
a demonstracio remetemos o leitor is memo-
rias que comegamos por citar,

A funcio

H(A) = — X p: log pu
k

foi dado o nome de ENTROPIA, o mesmo,
como se sabe, de certa grandeza termodina-
mica. Nao é dificil surpreender o liame entre
os dois conceitos, o probabilistico e o termo-
dindmico.

O conceito termodinimico de entropia foi
introduzido por Crausius em 1865 como a
grandeza S que satisfaz a relagio diferencial

1
(16) d8=?dQ

em que d ( é a diferencial da quantidade de
calor Q(7') do sistema fisico considerado,
suposto este a temperatura absoluta 7.
Fixado um estado inicial Z; do sistema e
chamando FE ao estado final, mostroun

CLausIUS que o integral

fds

depende nio 86 de X como também da evo-
lugio do sistema; mas que tem um mesmo
valor, que é mdaimo, para todas as evolugdes
reversiveis. A esse valor maximo chamou
entropia do sistema no estado X .

Depois, BoLrzuaN, em 1896, aplicando a
teoria de CLAUSIUS a um sistema gazoso em
evolugio reversivel, provou que a integragio
da relagiio (16) da
(17) S=1klog W
onde % é uma constante positiva dependente
de 7', e W é a probabilidade do estado
considerado do gaz, calculada quanto as
posic¢des e velocidades possiveis das moléculas
de que se compde.

Permanecendo o sistema isolado, ja
Crausius inferira que a entropia do sistema
aumenta constantemente. Nos termos de
BorrzmAN, reinterpreta-se esta lei sob a
seguinte forma, como mostra a relagio (17):
08 sistemas tsolados evoluem para os estados
mais provaveis. Ou ainda: a indeterminagio
do estado de um sistema isolado diminue &
medida que ele evolue.

Tal conclusiio nio contradiz as considera-
¢les teléricas que antes expusemos e nas
quais o crescimento da funcdo entropia
H(py,-++,pn) significa um aumento da in-
determinac¢io. E nio hi contradigio em vir-
tude do sinal menos que afecta a definigio
probabilistica mas ndo a termodinamica.
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Observemos ainda que a defini¢éo (2) da
funcdo entropia é a definicio de um walor
médio, no caso sujeito o dos » nimeros

— log py, -+, — log pa

Por outro lado, prova-se em Calculo das
Probabilidades que, em certas situagdes, os
valores que toma uma variavel aleatéria
aproximam-se do valor médio dessa variavel
o suficiente para que, do ponto de vista
experimental, os possamos com ele identi-
ficar.

Assim se esclarece, nas suas linhas gerais,
a conexio entre a relacio (17) de BoLTzMAN
e a defini¢iio (2) da funcéio entropia.

Contndo, foi a moderna teoria das tele-
comunicagdes e do controle automatico que
levou o cientista americano C. E. SHaNON a
introduzir a definicio geral de entropia
(A mathematical theory of communication,
Bell System Techn. J., 27, 1948), criando-se
assim um novo ramo do Calculo das Proba-
bilidades que se encontra em pleno desenvol-
vimento : a teoria da informacio.

Principios fundamentais dos computadores

digitais autométicos
por A. César de Freilas

O que vai seguir-se nio é mais do que
dissemos numa série de palestras feitas na
Faculdade de Ciéncias de Lisboa em Dezem-
bro de 1958 e destinadas a divalgar as ideias
que estio na base dos mais poderosos meios
de calculo numérico actnalmente existentes.

Nessas palestras procurou-se sempre apre-
sentar os assuntos na sua forma mais ele-
mentar e sem entrar em aspectos técnicos,
para que os principios fundamentais fossem
percebidos pelo maior nimero possivel de
ouvintes, a maioria deles inteiramente leigos
na matéria. Esses principios fundamentais,
que como se vera sio bastante simples,
podem ser apreendidos sem grande dificul-
dade por qualquer pessoa com instrucio equi-
valente a4 dos nossos cursos secundarios.

Evidentemente que, apenas pela leitura des-
tas palestras, ninguém fica apto a construir
uma maquina calculadora electrénica por
mais rudimentar que ela seja; o que se pre-
tende & que elas permitam fazer uma ideia,
mais ou menos precisa, da maneira como
trabalha uma das maiores maravilhas inven-
tadas pelo homem, cujas aplicagdes sio cada
vez maiores em quase todos os ramos da

* tmética ;

actividade humana. Por outro lado, para
aqueles que tenham um interesse especial
pelo assunto, julgamos ter apresentado os
elementos suficientes & compreenséo de obras
mais especializadas. Principalmente para estes
inserimos no final alguma bibliografia por
ordem crescente de especializagio.

1. Generalidades. As maquinas matema-
ticas podem classificar-se em mdquinas digi-
tais e mdaquinas analégicas. As primeiras
trabalham por contagem de acontecimentos
discretos, as segundas medem grandezas con-
tinuas. Um exemplo de maquina digital é a
méquina calculadora vulgar (manual ou elée-
trica); a régua de calculo é uma maquina
anal6égica em que o8 numeros sio represen-
tados por comprimentos.

Mais precisamente o termo digital, quando
aplicado a uma maquina, implica mecaniza-
¢io das matematicas dos problemas, uma vez
esses problemas sejam postos na forma ari-
o termo analégico implica uma
semelhanga de propriedades nos aspectos
que interessam,  na maquina analégica a
analogia baseia-se na identidade (ou seme-



