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20y =(y—52—100=0
20y=y2—10y +25—100 =0
2410y ~75=0 y=—15 y=5

Rejeitada a solugio y = — 15, vem x2 =100 x = +10.
Os pontos da intersecgio sio (10,5) e (— 10,5).
5316 — Dada a equacio

(@ + 2)2 + y2 = 32
ache pelas derivadas a equacfio das tangentes a curva
e, estabelecendo a condigdo de elas fazerem 45° com

o eixo dos x ., encontre os pontos de tangéncia.
O que entende por derivada de uma fungfo ?

R: Nota: a determinacio de tangentes pelas deri-
vadas estd fora do programa do curso complementar
dos Liceus. imbora se pense que assim nilo devesse ser,
nio podemos deixzar de fazer notar que € muito fre-
quente aparecerem quesioes como esta nos exames de
aptidio, tanto escritos como orais, 0 que ndo nos parece
justo.

v:i=232 — (x + 2)?
— (x + 2)

y' T e,
V82 — (x+2)2

Num ponto (x,y) da curva, a tangente tem por
equagio Y —y =m (X —x), em que m € o valor da
derivada da fungdo y (x) no ponto x.

Se as tangentes fazem com o eixo dos xx Angulos de
45°, sera m =1.

L___i =1. Como a equagio da curva e
V32 — (x +2)?
y2 =232 — (x + 2)2, associando estu equagdo & relagdo
—(x+2)
e 1 3 oblém-se :
V32— (x+2)2
__(xﬂ. — X=—06
32 — (x+ 2)2 yi=(x+ 2)2 ¥ =2
yt=32 — (x+92)? {yz-=-32—(x+2)2 y= +4

As tangentes que fazem com ox angulos de 45° to-
cam a circunferéncia nos pontos (—6,4) e (—6, —4).

Derivada de uma fungio f(x) num ponto x, € o
limite, se existe, da razdo incremental, de f(x) em x,
quando x tende para xg.
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Prova escrita

5317 —Faca uma «exposi¢io» subordinada ao tema:
Niumeros complexos a duas unidades

OBS: — O trabalho admite a orienta¢fio e a exten-
sio que entender dever dar-lhe, mas, de preferéncia,
considere as rabricas seguintes:

I

1. Os niimeros complexos: — definigio; relagio de
igualdade.

2. As operagdes de adigiio e multiplicagdo: — defi-
nigdo e propriedades formais; existéncia de operagdes
inversas daquelas.

3. Propriedades fundamentais do conjunto dos ni-
meros complexos.

1I

4. A operagdo de potenciagdo (expoente inteiro e
expoente fraciondrio).

5 A operagdo de radiciagdo; andlise circunstan-
ciada da operagdo e possivel estudo comparativo com
a mesma operagdo, quando definida no conjunto dos
nimeros reais.

Prova pratica

I. GEOMETRIA

5318 — Num tridngulo 4 B C, de centro de gra-
vidade G', as medidas a, & e ¢ dos lados verifi-
cam a relagéo

2a? = b+ 2.

1.°) Prove que sdo tangentes ao lado BC as
duas circunferéncias que passam, respectivamente,
pelos pontos A, B e G' (uma delas) e pelos pontos
A, C e G (a outra).

2.°) Prove que as medidas m,, m, e m, das me-
dianas, saidas, respectivamente, dos vértices 4, B
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e C sdo, também respectivamente, proporcionais a
G, c e b,

R: Sejam: ABC o tridngulo considerado; AM
e BM' duas das suas medianas e G o centro de gra-
vidade.

B M
1.°) A eircunferéncia definida pelos pontos A,B,G
é tangente a B C se for
1) BM2=MGx<MA
Ora, pondo
BC=a; AB=c; AC=b; AM=m,
tem-se:

a?
a) b2+cz=2m3+?
b2 + ¢ = 2 a? (cond. do enunciado)
a? 3 a?
232==2m=+—2—; mE-T',
ay3
2) e
Entio, vem
MGxMA : s > e .
o -Emlx ml“Eml 3 4 4

e, por outro lado,

e BC\? a\2 a?
BM: = e N Tl
-y S e

Conclusio: verifica-se a relagio 1), o que garante a
tangéncia da circunferéncia considerada com B C.

Obs.: fazendo consideragies andlogas, conclui-se que
a circunferéncia definida pelos pontos A, C e G ¢é
tambeém tangente a B C.

2.°) Da relagdo 2) resulta

m, 3

a 2
Por outro lado, como

2a2 4 2b2 = 4 m? + c?

vem
2a2 — ¢+ 2b2 =4 m?

e, atendendo a b? + ¢ = 2 a?, resulta

c 2
Em conclusio:
o, Mg L Dy S
A e,

II. TRIGONOMETRIA

5319 — Num tridngulo 4 BC, rectingulo em C,
sabe-se que a altura relativa A hipotenusa divide-a
em dois segmentos cuja diferenga é igual a altura.

Calcule as medidas dos dngulos A e B do triangulo.

R: Sejam: ABC o triangulo no qual (por hipé-
tese) € med <. C = 90°; CH a altura relativa i hipo-
genusa (CH = h); m e n, respectivamente, as medi-
das das projecgies dos catetos BC e AC sobrea hipo-
tenusa.

C

h

e m
A H B

Como m —n=h=0, serd ACs£BC e por
isso, <L A==<LB. Para ficar ideias, suponhamos
entio LA > <X B. Tem-se:

m = hcotg B

n=hcotgA =htgB
m — n = h (cotg B — tg B)

h = h (cotg B — ¢9 B)

cotg B —tgB =1
e desta relagdo tira-se
tg2B = 2
o que dd a solugdo conveniente
2B = 63° 26' 6" (aprox.)
B = 31° 43' 3"

A =90 — B = 58° 16' 57"
Solughes de A. A. Lopes



