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22+ y2—3xz+ 6y + 7=0 e faca um dngulo de 45°
com a tangente a esta circunferéneia no pt(2,—1).

2) Achar as condigOes necessdrias e suficientes
que devem relacionar a,b,c,d para a equagio

o bad+baxlt+ex+d=0

admita duas raizes duplas « e B.
Para ¢ =2,d =1, determinar a e b e resolver
a equagio.

Universidade do Recife — Escola de Engenharia de
Pernambuco — 2.° Concurso de Habilitagdo de
1960 — 8/3/60.

Prova Escrita de Malemaélica

11
Ponto sorteado n.° 10

1.2 Parte — Questiondrio
(Péso 2)

5278 — 1) Escrever a expressio da drea do fuso
esférico de n grdus.

2) Qual a relagéio que liga o nimero de arestas o
nimero de faces e o nimero de vértices de um poliedro
convexo ?

3) D& a expressio geral dos arcos x tais que

V3

4) Porque basta ter as tdbuas trigonométricas
com o8 logaritmos das fun¢des até 45° 7

2.2 Parte — Demonstragies
(Péso 4)

5279 — 1) Demonstrar que, em téda pardbola, a
sub-normal é constante e igual ao parimetro.

- - - a
2) Deduzir as formulas que exprimem sen? e

& -~
008 - em fungdo de cosa e em fungio de sena e

discutir os sinais destas formulas.

3.2 Parte — Problemas
(Peso 4)

5280 — 1) Sio dados um semi-eireulo de diAimetro
AB=2R e um ponto M sbbre sua semi-circunfe-
rencia. Désse ponto baixa-se a perpendicular MC
sobre AB e traca-se MA e MB. Supde-se, em
seguida, que a figura assim obtida gira em térno do
eixo determinado pelo didmetro 4B . Determinar
qual deverd ser a posi¢io do ponto M para que o
volume gerado pelo segmento circular de corda MB
seja equivalente ao volume do cone de revolugdo
gerado pelo tridngulo MAC.

2) Resolver a equagio trigonométrica:

sendx 4+ sen2x + senx =cos2x + cosx + 1

MATEMATICAS ELEMENTARES
PONTOS DOS EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Exames de aptiddo para frequéncia das licenciatu-
ras em Ciéncias Matematicas, em Ciéncias Fisico-
-Quimicas e em Ciéncias Geofisicas, preparatérios
das escolas militares e curso de engenheiro geé-
grafo — Ano de 1959.

Ponto N.° 1
Prova escrita de Matemdtica

ARITMETICA

5281 — Determinar o menor inteiro superior a
1000 que dividido por 9 d4 resto 2 e dividido por 16
d4 resto 11.

R: Notando que 11 = 9 + 2, logo se vé que ao
adicionar 11 a um mildtiplo comum de 9 e 16 se obtém
um ntmero que dividido por 9 dd resto 2 e por 16 dd
resto 11.

E m.m. e (9,16) = 144; o miltiplo comum imedia-
tamente superior a 1000 € 7 >< 144 = 1008; o nimero
pedido €, portanto, 1008 + 11 = 1019.

ALGEBRA
5282 — Determinar m de modo que a equagio
2a2—(m+1)z4+m+T7=0

tenha uma raiz dupla.
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R:
A=(m+12—8(m +7) =0
m2+2m+1—8m—-56=0
m2—6m—55=0
m =11

m=3+y9+55=38+8<_ _ 5

5283 — Derivar a func¢iio y = e simpli-

x

(L + a2l
ficar o resultado.

R:

(1 4+ x2)h—x:3- (1 +x2)'h-2x
€ (T+x)

(1 +x2)%h —8x2(1 + x2)'hs
T (1 +'_x-z)s e

1+ x2—-3x2 1—9x2
T T arxph A+ =)k

TRIGONOMETRIA

BeC o — COBECx

5284 — Calcular ——, sendo « o én-

tga + cotga
gulo do 2.° quadrante cujo seno é % .
R: Serd 1l e
: Serd cosa = — —(?) —
e Bk 225 15
TR " e T
T A7
. seca — coseca 15 8 8x<17T+15x<17
tg « + cotga TG 8><8 +156><15 o
23b. 8
17 (8 + 15) 17><23 23
= 64 + 225 LA AP 2

5285 — Resolver a equacio tg2x = 3tgax.

R: tg2x =31gx
2¢
tg2x = ki
—lg*x
2tgx 5 ; ;
——— =tgx. Esta equagiio verifica-se imedia-
1—tx
tamente para tgx = 0; além disso, sendo tgx=:0,
2
obtém-se dela esta outra ———— = 3, donde logo se
1-—t¢?x

1
tira tgx =+ \/E As raizes sdo, portanto, x=arectgQ

1
ou x = arctg (i ﬂ) , arcos de expressdo geral

facil de encontrar.

GEOMETRIA

5286 — Determinar a equac¢io do lugar geomé-
trico dos pontos equidistantes dos pontos (2, —5)
e (—4, 3).

R: As distincias de um ponto genérico, (x,y)
aos pontos dados, sdo, respectivamente, iguais a
Vi —2)" +(y +9)* e Vi(x + 4) + (y — 8)2. Igua-
lando estas distancias, facilinente se obtém da relagdo
Vix —2)2 + (y +5)2=V(x + 4)2 + (y — 3)? aequa~-
¢do do lugar pedido, que € 4y —3x + 1=0.

Ponto N.°* 2
ARITMETICA

5287 — Determinar todos os nimeros naturais que
divididos por 29 d&o resto igual ae quadradoe do
cociente respectiyo.

R: Serdo os niumeros da forma N =29x +r, em
que T<<29 e r=x?. r tomard portanto, os valores
1, 4, 9, 16 ou 25, correspondentes, respectivamente, aos
quocientes 1, 2, 8, 4 ¢ 5. 29+ 1 =30; 29><2 4
1 4=62; 29><3+9=96; 29><4 + 16 =132 ¢
29><5 + 256 =170.

ALGEBRA

5288 — Determinar os valores de m para os quais
a equagio
2 +4e—3=m(x+12—m)

tem raizes reais e desiguais.

R: O descriminante da equagio é A= — 3 m? +
+ 40m + 28; o0s seus zeros sdo m =14 ¢ m = —2/3.
A equagio tem raizes reais e desiguais gquando for
A>0, ou s¢ja 14> m > — /5.

x

V1 + a3

5289 — Derivar a fungdo y = e simpli-

ficar o resultado.

R:

L+ x)h =353 (14 x3)-"h

s 1+ x3 >
14 x3—3/,x3 2 x3

T A=) A +x)h 21+ ) YT+
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TRIGONOMETRIA

5200 — Sem usar tdbuas, resolver o triingulo rec-
tingulo em que a hipotenusa mede 10 metros e um

dos catetos 5 metros. (Usar /3 = 1,732).

R: O seno do dngulo oposto ao cateto dado € igual
5

il
10 o Esse dngulo mede, portanto, 30°. O se-

gundo angulo agudo do tridngulo mede 60°. O segundo
cateto mede /107 —b? = /75 =5-1/3 m = 5><1,732m.

52901 — Resolver a equagiio senx -+ sen3dx = cos x.

R: Da equagio dada vem 4.senx-cos®x = cosx,
gue admite a raiz x = n > 180° + 90° (de cosx = 0).
4.senx-cosx =1

, sistema em
sen?x 4 cos?x =1

Por outro lado {
senx e cosx, de que se encontram facilmente as 4 so-
VEFY2
4

VE+y2
4

sgenx =+

lugies contidaa_ em
: cos X =+ —
Vé—y2
4 2 2 2 2

1
= sen 60°; TN 45° = cos 45° ; ke 60° ,

Ve—y2
4
— cos 60° - sen 45° = sen 15°.

E imediato que 90° — 15° = T5° também € raiz da
equagdo, assim como 15° + 180° e 75° + 180°.

pelo que sen x = = sen 60° . cos 45° —

Resumindo: x pode tomar qualquer das formas

n><180° + 15°; n><180° + 75°; ou n><180° + 90°

GEOMETRIA

5292 — Determinar o dngulo da recta y =3z —2
com a recta que passa pelos pontos (2, —1) e (0, —2).

R: A recta que passa por (2, —1) e (0, —2) tem

por equagdo

X
= =2, ou y=1/,x—2. O dngulo
o. que este sector forme com o da equagio y=3x—2 €
3 —1

3
= T N getd = 45°
a = arclg 155, arctg o arctg 1l = 45

Exames de aptiddo para frequéncia dos cursos de
engenharia civil, engenharia de minas, engenha-
ria mecéanica, engenharia electrotécnica e enge~
nharia quimico-industrial e curso de arquitectura
— Ano de 1959.

Ponto n.° 1
Prova escrita de Matemdtica
5293 — Calcule o resto da divisdo por 11 de
29357 + 321" ><17

pelos eritério da divigibilidade.
Em que teoremas se baseia ?

R: !
29357 =11+ 9
321 =11+ 2
3212 =11 + 4
17 =11+ 6

32175><17 =11 + 24 =11 + 2
29357 4 3212>< 17 =(11 + 9) + (11+2)=11

O resto € igual a zero

Bases : Critério de divisibilidade por 11 e teoremas
relativos aos restos de divisies de somas, produtos,
poténcias, por um nimero.

5204 — Calcule a drea do circulo cujo centro tem
o afixo 4 + 3¢ e um dos pontos da circunferéncia é
o conjugado do centro,

O conjugado do centro € o ponto que tem por afizo
4 —3i. O raio da circunferéncia €, portanto, igual
a V(4 -4+ (3 +38)=6. A drea do eirculo serd
1gual a 36 = .

5205 — Haverd valores de x para os quais a
fracgéo
3+ 222 — 9a — 18
x2—d x4+ 3

0
tome a forma E? Sabe-se que o numerador se anula
para @ —2.

R: As raizes do denominador sdo 3 e 1; para
x = 3 o numerador anula-se; para x =1, tome o

: 0
valor — 24. Logo a fracgdo toma o valor o para

x = 3. A indicagio do que o numerador se anula para
x = 2, dispensdvel, como se viu, para a resolucio do
problema, sugere que o autor dos pontos desejava que
se calculassem os zeros desse numerador, o que se obtém
igualando a zero o cociente da divisdo do x3 + 2x2—
— 9x —18) por (x + 2), como se sabe.
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5206 — Ache a derivada da funcio

sen T co8 x
y——-——-——
- tg =

O que entende por funglo continua num dado
intervalo ?

R: y'=—2.sen x-cos x.
Uma fung¢do diz-se continua num intervalo quando
€ continua em todos os pontos desses intervalo.

5297 — Demonstre que

cos (n+ 1)z =2 cos = cos nxz—cos (n— 1) =

R: Com efeito €:

cos (n+1)x=cos(nx+x)=cosnx:cosx—sennx-senx
cos (n—1)x=cos (n Xx—X)=cosnX-cos X+8enNX - 8en X

somando ordenadamente, vem

cos(n +1)x + cos(n—1)x=2cosnx.cosx, donde
cos(n+1)x =2cosnx.cosx—cos(n —1)x, ec.q.d.

5208 — Ache a equagfio da recta tangente 4 eonica
= — 22 no ponto 9
. : (_E’_E’) e, uma vez
obtida, ache a tangente do Angulo que essa tangente
9
faz com a tangente no ponto simétrico (— 5,3) -

Qual a drea do tridngulo formado pelas duas rectas
tangentes e a directriz. usando o metro como unidade
de medida?

R: Para que a recta y = mx + p seja tangente
& curva y*=2x é preciso que o sistema {y-mx+p
yi=2x

tenha uma 86 solugdo.
Yy=mx+p

Estude-ge : { T -y

{{mn+p)2——2x

{m3 x2 +‘.2(mp+1)+p2=0{——A-=(mp+ 1)2—p2m2,

A=—-m2p2+mp+1—n2p2=0->mp+1=0.
Por outro lado, sabe-se que a tangente contém o ponto
(—9%2,—3), o que obriga m e p a satisfazerem
simultineamente as equagies 2mp+1=0 e —3 = —

9
e +p. Daqui tira-se m=1/3 e m=3(,. A tangente

3
pedida tem por equagio y = -;— o O coeficiente

angular da tangente no ponto simétrico € igual a

— 1/, pelo que a tangente do dngulo formado pelas
18

duas rectas € igual a —- .

u igual 6 -2

A equagdo da directriz desta pardbola é n = 1[5,
Temos portanto de achar a drea do (ridngulo formado
3 x 3 ;
R )’——E+? e x=1/3.
As 2 tangentes contam-se no ponto A (%/,0), e cortam
a directriz respectivamente nos pontos B/, —2/s)

e C(4)2,2/s). E BC =4[y edist.de A a BC =4.

4 1 L 16
Logo, a drea do tridngulo mede 4><ng - m?.

x
pelas rectas y = T

Ponto n. 2

5209 — Pelo critério da divisibilidade calcule os
algarismos a e b para que o inteiro a3746 seja
simultineamente divisivel por 11 e por 5.

O que entende por congruéncia ?

R: a3ib=11=35

b{g (b+38)—(@+7T) =11

Se b=0, a=7
Se b=5, a=1
ou 7370 ou 1375.

Dois nismeros dizem-se congruos a resperto de um ter-
ceiro (médulo), quando a sua diferenca é dele midtipla.

5300 — Sendo as coordenadas polares de dois
pontos (3,—}) e (5,%) ache a distincia desses

dois pontos.

R:

d =/ (3-cosT[s—DHcosT[y)2 + (B-senT[g—5-senT[,)2

3y3\2 27 49
-\/(—2—) + (2 —5)2 = —4-+T-

V76
- Y= -y

5301 — Ache o verdadeiro valor da expressio

1 3z
a2—1 oa243—2

y-

para x =
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1 3x
D=1 GrOGE—1
x+2—383x(x+1) —3x2—2x+2
TE-DG+)E+2 x-1)(x+1) (x+2)
que tome o valor — co, para x = 1.

¥

5302 — Ache a derivada da fungio

x4+ 3z

Ve

O que entende por derivada de uma fungio?
R:

y-

o x2+3x
TRACE | s s
o v/—x' s - 5 =
4x2 - 6x—3x2 - 3x 33 + 3x 3x+ 3
2xyx 2xy x 2¢/x

Chama-se derivada de uma fungdo f(x) no pomto
xy ao limite da razdo incremental de f(x) em xg, se
tal limite existir, quando x lende para x;.

5303 — Resolva a equacio

se
et +cotx =2

1 +cosx

fenx

+ colgx = 2
1 4 coex i
sen x cos X

=2

1+ cosx sen x
sen?x + cos x + cos?x = 2sen x (1 + cos x)

1+ cosx=2senx (1 + cosx).
Isolando a solugdo desta equagdo, que vem de

p
1 + cosx =0, obtém-se a solugdo senx = 3 ou seja
X = arc- sen —.
2

x=nx+ (— 1)" > 80°

5304 — De uma circunferéneia sio conhecidas as
coordenadas do centro (2,2) e um ponto da curva
(0,4). Deseja-se saber a drea compreendida entre a
tangente a circunferéncia nesse ponto (0,4), o eixo
dos »z e o arco da circunferéncia que as duas rectas
limitam. Use como unidade de medida o metro.

R: Da simples observagdo dos dados se conclui que
a circunferéncia passa na origem; a equagdo da tan-

gente no ponto (0, 4) € y = x + 4, dado que a equa-
¢do da recta que contem o raio com extremo em (0, 4)

é y = — x + 4. Essa tangente vai cortar o eixo O X
no ponto (—4, 0). A drea pedida €, portanto € igual &
drea do triangulo de vértices (0,4) (0,0) e (—4,0),
diminuida da do seqmento circuiar determinado pela
corda de extremos (0,0) e (0, 4). O raio da circunfe-

réncia € igual a 8. O sector circular referente ao
arco em causa € um quadrante.

8 8
Logos K m B (—41-§)==8—2n+4=-12—

— 27 =12—233,14 =12 — 6,28 = 5,72 m?.

Exames de aptiddo para frequéncia das licenciatu-
ras em Ciéncias Matematicas, em Ciéncias Fisico-
-Quimicas e em Cieéncias Geofisicas, e curso de
engenheiro geografo — Ano de 1960.

Ponto N.° 1
Prova escrita de Matemdtica
ARITMETICA

5305 — Determinar os mimeros naturais que, divi-
didos por 67, ddo resto igual ao cubo do cociente
1espectivo.

R: Serdo os niumeros da forma N =67xq + R,
onde R=q% ¢ R<<67. R pode tomar os valores
1,8,27 e 64, correspondendo, respectivamente, aos
valores 1,2,3 e 4 de q. Us nimeros pedidos serdo,
portanto, 67, 142, 228, e 332.

ALGEBRA

I
5306 — Determinar os valores de m para os quais
a fungio
! —(m+1)x+m+ 2

é positiva para todos os valores reais de =.

R: Como € positivo o coeficiente de x2, a fungdo
sera positiva para todos os valores reais de x desde
que sejam imagindrias as raizes da equagio que se
obtém igualando-a a zero. O descriminante desta equa-
gdo €

(m 4+ 1)2 — 4 (m + 2), e terd de ser négativo.
(m+1)2—4(m+2)<0

m—2m—T7<0

m2—2m—T7=0 para m =1+2}/2,

Cumprem-se as condigbes pedidas para

119y 2>ms>1—2ya,
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I cos 4a + sen? 2a — cos® 2a
sen 2 a (cos 6 a — cos 2 a)
2

5307 — Derivar a fungio y = \/LE , sim- cos? 2a — sen? 4 sen?2a —cos 2a

- ot sen 2a(cos 6a — cos 2 a)
plificando o resultado. 0

- =0
R: 2 6x sen 2 a (cos6a — cos 2 a) 2 e. q. d.

(x*+3)/xi—9

TRIGONOMETRIA
1

5308 — Resolver a equagiio cos x+ cos 3x=rcos 2x-

R: cosx + cos 3x =cos 2x
cos x + cos (X + 2x) = cos?x — sen’x
€08 X + c03 X - (c0s? X — sen? x) — 2 sen? x cos X =
= cos? x — sen® x
cos x (1 + cos? x — sen? x) — 2 sen? x-co8 X =
= cos? x — sen? x
como 1 — ren® x == cos? x, vem
cos x (cos? x + cos? x) -— 2 sen” x - co8 X — cos?x — sen? x
2 cos x (cos? x — sen? x) = cos® x — sen? x, igualdade
que se verifica para

a) cos? x — sen? x = 0 ou para
b) 2 coex=1.

A equagio a) resolve-se para cosx = + gen X, ou
seja para tgx = + 1, portanto para todos os arcos
x = 45° + n >< 90°.

1
A equagdo b), cos x = 2 Jornece-nos a solugdio
x = 360° > n + 60°
II

6 2
U s ddentidade e ¥R DG

cos ba—cos 2a i3
+ cotg2a =0.

R:

senbGa+sen2a senba+sen2a

+cotg2a =

—_— - —
cosba—cos2a cosba-cos2a sen2a

senfa-sen2a+cosba-cos2a+sen?2a —cos?22a

sen 2 a (cos 6 a — cos 2 a)
Mas

cosba-cos2a+senba-sen2a=cos (6a—2a)=cosda
e cosda=cos (2a + 23a) =cos?2a —sen?2a,

portanto

senba-sen2a fcosba-cos2a+ sen?2a—cos?2a
sen 2 a (cos 6a — cos 2a)

GEOMETRIA

5310 — Determinar a equagio da recta que passa
pelo ponto (—1,3) e ¢ paralela a recta de equagio
22z + 8y =1.

R: A familia das rectas paralelas a 2x + 3y =1
tem por equagio geral 2x + 3y = k.

Ha que determinar k de modo que a recta passe pelo
ponto (— 1,3).

Portanto: 2> (—1)+3x3=k; k=9—-2=17.

A equagdo pedida € 2x + 3y =T.

Exames de aptiddo para frequéncia dos cursos de
engenharia civil, engenharia de minas, engenharia
mecanica, engenharia electrotécnica e engenharia
quimico-industrial e curso de arquitectura— Ano
de 1960.

Ponto N.° 1

Prova eserita de Matematica

i
5311 — Uma recta 4 passa pelo ponto (4,-?)
e ¢ perpendicular a uma recta B de equagio

Yy=——=z.

3

Quais as equagdes das rectas paralelas 4 primeira
e distantes dela /137

R: Rectas paralelas a A serdo também perpendi-
culares a B. Trata-se, pois, de achar as duas rectas

perpendiculares a B e que distam 13 do ponto
il
(4,—5). A equagdo geral das rectas perpendi-

culares a B € y = e + p; a expressio da dis-

1
tincia de uma destas rectas ao ponto (4,—5-)

1 3 4
P E T LA

Vi)

éd=+
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i

T e .
+ -— = /13, ou seja

\/1 'y

+(3)
1
¥ e gt

2 P 3 13

& — ——='l/15si(—-’— P) S
V13
2

13 13 13

13 13 0

s B T T

As duas rectas pedidas tém por equagio
- 38 3

=—x e y=—x-—13.
e g s

5312 — Ache o resto da divisfo de 2a? + 3 62 por
5 sabendo que os restos da divisdo de a e de & por
5 siio 2 e 3.

O que entende por divisdo factorial ?

R: a=mB8+42 a2 =8 +B=84+8=5+5+
+3=5+38 223=54+6=5+1
b=5+3; b2=5+9=5+14; 3b2=5+12=5+2
2a3 +8b2=5+1+5+2=5+3.

O resto pedido € 3.

5313 — Calcule tg3x sabendo que tga =

""\| S5
c.r:l’

R:

tga + lg2a
tg3a =1t %) = ————
e =g+ an 1—tga-tg2a

fge
tg2a = —_
1—t9%a
o & 2iga
103 Ry tg? o tga —tgda + 2tga
o == - =
¢ T 2tga 1—tgta—2tg8%a
e 1— tg?a
3tge — tgia
1-—3¢%a
8 1l
V3 3
Como tga = —, vem tg8a = —_-_ﬁ —
()
V3

3 1
V3 3y/3
= e——— = OO0,

1-1

1
Com efeito tg30° = —, e tg90° = co .,
: v ) g
3

5314 — Qual o verdadeiro valor da fracgio

28 — 22 —52+ 6
el + 23 — 1122 — 92 + 18

para cada um dos seguintes valores de w::z =1,
t=—2¢e =237

O que entende por raiz miltipla?
R:

f(x)_}’jx)_ x3—-2x2—5x+6

Q(x) xt+x3—11x2—9x + 18"
EP(1)=P(3)=P(—2)=0c¢
QMW =Q@B)=Q(—-2)=0.

Facilmente se decompiem em faectores os termcs da
fracgdo dada, obtendo-se o resultado

f(x)l_—]{izn (xﬁ—1)(x—3)[’x+2} <5
Ax)  G-DG-8)+2x~+3)
1
T x+2)(x+3)
’ 1 it
dols T Ty
1

Raiz multipla: se o grau de multiplicidade de uma
raiz de um polindmio € maior que 1, essa raiz diz-se
maltipla. Diz-se que a raiz « de um polinomio P (x)
€ de grau de multiplicidade k quando

P(x) =(x—a)>< Q(x), com Q(z)50.

5315 — E dada a pardbola de vértice na origem e
de foco (0,5) e a circunfer@ncia tangente i directriz
da pardbola e de centro no foco da mesma.

Ache os pontos de intersecgfio das duas curvas.

R: Equagio da pardbola: x* =20y
Directriz: y = —5

Circunferéncia pedida: x* + (y —5)2 =102
x2=20y

Pontos de intersecgdo { x2 + (y — 5)2 =102,
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20y =(y—52—100=0
20y=y2—10y +25—100 =0
2410y ~75=0 y=—15 y=5

Rejeitada a solugio y = — 15, vem x2 =100 x = +10.
Os pontos da intersecgio sio (10,5) e (— 10,5).
5316 — Dada a equacio

(@ + 2)2 + y2 = 32
ache pelas derivadas a equacfio das tangentes a curva
e, estabelecendo a condigdo de elas fazerem 45° com

o eixo dos x ., encontre os pontos de tangéncia.
O que entende por derivada de uma fungfo ?

R: Nota: a determinacio de tangentes pelas deri-
vadas estd fora do programa do curso complementar
dos Liceus. imbora se pense que assim nilo devesse ser,
nio podemos deixzar de fazer notar que € muito fre-
quente aparecerem quesioes como esta nos exames de
aptidio, tanto escritos como orais, 0 que ndo nos parece
justo.

v:i=232 — (x + 2)?
— (x + 2)

y' T e,
V82 — (x+2)2

Num ponto (x,y) da curva, a tangente tem por
equagio Y —y =m (X —x), em que m € o valor da
derivada da fungdo y (x) no ponto x.

Se as tangentes fazem com o eixo dos xx Angulos de
45°, sera m =1.

L___i =1. Como a equagio da curva e
V32 — (x +2)?
y2 =232 — (x + 2)2, associando estu equagdo & relagdo
—(x+2)
e 1 3 oblém-se :
V32— (x+2)2
__(xﬂ. — X=—06
32 — (x+ 2)2 yi=(x+ 2)2 ¥ =2
yt=32 — (x+92)? {yz-=-32—(x+2)2 y= +4

As tangentes que fazem com ox angulos de 45° to-
cam a circunferéncia nos pontos (—6,4) e (—6, —4).

Derivada de uma fungio f(x) num ponto x, € o
limite, se existe, da razdo incremental, de f(x) em x,
quando x tende para xg.
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de 17-9-1957.

Prova escrita

5317 —Faca uma «exposi¢io» subordinada ao tema:
Niumeros complexos a duas unidades

OBS: — O trabalho admite a orienta¢fio e a exten-
sio que entender dever dar-lhe, mas, de preferéncia,
considere as rabricas seguintes:

I

1. Os niimeros complexos: — definigio; relagio de
igualdade.

2. As operagdes de adigiio e multiplicagdo: — defi-
nigdo e propriedades formais; existéncia de operagdes
inversas daquelas.

3. Propriedades fundamentais do conjunto dos ni-
meros complexos.

1I

4. A operagdo de potenciagdo (expoente inteiro e
expoente fraciondrio).

5 A operagdo de radiciagdo; andlise circunstan-
ciada da operagdo e possivel estudo comparativo com
a mesma operagdo, quando definida no conjunto dos
nimeros reais.

Prova pratica

I. GEOMETRIA

5318 — Num tridngulo 4 B C, de centro de gra-
vidade G', as medidas a, & e ¢ dos lados verifi-
cam a relagéo

2a? = b+ 2.

1.°) Prove que sdo tangentes ao lado BC as
duas circunferéncias que passam, respectivamente,
pelos pontos A, B e G' (uma delas) e pelos pontos
A, C e G (a outra).

2.°) Prove que as medidas m,, m, e m, das me-
dianas, saidas, respectivamente, dos vértices 4, B



