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An — Adicione C(n) a C(4e) colocando o resul-
tadoem dec.

S n — Subtraia C(n) de
resultado em Ae.

C(Ac) colocando o

T n — Transfira C(A4e) para o compartimento =
da memdria (deixando limpo o acumulador).

Un — Copie C (Ac) no compartimento n da me-
moria.
Hn — Substitua C (M) por C(n).

¥V n — Multiplique C(n) por C (M) e some o
resultado a C (4de¢).

Gn—Be C(Ade)<<0 tome C (n) como a préxima
ordem, caso contrdrio proceda normalmente.

En—S8e C(A¢) >0 tome C(n) como aproxima
ordem, caso contrdrio proceda normalmente.

Fn— Tome C(n) como a préxima ordem a ser
executada.

Escreva programas para resolver os seguintes pro-
blemas :

a) Calcular ab +cd + ef onde a,b,c,d,e,f
estfio, respectivamente, nos compartimentos 20, 21,
22, 23, 24 e 25 da memdria.

b) Se C(4) e C(6) tém o mesmo sinal, colocar
o produto C(4) > C(6) no comportamento 1; se
tém sinais contrdrios colocar | C (4) — C (6)| nesse
mesmo compartimento.

PONTOS DE EXAME DA UNIVERSIDADE DO RECIFE

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — Axirise Maremirica [ — 1.* prova
parcial — Junho de 1960.

5264 — 1) Calcule

1 1 1
li A e
n-l—,:‘m (ﬂ "V'n? +1 +ﬂ-NV"nz+2+ % n"‘/nz—}—ﬂ)

R.: Como
1 - 1 = 1
n"yYnZ+1"~ n"Ynz+2 n"yn2+n’
a soma encerrada entre paréntesis esta constante-
. 1
mente compreendida entre 2 'Vaitn = Vot n
n 1
n "y’n?+1 W n\,/uz =
n+1)241
Mas  lim e——— 1 Ia'm14 -1,
n—>o0 Vﬂ!—i-l n g0 n2-|—1
e andalogamente
1
nte—— 1

LV s T
sendo, por consequéncia igual a 1 o limite pedido.
5265 — 2) Seja @ um nidmero real maior que 1
e considere a sucessdo

a’,al’ e ,all’-"

em que

aq<ae gy yu=—-a+a—1.
a

Mostre que a sucessio é convergente e determine o
seu limite quando n — co.

R.: Tem-se, por hipdtese, aj<<a e, supondo a,<a,
1

resulta a,, <—-a+a—1=a. Conclui-se, por
a

indugdo, que a sucessdo € superiormente [imitada.

E imediato também a,., > a,, pois esta desigualdade
é equivalente a a, << a.

Trata-se, portanto, de uma sucessdo crescenle e supe-
riormente limitada, logo convergente.

Designando por L- o seu limite, tem-se

1
L=—-L+a-—1,
a
donde L= a.

5266 — 3) Seja A o conjunto de todos 03 nime-
ros racionais » tais que 3+ 22 <<1. Mostre que:

a) A define um corte no conjunto dos niimeros
racionais ; i

b) se y é um nimero racional tal que 3 +2y>1,
entfio existe pelo menos um nmimero racional z <y,
tal que 2* + 22>1;

¢) o supremo do conjunto 4 é um numero irra-
cional.
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R.: a) O conjunto A define um corte porque:

a) A é nio vazio, visto conter pelo menos o racio-
nal zero;

B) A nio contém todos os racionais; por exemplo,
ndo contém o racional 1;

4v) Se reA e r' é um racional menor que r,
entio r'e A. De facto, r' <r implica '3 + 21 <
<<r3+4 Ir e, portanto, r'e A;

5) Be re A, existe pelo menos um racional »'>r,
tal que r'e A. Na verdade, se 3 + 2r <1, ponhamos
s =1—r13—2r. (Podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, 0 <r <1 e, portanto, 0 <<e<<1).

E fécil ver que o racional t' =r + ¢/10 € um ele-
mento de A .

b) Podemos supor, sem perda de generalidade,
0<y<1, porque, se y >1, basta por z =1/2.
Seja entdo 0 <<y <1 e ponhamos ¢ =y3 + 2y — 1.

E féeil coneluir que z =y — % satisfaz as condi-

gies desejadas.
c) Dos resultados anteriores conclui-se que o supremo
8 do conjunto A ndo pode ser tal que

83+ 2s8<<1 nem 83+ 25>1
donde resulta, pela tricotomia da relagdo de ordem, que

83428 =1

m
Supondo que s = ol com m e n inleiros primos
entre si, vinha
m?+4+2mn2 =nd

donde se concluia que n ¢ divisor de m3 e, portanto,
gseria n =+1. Ora isto é absurdo, em virtude de ser
O<s<1. Logo s € um niumero irracional.

Enunciados e solugdes dos n.°* 5264 a 5266 de José Morgado

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — ComprLEmMENTOS DE GEOMETRIA —
i.* prova parcial — Junho de 1960.

5267 — 1) E dada a curva de equagfio vectorial

e - — —
r(u) =a-senucosu-i+ b-sen?u-j +c-cosu-k

onde u ¢ um parimetro real e a,b,c sio constantes
reais ndo nulas.

a) Mostre que a curva dada é plana quaisquer
que sejam a,b,c, e determine a equagdo cartesiana
do plano da curva.

b) Determine a condigdo a que devem satisfazer
dl
a,b e ¢ para que el seja constante (/ é a abcissa
u
curvilinea de um ponto genérico da curva).

¢) Supondo que a,b e ¢ satisfazem A condig¢do
encontrada na alinea anterior, determine a curvatura
da curva dada.

R.: a) A curva dada € plana, se se tiver

dr | d&r  d°r

1 —_— | — -
M du | du? A duld
qualquer que seja u.
dr  dsr
Ora verifica-se que e —— sdo vectores coli-
du d ud

neares e, portanto, a igualdade (1) € vdilida para todo
u, e daqui resulta que a curva dada € plana.
O plano da curva € o plano osculador

~dT  der
S A A

ou seja cy + bz=bhe.

dl
b) O cdlculo de 5 conduz a
u

dl -
— = {/a? + (b? + ¢z — a?)sen22u
du

e, portanto, ¢ condigio pedida € a? = b2 4 c2.

¢) Curvatura = 2/|a|.

5268 — 2) Seja C uma curva torsa de classe su-
ficientemente elevada, tal que em todos os seus pon-
tos se tenha

—|dn g 0
n|— —_—
| dal A a2
Mostre que:
dn  dn
a) O mddulo do vector bt x

dl diz
1 113/,
S

b) p=-cx, onde ¢ é uma constante real;

é igual a

- =
¢) O vector ¢-¢+ b é constante.

- - —

[t,n e b sdo, respectivamente, os versores da tan-
gente, da normal principal e da binormal i curva no
ponto genérico de abceissa curvilinea I; p e = sio,
respectivamente o raio de curvatura e o raio de tor-
sdo no ponto I].
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R.: a) Como
- .
dn d2n |'1 1 e 1)]—;
e om0 e (i ST £
dlf\dlz t \ p?

pl el =, 1/1 1 —-
e = e ! e i ) [ S
p?  pv AR

v e dn dn . o
ey uivale a
a condigdo n dlAdlz eq
1 1
LR S e, portanto
xpE? s
e —
dn d?r | L | i 1)2+
a1 Mae | Le\» p*

I T T i T A L IR
bl T e

p' dp -
b) De —— =0, resulta — = —, 1isto
Tp? pr? [ T
€, p=c-t, onde ¢ € constante real.
d - = 1: o 1 =% =
e) Como — (¢-t+b)=c:—-+n——n=0,
dl P T

- =
conclui-se que ¢t + b € um veetor constante.
Eunuonciados e solugles dos n.°" 5267 e 5268 de José Morgado

Universidade do Recife — Escola de Engenharia de
Pernambuco — Concurso de Habilitagao de 1960 —
16/2/1960

Prova Escrita de Matemaélica

1
1.2 Parte — Questiondrio

5269 — 1) Dada a expressfo:

3_.
a?yb

3

L =

, exprimir log @ em fun¢do de log a,

logd e loge.

2) Dentre os problemas resoliveis pela aplicagio
das formulas do termo geral e da soma dos termos de
uma progressdo aritmética, quais os que condazem
a equagdes de grdu superior ao primeiro ?

3) A que é igual a soma dos coeficientes do de-
senvolvimento do bindmio de Newton (x + a)™? Jus-
tifique.

4) O sistema abaixo :

5w +3y=>5
2z + Ty = 43.
é de Cramer ? Porqua ?

5) Quando se diz que uma sucessfio (a,) tem por

limite L ?

6) Qual das equagdes abaixo representa uma
circunferéncia ?

4+ y—2y —4x—4=0
o3 +y2 =15

x? + ay= 2y? = 16. Porqué ?

7) Dentre as retas

3 +2y+16=0
3x—-2y+ 5=0
Bz+3y+ T=0

qual é perpendicular areta 20 +3y +7=07
Justifique.

8) Quais os nimeros inteiros que podem ser raizes
da equagiio 223 4+ 22— 182 — 9 =07 Porqud?
9) E a equagio o4 — 223 + 622 +2x—1=0
reciproca? Porqué?
. 10) Qual o mddulo do complexo conjugado de
—44+3:i?
2.2 Parte — Demonstragies

a) Estabelecer a expressio da distincia de um
ponto a uma reta.

5) Estabelecer a expressio do desenvolvimento do
bindomio Jde Newton.

3. Parte — Problemas

5270 —1) As retas 2 =3,32—2y4+6=0 ¢
x4+ 2y + 2 =0 formam um tridngulo. Determinar
as coordenadas do centro e o raio da circunferéncia
circunscrita ao mesmo.

5271 —2) Dado R (x) = 3—1:_*_—2 com

P (z)
P(p)=a3—5x2+ 8z — 4,

a) Decompor P (x) no produto de factores bind-
mios

b) Decompor R (x) na soma de fragdes simples.

Universidade do Recife — Escola de Engenharia de
Pernambuco — Concurso de Habilitacdo de 1960 —
17/2/1960

Prova escrita de Matemética
1I
Ponto sorteado n.° 1
Questionario
(Péso 2)

5272 — 1) Definir d4ngulo duma reta e dum plano.
2) Quantas e quais sdo as posi¢des relativas que
podem ocupar trés planos no espago ?



GAZETA DE MATEMATICA

85

3) Complete: «Em qualquer triedro, a soma dos
Angulos diedros estd compreendidaentre. .. ?

4) Quantos e quais sfio os poliedros regulares
convexos ?

5) Qual o enunciado do teorema no qual se baseia
a dedugio da férmula que permite determinar a
drea da superficie de uma esfera ?

6) Complete: «Uma cunha esférica estd para a
esfera inteira assim como o Angulo dessa cunha
estd para...»

7) Definir a elipse como lugar geométrico.

8) Dar a expressio geral dos arcos que verifi-
cam a condigfo:

3
sen = — —
2
9) Indique os periodos e os pontos de descon-
tinuidade das funcdes tgx e secz.
10) Das igualdades seguintes indique as que sdo
impossiveis :

cnsx—;, seGQmui, senx = ——, tgx =38,

5
Sen & = V’T 2+ tg2x = 1. Justifique.

Demonstragdes
(Péso 4)

5273 —1) Demonstrar que a soma das faces de
qualquer dngulo sdlido convexo é menor do gue
quatro dngulos retos.

2) BSe a,b,e, A,B,C, sio os elementos de um
tridngulo gqualquer:
demonstrar que:

sen 4 senB senC
I =

a ™ e ]
II) a2 =082+ ¢t —2bc cos 4

Problemas
(Péso 4)

5274 — 1) Em um cone de revolugio de altura
k e raio da base a, dados, insereve-se um eilindro.
Determina-se, assim, um cone parcial com base na
parte superior do cilindro inscrito e no qual inscreve-
-se uma esfera. Determinar qual deverd ser a altura
2 do cilindro para que a drea da sua superficie lateral
seja igual & drea da esfera inscrita no cone parcial

2) Calcular a soma dos quadrados dos lados de
um tridngulo de drea S = 24 m? conhecendo dois de
seus dngulos, a saber:

A A s
-?fe —‘4—7'-

Universidade do Recife — Escola de Engenharia de
Pernambuco — 2.° Concurso de Habilitagao de
1960 7 de Margo de 1960

Prova Escrita de Malemética

I
Ponto sorteado : 1.°

1.2 Parte — Questiondrio
(Péso 2)

5275 — Representando por C}; o nimero de com-
bina¢oes de m elementos tomados m a n, qual a
diferenga entre a soma das combinag¢des correspon-
dentes a » par e a soma das combinagdes correspon-
dentes a n impar (1=n=m)? Justifique utili-
zando o desenvolvimento do binGinio de Newton.

2) Como se utiliza uma tdbua de logaritmos deei-
maig para calcular os logaritmos neperianos ?

20 —1
@ — 17 (2 + 8
para todos os valores de = ? Justifique.

3) A fungdo f(x)= é continua

4) Dizer se as retas: a +y —5=0,
22—y —4=0¢e 22 —83y =0 concorrem em um
ponto. Justifique.

2.2 Parte — Demonstragies
(Péso 4)

5276 — 1) Estabelecer as condigdes para que uma
equacgdo algébrica das varidveis @,y represente em
coordenadas retangulares uma circunferéncia; cal-
cular as coordenadas do centro e o raio.

2) Enunciar a propriedade que permite escrever a
identidade

a b c|l=|la+b+e b ¢
b e .a ra4+b+e ¢ a
e a b a+b+c a b

Utilizando esta identidade, demonstrar que 3abe —
— (a3 4 &% + ¢3) é divisivel por a + b + ¢.

3.2 Parte — Problemas
(Péso 4)

5277 — 1) Determinar a equagio de uma reta
que passe pelo centro da circunferéncia



36

GAZETA DE MATEMATICA

22+ y2—3xz+ 6y + 7=0 e faca um dngulo de 45°
com a tangente a esta circunferéneia no pt(2,—1).

2) Achar as condigOes necessdrias e suficientes
que devem relacionar a,b,c,d para a equagio

o bad+baxlt+ex+d=0

admita duas raizes duplas « e B.
Para ¢ =2,d =1, determinar a e b e resolver
a equagio.

Universidade do Recife — Escola de Engenharia de
Pernambuco — 2.° Concurso de Habilitagdo de
1960 — 8/3/60.

Prova Escrita de Malemaélica

11
Ponto sorteado n.° 10

1.2 Parte — Questiondrio
(Péso 2)

5278 — 1) Escrever a expressio da drea do fuso
esférico de n grdus.

2) Qual a relagéio que liga o nimero de arestas o
nimero de faces e o nimero de vértices de um poliedro
convexo ?

3) D& a expressio geral dos arcos x tais que

V3

4) Porque basta ter as tdbuas trigonométricas
com o8 logaritmos das fun¢des até 45° 7

2.2 Parte — Demonstragies
(Péso 4)

5279 — 1) Demonstrar que, em téda pardbola, a
sub-normal é constante e igual ao parimetro.

- - - a
2) Deduzir as formulas que exprimem sen? e

& -~
008 - em fungdo de cosa e em fungio de sena e

discutir os sinais destas formulas.

3.2 Parte — Problemas
(Peso 4)

5280 — 1) Sio dados um semi-eireulo de diAimetro
AB=2R e um ponto M sbbre sua semi-circunfe-
rencia. Désse ponto baixa-se a perpendicular MC
sobre AB e traca-se MA e MB. Supde-se, em
seguida, que a figura assim obtida gira em térno do
eixo determinado pelo didmetro 4B . Determinar
qual deverd ser a posi¢io do ponto M para que o
volume gerado pelo segmento circular de corda MB
seja equivalente ao volume do cone de revolugdo
gerado pelo tridngulo MAC.

2) Resolver a equagio trigonométrica:

sendx 4+ sen2x + senx =cos2x + cosx + 1

MATEMATICAS ELEMENTARES
PONTOS DOS EXAMES DE APTIDAO AS ESCOLAS SUPERIORES

Exames de aptiddo para frequéncia das licenciatu-
ras em Ciéncias Matematicas, em Ciéncias Fisico-
-Quimicas e em Ciéncias Geofisicas, preparatérios
das escolas militares e curso de engenheiro geé-
grafo — Ano de 1959.

Ponto N.° 1
Prova escrita de Matemdtica

ARITMETICA

5281 — Determinar o menor inteiro superior a
1000 que dividido por 9 d4 resto 2 e dividido por 16
d4 resto 11.

R: Notando que 11 = 9 + 2, logo se vé que ao
adicionar 11 a um mildtiplo comum de 9 e 16 se obtém
um ntmero que dividido por 9 dd resto 2 e por 16 dd
resto 11.

E m.m. e (9,16) = 144; o miltiplo comum imedia-
tamente superior a 1000 € 7 >< 144 = 1008; o nimero
pedido €, portanto, 1008 + 11 = 1019.

ALGEBRA
5282 — Determinar m de modo que a equagio
2a2—(m+1)z4+m+T7=0

tenha uma raiz dupla.



