GAZETA DE MATEMATICA

3) «Cileculo das probabilidades e Estatistica Mate-
mitican, pelo Prof. Masver Zarvar Nunes: nogdes de
probabilidades e estimagfo estatistica.

4) «Algebra Linear», pelo Prof. Roserro Ramaruo
pE Azevepo: curso solicitado pela Comissfio de Desen-
volvimento Econdmico de Pernambuco (CODEPE).

5) «Andlise Funcional», pelo Prof. Joxio Lemos:
espagos métricos normados, aplicagoes.

Professores estrangeiros — Foi contratado, pela
IMPA, por um periodo de 6 meses o Prof. Sreenex
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Suavg, da Universidade da Califérnia, Berkeley, USA,
que realiza um curso intitulado «Diferential Topo-
logyn: teoremas de imersfo, fibrados vectoriais,
cobordismo.

O Dr. Anténio A. Monteiro, do Centro Brasileiro
de Pesquisas Fisicas, Rio de Janeiro e da Universi-
dade Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina, fez
na IMPA uma conferéncia intitulada: Matrizes carac-
teristicas de Moraan para o Cidlculo Proposicional.

MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

L. S. C. E. F. — Maremiricas Gerats — Exame Final —
Epoca de Julho — (2.* chamada) — 18-7-1959.

I

5163 — Determine f(z,y) =0 por forma que a
quddrica o} + 2! + a? + 2 + 2wy — 22y 23 +
+2xy25 + 2Xapx5 +2(V — 1) g5 —4 525, ao
descrever P(X,Y) acurva f(x,y) =0, se decom-
ponha exactamente em quatro quadrados.

Apresente nesse caso a decomposigio.

R:
xt|ixsl =yl xzg X5
Ex 10 =1 0 1 |-sfymxy—xs+%5
x| 00| 1 0 X
s =11 | 1 0| ¥-1
x| ofo| o 2
x| 1| X|Y—-1] —2
Xs| X3 X4 >
vl G 0 X
x| 1] 2 0 8
x|0] 0 TR ST N N
| X =9 0

Xz X3 X5
x2| 0 1 X
x| 1 2 Y |~fi—xptn+Yx
=W T T
X x5
1 A A A | o e
x 2X-Y|-8-y2| t(X-V)x

Para que a quddrica se decomponha exactamente em
quatro quadrados lerd deser | — 1 23X —Y| =
2X—-Y —8-—-1Y2
=8—-4X2+4XY =0 eportanto f(x,y)=2xy—
—2x2+ 4 =0. A decomposigio em quadrados €
(x4 — x3 + x5)2 + (x4 — 2x5)? + (x2 + x3 + Y x35)2 —
- [Xx -+ (2X - Y] 15]2.

1I
5164 — Dados os planos

m= 2x— y+z=0
m= 2x4+ y+2=0
rg=—22+4y—z=0
= 2x—3y+2z=0

determine as solu¢des independentes do sistema, bem
como a solugio geral.
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Aproveite o resultado para calcular os cosenos
directores da recta definida por = e =.

R: Como facilmente se reconhece, a caracteristica de

2 1 1| €igual a 2 e portanto o grau de
AR L |

-2 4 -1
2 -3 1_

indelerminagdo do sistema proposto € 1. E:xiste pois
uma solugio independente e qualguer outra € propor-
2 -1
ot
principal, serd z a incignita secundaria e fazendo
z = 1, por exemplo, obtém-se a solugdo independente

1 o a
(— E’O’l e a solugiio geral —E,U,a).

Devido & proporcionalidade,

cional. Tomando A = = 4 para determinante

Y z

e por conseguinte os parameiros dirvectores da recta

definida por © e w3 sdo h = ST T k=0,1=1.
Os cosenos directores obtém-se pelas formas cos o, ,y=

h,k,l

i—w;ﬁ que dio cosa = —T, cos B =0,
2
L
V5
111

5165 — Considere a fangio f(x) =axlog(l + ).
a) Desenvolva f(x) em poténcias de = — 1.

b) Calcule P f(x).

¢) Determine f™ (x).

R: a) Fazendo x —1 =1,
1 1 - to
=P = 2{—1)“ Fre vem log (2+t) =
1]

como log (2 + t) =

e
24+t 2+t

L Ell'P'
—-1log2 + X (— e
0

(1+4t)log (2 +t) =log (2 +t) + tlog (2 + t) =log2+

ll!
+2( (i+1)2+,
= {r+e
+ 2D g -

o
el n+ 2
P e N S s
+2h T

+ tlog2 +

1
log 2 + (1092+E) t+

tH = Jog 2 +

(.foa 24— ) (x=1)+ 2 (=1~ —n—+2— (x—1)"+1,

n(n + 1) 2+

x2

b) Pf(x}=—taq(1+x)——P1+x

x2 X
= 14 —
g log (1 +x) 3
X
f! = [ 1 —_— = 1
O f(x) =log (1 +x) + —— =log(1+ %) +

1
it T x+1
ff]( } 1
] + x (3 1+ xﬁ
o 1 2
@ =T d+o
TR ML 0 R
fa ()\)—(1 g + (1+£‘):
s 1.). .(.n.:.2).1....(:.1.):'.{.11.._..1.}!
i e

I. 8. C. E. F. — Maremdricas Geraris — Exame final —
Epoca de Outubro — 43-10-1959

I
5166 — Considere a quddrica f = X* 4 X, com
2 —-1-1-
A=] —1 2 —1 |, eatransforma¢io X=BY,
-1 -1 2
T 1 1 1
VZ V6 v3
1 1 1
ecom B=|] —— — ——
V2 Ve V3
2 1
0——_ —
ve v3 .l

a) Mostre que a transformacio é ortogonal.

b) Apresente a quddrica g = Y* C Y, resultante
daquela transformagio. Aproveite-a para apresentar
adecomposi¢io de f(xy,r;,x3) em quadradoes. Classi-
fique a quddrica f(xy,x3,23).

R: a) A transformagio € ortogonal porque a ma-
triz B ¢€ ortogonal. Com efeito,

(75)+ (:7% o (%)’-1
(-79) + = ) +(78) =1
o+ (-5%) * (v8) -
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(vs) -v3) + veove - ./ITI'%“"
T“*‘JT;( ﬁ)*?lﬁ"ﬁ”"
1 1

2

i AR
~y5+ 75 (~y8) * vE v

b) Fazendo a :ramformagao X=BY a quadrica
f=X"*AX trangforma-se na quddrica equivalente

g=BY)*ABY=Y*B*ABY, isto¢, C=B*AB=
300
_[0 30
000

Y=B'X=B*X =

. Portanto g =3y} + 3y: e, como
7 1

‘/'_ ("i—"z)

(x4 + 3 — 233)
— s Xy — X,
'/6 1 2 3

V_ (x1 + X2 + x3)

1
Yt-—‘f'(xx—xz)
V
3
vem ’b/_ (X1 +X3—2x3) e fem —(xl—xz}2+

1
.“'S-ﬁ(xl + Xz + X3)

1
+?(x1+x2—233)3. A quadrica f(xy,X3,x3) €

definida positiva.
11
5167 — 1) Desenvolva em série de Mac Lauvrix a

fangio f(x) = , indicando o intervalo em

1—w
V1+x
que é vilido o desenvolvimento.

Calcule em termos finitos P f(x) .

2) Dada a fun¢io y = a:_;, indique o seu domi-
nio, defina-a em x = 0 por forma que fique continua
a direita nesse ponto, calcule w; (0), determine os
extremos e intervalos de monotonia.

Vll :x = D R -
> ,1:3..@n—1)
= (1-:)[1 +2(— 1) T2n_x:|=
i
_1+Z(_1)51?‘7{1“2_) e
—2(—9“

(2n—1) 3
vEM)n

R: 1) f(x) =

g
“Rahha

--(2n —3) (4n - 1)
2-4-.-2n

x", para |x|<1.

l+x-—

Pf(x)=P

x
V’l+x'

pode calcular-se fazendo

1/_ \/1

x
A primitiva de
p k V1+x

x
Asgim, P—
2 V1 +x

t 2 -
=2%~—2t=§1/(1+x)3—2\/1+x e entdo vem

t1—1

1+x=1%. =2P t=

Pf(x)—tl[/l+x—-%1/{1+x)'+0

2) Comoy-ehlx!_.o” inio € visivelmente (0,4 c0).

Dado que lim y =0, terd de ser y (0)=0 para que
x40

a fungdo figue continua & direitaem x=20.

¥i (0) = lim ¥ (x) = lim x5 = tim o(F ~1)Mx 2 0,
x=+0 X x=4-0 x=++0
3
log x (-
H =g x |[— —— = s
Como y' =e x (xz = log x) = (1—log x) ,

y'>0em (0,e) y'=0em x=e e y' <0 em (e,+0o0)
e portanto y (x) cresce em (0,e) atinge um mdaaimo
em X = e e decresce em (e, + oco). Claro que x =0
€ minimizonte de y (x).

111

5168 — Certa fun¢io y = ¢ (x) é definida implici-
tamente pela equagiio y* + «* + k=0. Dada a recta
arx+by=c (a,b e ¢ parimetros), determine a
condigdo para que ela seja tangente a y = ¢ (x) .

Forme o sistema constituido pela equag¢io que
exprime essa condigdo e pela recta dada, resolva-o
em ordem a = e y por forma a obter x=g; (a,b,c)
e y=gs(a,b,c) e mostre que estas duas fungdes
sdo homogéneas de grau zero.

d a X\t
R: A condigio € que Sl B i e =
dx b y
X XISE o ha
a = —r
i O sistema ()) b € equivalente a

ax+by=c

x g\ i
—_—— ]
y (b) e utilizando, por exemplo, o método de
ax+by=c
substituigdo, obtem-se :

(] c
1 A A

T e e LRSS e
8\ = g 60
b (‘E)'_p + a a (\—b_)’-( +b

que sdo, visivelmente, homogéneas de grau zero.

, Jungies

Bolugles de Fernando de Jesus
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I; S. C. E. F. — Maremdricas Gerais — Exame final
— Epoca de milicianos -- 12/12/1959.

I
5169 — Estude o sistema

x4+ 2 y'+ z2—u=9f
z—y +z+u=0
2z +y +2+u=0
QX —Y —F—UumT
para os diferentes valores de «,B e 7, utilizando a
teoria dos determinantes. Refira-se em pormenor ao
caso da homogeneidade. ;

(T e A SR R S O e Gy e
T O W TG I e
R N A R | PRRL T |
w el LT e B
i A WY R = Ve ()
=% gt b |
143 g

Se az=—2 o sistema € possivel determinado para
quaisquer valores de B e y; em particular, com
B=r1=0 o sistemo € homogéneo e admite apenas a
solugdo nula.

Se a=—2, como a=|1 2 1|50, o sis-
=17 71
2 1 |
tema € possivel indeterminado (grau 1)
se 1 2 1 B| =20, o que acontece com qual-
i | 1 0|quer Bey=0; em particular,
2 1 1 ojcom B=1=0 o sistema € ho-
mogéneo e indeterminado do
A SR =L Ny grau 1, apresentando portanto
solugies proporcionais.
O sistema serd impossivel com o= —2, Y0 e
B qualquer.
11
5170 — 1) Estude a fungfo y = 1 _::ﬂ (k> 0).

2) Calcule Plog?x.

R: 1) Dominie (— oo, + oo). Intersecta o eixo
0,k). C B e P

dos yy mo ponto (0,k) omo y (1+e—’)> ’
{s7=<1)

a fangdo € sempre crescente. y'' = k e""m

e portanto a concavidade estd voltada para cima em
(— o0,0) e para baiwo em (0, + oo0), havendo uma

lim y=Fk e

x=++00

k
inflexdo no ponto ((0 s E) . Como

lim x =0, a curva possui as assintotas y =0 e
x—p—00

y=k.
1
2), Plog*x = xlog*x —2Px-logx- — =
W
= log’x — 2 (xiogx—Px~)=

= xlogx — 2xlogx + 2x + C.

111

x2 4

2
5171 —Dadaafungdo f(x,y) = x , resolva os

seguintes problemas :
a) Mostre que é homogénea e escreva-a na forma
¥ Y Y el Y
g|—). Caleule g'(—), g.|—) e g, |—) e mos-
x ® @ x
tre que estas fungdes ainda sfio homogéneas.

b) Calcule a derivada de (f,zy) sobre a curva

{:L' =¢ 41
y=8~—-1.

¢) A equagdo f(»,y) — 2 = 0 pode definir impli-
citamente uma fungfo y (®) pa vizinhanca de
P(1,1)? Porqué?

R: a) f(tx,ty)=1t0f(x,y) eportantoa fungdo

x
€ homogénea de grau 0. f(x,y)= — + e portanto
y x

g (_iL) —— :z + 1, fun¢io homogénea de grau 0;

ol e B Y i x 1
B (:)';—“xz* ¢ & (?),: T e

fungies homogéneas de grau — 1.

) e e

dt  9x dt gy dt

+(l—i)2f..
x y2

dF of dx ¢of dy (1 _\r).1+

¢) A equagdo € satisfeitaem P (1,1) mas f,(1,1)=0
e portanto nio pode definir uma fungdo implicitamente
na vizinhanga desse ponto,

Fernando de Jesus
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I. 8. C. BE. P. —Mareudiricas Gerais —1.° exame de
frequéncia ordinario — 7-3-1960.

I

5172 —1) Determine os pontos de acumulagio,
pontos fronteiros e limites de WeiersTrAss do conjunto

{0,[(_ 1)-%], (::1)}(7;- 1,2,--). O con-

junto é fechado? Porqué?

Dispondo os elementos do conjunto em sucessfo,
determine os seus limites mdximo e minimo e mostre
que hd uma infinidade de elementos inferiores ao
limite minimo. Poderd existir alguma sucessfio em
que baja uma infinidade de elementos inferiores a um
nimero menor do que o limite minimo ? Porqué?

2) Prove que, tendendo wx,,,—x, para K, tam-

bém E"— tende para K. Qual o limite da sucessio

u, —-%[2+(1+%)+(1+%) + e +(1+~l—):| ?

R: 1) Pontos de acumulagio: 0 e 2.
1 3
LA b 9
Pontos fronteiros {0, [( 1) “:I‘ (n X 1) ) }

O conjunto ndo € fechado porgue o ponto de acumu-
lagdo 2 ndo pertence ao conjunto.

2) O teorema do limite da média aritmética da

imediutamente lim —

! 2 1 L 1 1 i
b 'I-( +?)+( +"3'—)+"'
1 1
+(1+—)]—-Hm(1+—)ﬂ1.
n =00 n

II

5173 —1) Deduza o 1.° critério de Caveny e
diga como o aplica ao estudo das séries de poténcias.

Supondo que a série 2 (=1)"a, (a,>0) é abso-
lutamente convergente, qual é o maximo intervalo de

convergéncia absoluta para a série 2 a,z? E ai
uniforme a convergéncia ? Porqué ?

Diga em que condiges o intervalo indicado coin-
cide com o intervalo de convergéncia absoluta de

Na,x.

2) Determine pela regra de Cauvcny o quadrado
da série 2 z" e indique a sua soma.

R: 2) (Ex“)9=znx""' que, para |x|<<1,
1

tem a soma (—1:?)5.

19
I
5174 —1) Estonde a continuidade da fun¢do
1+ m;(@x<0)
f@)=1{2(x=0) calcule os limites laterais
o (2> 0),

f(+0) e f(—0) e a oscilaglio para ==0.

2) Enuncie e demonstre o teorema de Lasraxer
para as fungdes regulares. Pode aplicar-se esta pro-
posi¢io a o (&) ="V/a? em (—1,1)? Porqué?

R: 1) A fungio € continua em (— oo, + o)
excepto para x = 0.

f(+0)=0 ef(—0)=1
w0 =F0) —f©0) =2—1=1.

2) A proposigio nio se pode aplicar a ¢ (x) em

(—1,1) porque esta fungio nio € reqular nesse inter-

valo Embora seja continua, ¢ (x) tem derivada infinita
de duplo sinal em x = 0.

I. 8. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 1.° exame de
frequéncia extraordinario — 2-4-1960.

I

5175 —- Prove que ponto de acumulag¢io do conjunto
dos termos de uma sucessfio é limite de subsucessdes.
Supondo que uma sucessfio tem uma infinidade de
sublimites, mostre que o conjunto destes ¢ fechado.

dies T

Calcule lim — "y/logn.

n—90 1

n
R: Como lim M.L'———lim.__._.l_.
w0 (n + 1]n+1 logn n-o0 ( 1 ) L
LY
1
n+1l

1n
=0, vem lim — {/logn = 0.

n—+00 [}

11

5176 — 1) Mostre que uma condigBo necessdria
de convergéncia de uma série é dada pela evanes-
céneia do termo geral.

Defina série absolutamente convergente e enuncie
as suas propriedades fundamentais.

Determine os valores de = para os quais a série

1 "
Z n ( ) é absolutamente convergente.
x—a

2) Como estuda a natureza de um produto
infinito de termos positives? Indique os valores



20

GAZETA DE MATEMATICA

1
de « para os quais o produto N (1+ T) é con-
w

vergente.

3 ) 1
Como lim \/n = .
n—%0 X —2a |x—al
a série dada serd absolutamente convergente para os
valores de x lais que |x —a|>1 ou x>a+1e

x<<a—1.

R: 1)

1
2) O produto serd convergente quando Z oy o for,
o que acontece com o> 1.
III

5177 — 1) Supondo que ¢'(z)>0 em (a,b),
prove que ¢ (x) é crescente nesse intervalo.

2) Considere as funcdes @ (y) e f(x). Supondo
que @' (b) ¢é finita (b = f(a)) e f(x) ¢é continua
em x=a, prove que F (xz) = @[f(x)| é continna
em = =a. A mesma hipitese garante a existéncia
de F'(a)? Porqué?

3) Calcule Parcsec x=.

1

Parcsee x = x arcsee x — P —— =
vV x2-1

R: 3)

=x arcsec x —arch x + C.

Solugies de Fernando de Jesus

F. C. L. — Mareudricas Gerais — 2° exame de fre-
guéncia — (Licenciaturas em Ciéncias Biolégicas
e Geoldgicas) — 1959-60.

x?+ 1
5178 — Estude a curva y = =2

5179 — Demonstre e interprete geométricamente o
teorema de Lacranee. Serd o teorema aplicdvel a

fungdio y =/ z? no intervalo [—8,8]? Porqué?
sen =

it i——
zam-0 Vr —

5180 — Determine

5181 — Primitive a) coa%a:-se@x; b) x?e” +
% 1 J x2—x+1
"t %0241 2 — 3w +9

5182 — Determine a drea limitada pela pardbola
y=2—x2 earecta y+x=0.

Enunciados do Dr. Dias Agudo

I. 8. T. — Mateudricas Gerais — Exame de frequén-
cia — 1959-60.

5183 — a) Discutir o seguinte sistema

ac+y+z=1
x+ay+z=0>0
T+ y+az=>5
x4+ y+z=1

e resolvé-lo quando possivel.

b) Indicar em cada um dos casos a posi¢io rela-
tiva dos planos representados pelas quatro equagdes.

5184 — Dada a relagiio w=2iz+4+ 4, com
z=x+iy e w=u+1iv, determine o lugar das
imagens de w no plano de Areaxp quando

a) p(2)<2; b) e(x)<2 e I(x)>|R (9]

5185 — Considerando os vectores w—=2T + J e
v=al+bJ + 2K, supostos aplicados no ponto
B(0,1,2), determine a e b de modo que u seja
perpendicular a v e o ponto A (1,2,3) esteja a uma
distancia igual a 1 do plano definido por u e v (ei-
x0s rectangulares).

0 1-1
5186 — Considerando a matriz A —[ 5 10 —1]
—-1-—-1 0

a) Determine 3 vectores préprios v;,v;,v; de
médule igual a 1 (eixos triortogonais).

&) Calcule os dngulos (t_.::) (t=£j) . Seria de
prever o resultado? Porqué?

¢) Designando por V; a matriz coluna constituida
pelas coordenadas de v, (i =1,2,3), determine a
matriz inversa de T = [V; V, V3].

d) Com X =|zyz| determine X*4 X e indi-
que, em que se transforma esta expressio quando se
faz a substitui¢io X = T"X'.

e¢) O que representa geométricamente cada uma
das equagdes X* ¥V, =0 e a que se reduz cada uma
delas por meio da transformacgédo anterior?

Enunciados do Dr. Dias Agudo

I S.T. — Marem4Aricas Geraise — Exame final —
1959-60. (Algumas questdes).
Ponto 1

5187 — Dada a quddrica 3a2?—8zy +3y?—
—522+5=0. i
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a) Determine o plano diametral conjugado com a
recta de equagbes = = y,z = 0. Trata-se de algum
plano diametral particular ? Justifique a resposta.

b) Deduza uma equagiio candnica e classifique a
quddrica.

5188 — Pretende-se construir um silo de volume
dado V" com a forma de um cilindre terminade por
um hemisfério na parte superior. Cada metro qua-
drado de construgio custa para o hemisfério o dobro
do que custa para o cilindro. Determinar as dimensdes
do silo por forma a tornar minimo o custo da cons-
trugdo.

5189 — Dada a fungfio w=¢€"97v* com x=arctgt,
d?w

. T d w
=V1+468, z =t Calcular — e —.
y \/+ ) ular c“e T

5190 — Em determinados problemas de Resistén-
cia de Materiais intervém as grandezas M (z) (mo-
mento flector) e 7' (x) (espago transverso) relaciona-
das por T (x) = E‘_‘f .

dx

Considere uma viga assente no eixo OX de um
sistema de referéneia X O Y com os extremos em
(0,0) e (£,0) e suponha que para ela se tem

1
Eqb para 0z <La

1
T(x) = gqb—q(x—a) para a<xz<a+ b
1
—Eqb para a+ b eIl (a,b,l,q
constantes positivas).

Determine a correspondente fungido M (x) sabendo
que M (0) =0 e estude a variagdo de M (z) no in-
tervalo (0,!).

Ponto 2

5191 — Dado o plano n=x + 2+ 1=0 ¢ arecta

=g =1y =z, determine:

a) Os planos que passam por r e formam com =
um Angulo de 60°.

b) Os planos paralelos a = que cortam a esfera
22 + y2 + 22 = 25 segundo uma circunferéneia de
raio 4.

5192 — Determine o lugar geométrico dos pontos
equidistantes do plano = +y + 2=1 e do ponto
P(1,1,1). Como se chama a superficie obtida?

5193 — Dada a fungio u =f(r) com r= Vat+ Y2,
92 0'u  d’u 1 du
mostre que — + — - — —.
dax? dyz drt r dr

5194 — Em que teoremas se baseia para concluir
que uma funcfo continua transforma um intervalo
fechado noutro intervalo fechado ?

Sejam m e M o minimo e o mdximo da fungio
continua f(x) no intervalo [a,b]. Mostre que

m (b — a)<£°f(m)dx<nf¢b— a) e conclua daf

que existe pelo menos um ponto £ em [a,b] tal que

b
b s 1G]
v :
Interprete geométricamente esta propriedade.
b
Exprimindo f(z)dxz em termos de uma primi-
tiva de f(x) que teorema obtém? Justifique.

Enunciados do Dr. Dias Agudo

F. C. L. — Mareuiricas Gerais — 1.° exame de fre-
quéncia - 1960.

5195 — 1) Prove que, sendo iguais todos os sub-
limites de uma sucessio, esta tem limite.

5196 — 2) Estude a natureza da série
1 1
“l_?(ai + az) +E(a1+ﬂ:+ﬂ3)—*

supondo que a, decresce para zero.

5197 — 3) Intervalo de convergéncia e comporta-
mento nos extremos deste para a série

-~ r .(8n—
g(-l) ——3"”

5198 — 4) Discuta a natureza do produto infinito

(2 W

I (1 - u,)en
1

5199 — 5) Calcule no ponto @ =0 os limites
laterais e as derivadas laterais da fungéo

e!'=* para <0

k= + V2 —(x—1)® para 20

5200 — 6) Seja F um conjunto fechado e 4 um
conjunto aberto contido em #. Prove que é fechado
o conjunto dos elementos de F' ndo pertencentes
a 4.

5201 — 7) Designe 2 u, (#) uma série unifor-
C

memente convergente em cada ponto de X limitado
e fechado Mostre que ela converge uniformemente
em X.
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F. C. L. — Mareudricas Gerais — 2.° exame de fre-
quéncia — 1960.

5202 — 1) Considere a fungio
223 4+ a?
x2 — 4

a) Calcule as assintotas

Sf(x) =

b) Prove que admite quatro extremos locais e in-
dique a natureza de cada

¢) Prove que admite um e um 86 ponto de inflexdo

d) Faga o tragado aproximado

e) Efectue a decomposi¢do em frac¢des simples e
calcule a drea limitada pela curva e o eixo
dos zx.

f) Usando a mesma decomposigio, calcule o termo
geral do desenvolvimento segundo as poténcias
de x e indique o intervalo de convergéncia

5203 —2) a) Se f(x) tem segunda derivada
negativa ao longo do intervalo (a,&), que
dizer do sentido da concavidade da sua ima-
gem? Justifique

b) Em que condigdes se pode integrar termo a
termo uma série de poténcias? Estabele¢a o
teorema em que baseia a resposta.

¢) Suponha que as fungdes ¢ (u,v), ¢(v) e
f(x,y) tém derivadas de primeira ordem nos
pontos (g, %) 5 v © o= (to; o) y Y= () s
respectivamente. Imponha condigdes que asse-
gurem a existéncia das derivadas de primeira
ordem da composi¢io F(u,v)=f[9 (u,v),$(v)]
no ponto (ug,7vp). D& as expressdes dessas
derivadas.

J. J. Dionisio

F. C. P. — Maremhricas Gerais — 1.° exame de fre-
quéncia — 9-2-1960.
Ponto n.° 2
5204 — 1) Solugdo analitica e grdfica do sistema

{|R=|—3
RS-IS

Nota: Rz e Iz indicam, respectivamente, a parte
real e a parte imagindria de z.

2) Considere o sistema (em z,¥ , 2)

r+ay+s=a
arx+ yY+z=20
z+ay+z=1;

determine uma matriz principal do sistema e escreva
(em cada caso) as matrizes caracteristicas corres-
pondentes.

3) Represente por @ o corpo dos mimeros racio-
nais e considere os polinémios 4 =2+ =+ a? e
B=1+4 22 de Q[x];

a) exprima o mdximo divisor comum de 4 e B
como combinaglo linear de A e B usando o
algoritmo de Evcrines;

b) servindo-se exclusivamente dos cdleulos da
alinea a), decomponha em elementos simples de Q (x)

2

(2 + @ + a?) (1 + «?)

a fracgio

Nota: A e B sio irredutiveis sobre Q.
4) Considere o corpo assim definido:

E=10,1,2,3};

SO L b 1 I 3 AR T % ]
olo|1]|2]|s ojo|o]o]|o
1)1]0|3]e2 1]of1]2]3
g|2|8|of1 2({ol2]8]1
s|sl2[1]o| 3s|o|a|[1]2

determine os polinomios do grau dois e normados de
E [x] irredutiveis (sobre E) .

5) Considere um corpo E e em seguida o con-
junto E [x] dos polinémios de coeficientesem E ena
indeterminada x; supondo que (4;),,;, ¢ uma fami-
lia de ideais de E [x] tal que dados dois (quaisquer)
elementos A, e Ag da familia existe um elemento
da familia Ay tal que 4, C Ay e Agc Ay, mostre
que iUI A; é um ideal.

€

6) Considere a série de termo geral 7
T

n=1,2,8,-... Verifique que é divergente usando
o teorema de Cavcay (é essencial mostrar préviamente
a legitimidade da sua aplicagfo).

Nota: As questdes que deverd resolver sdo:

1,2,3,5e 6 ou 1,2,4,5 e 6.

Resolug8o do ponto n.° 2

1) a) Solugio analitica: |Rz| =3 significa
Rz =3 ou Rz=—3; logo as solugies sdo 3 + 3i
e —3—38i.
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b) Solugio grifica: 4,B.

Y
A
Y
0 x
- Rz
Rz 3/ B 3
2) A matriz do sistema é 1 a 1 I ; como o seu
=Y i |
g L il |

determinante € zero (1.* e 3.4 linhas iguais), a sua
caracteristica € 1 ou 2 (h4 elementos diferentes de
zero) ; a submatriz [a 17], relativa as duas pri-
1 1]

meiras linhas e as duas 4ltimas colunas, tem determi-
nante tqual a a — 1 e daqui, na hipitese a=-1,
a submatriz referida € matriz principal e a matriz

caracteristica correspondente é [Ta 1 a7]; no caso
1l
al L e

a =1 poderd tomar-se a submatriz [1], relativa &
primeira linha e & primeira coluna, como matriz prin-
cipal e as matrizes caracteristicas correspondentes sdo

1 a] e[l «
1B et E gl I
8)a) A=BQ+ Ry ecom Q=1 Ry=1+x
B=RiQ +R; ecom Q=—1+x Ry;=2

logo, Ry =2 € mbximo divisor comum de A e B;
como :

Ri=A-BQ e
teremos :
R;=B—-(A—BQ)Q:=A(—Q)+B(1+QQ)

2=2+x+x)(1—x)+ (1 +x3)x

R;=B—R;Q;,

b 2 (2+x+x?) (1-x)+(1+x2)x
) Bt i) @rr+d 140
x 1—x

= R SR T

4) Seja A=a+bx+x2e E [x] irredutivel (sobre E);
como A € de grau dois, dizer que € irredutivel e equi-

valente a dizer que a fungdo polinomial definida por A
toma em cada ponto de E um valor diferente de 0.
a e b deverdo entdo ser determinados pelas condigdes :

A(O)=a=0
A(l)=a+b+1£0
A(2)=a+b2+ 350
A@B)=a+b3+250.

Analisemos, a titulo de exemplo, 0o caso a = 1. Da
segunda condigdo, vem, entdo, b =1 ou b=2 ou
b = 3; pelos duas tultimas teremos que afastar o caso
b =1; dsto € o polindmio 1 + bx + x2 € irredutivel
quando e 86 quando b =2 ou b = 3.

5) i) O polinémio zero pertence a U A;; poiso
iel
polinémio zero pertence a qualquer ideal;
ii) Se Ae UA e BeUA, entdo A—BeUAj
isl iel iel

na verdade, existem entio a6l e Bel tais que AeAx
e BeAg e como existe yel tal que A,C Ay e

Aﬂ(:AT, A e B pertencem ao ideal Ay e daqui se
conslui que A —BeAyC Lg A
161

iii) se AelU A;, qualquer que seja XeoE[x],
igl

como Ae|) A eviste ael
iel
AelA, ecomo A, € ideal, AXeA,C UA,.

iel

AXeUA; tal que
ial

b) O teorema de Cavcmy invocado € este: ase
(an)u=l,2.5,.._ € uma do decr te e de termos

ndo-negutivos, pondo b;=2'a,, i=0,1,2,..-, as

séries a3+ 2 + 83+ -+ € by+ by + by + ---
bas convergentes ou ambas divergentes».

sdo am-

Ora (—-l—_-) € decrescente e de termos
VD/n=1.2.5...,
ndo-negativos, logo o tevrema € aplicdvel. A série de
termo geral by = 2 VL@’ i=0,1,2..-, € a série
geométrica 1+ V2 + (V22 + ---, de razio V2,
que € divergente. A série de termo geral %,
n=1,2,3,..., éportanto divergente.
F. C P. — Maremdricas Gerais — 9-2-60.
Ponto n.° 3

5205 — 1) Solugio gréfica e analitica do sistema

|Ra+ gz|=1
|8]| = 1.
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Nota: #z e gz indicam, respectivamente, a parte
real e a parte imagindria de z.

2) K dado o sistema (em x,y,2):

2+ y+ z2=2
22— y+ z=2
ax+by4ecz=c;

condicione a,b e ¢, apresentando o resultado de
maneira simples, de modo que o sistema seja solivel
e tenha mais que uma solugfo usando exclusivamente
o teorema de Roucmi sob a forma em que intervém
directamente os determinantes das matrizes carac-
teristicas.

3) Represente por @ o corpo dos nimeros racio-
nais e considere os polindmios A =1 -2+ 22 e
B=1+2x+ 2? de Q[x];

a) exprima o mdximo divisor comum de 4 e B
como combinagdo linear de 4 e B usando o algo-
ritmo de Evcripes;

b) usando exclusivamente o método dos coeficien-
tes indeterminados, decomponha em elementos simples
6+ 8x + 1322+ 5ad

l+x)p(l—z+x?)

de Q@ (x) a fraccio:

Nota: 1 — o+ x? é irredutivel sobre Q.
4) Considere o corpo assim definido:

BE={0,1,9,81;

+|0|1]2]|8] 0 RO 6 T
olo|1]|2|s olofo|ofo
1|/1]/0|8]2 10123
2(2|8]|0f1 slo|2|3|1
s[3]2|1]0 slofs|1|2

a) Diga, justificando, se o polinémio 1+ 3z +
+3a?+ 2 é ou nfo irredutivel (sobre £); caso
seja nio irredutivel, factorize-o em factores normados
e irredutiveis (de E [x]);

b) determine o polindmio A4e E [x], quando

muito de grau trés, tal que:
A0)=1 A(1)=2 A4(2)=3 A(3)=1.

5) Considere, por exemplo, o corpo dos mimeros
complexos C, e no conjunto E dossubcorpos de C
a relagdo de ordem parcial C (inclusio de conjuntos).

Mostre:

a) cada parte 4 (@) de E é minorada e tem
infimo;

b) cada parte A (@) de E ¢é majorada e tem
supremo.

6) Aplicando o critério de D’AremBErT A série:

1 1 1 1 1
+g+tantasatasatroal
z | 1
+22.3z.4z+23.3z.4z+

diga se é convergente ou divergente.

Nota : Designando por a,,n=1,2,..-, o termo
de ordem de =n, é:
Gy—g=1/2"=1 Zr=1 4p=3 5 m1,2,...
Gau_y=1/90  Br=1 4n=1 .= 1,9, ..
Gy, =1/2 3 41 n=1,2,.-

Observagido: As questdes que deverd resolver sfio:
1,2,3,5 ¢ 6 on 1,2,4,5 e 6.

F. C. P. — Mareudricas Gerais — 1.° exame de fre-
quéncia — 1959-1960.

Alguns enunciados doutros pontos

5206 — 1) 'Considere o conjunto Z dos mimeros
inteiros e as relagdes p e ¢ definidasem Z como se
indica:

7 py significa sy se |x|=|y|
e|<|y| se [=]|F]y];
xoy significa |z| = |y].
Mostre que p ¢ uma relagio de ordem total e o é
uma relagio de equivaléncia.

2) BSejam p e o relagdes de ordem parcial defini-
das no conjunto E =@ e considere as relagbes
71 @ 7, definidas em E deste modo:

wryy significa xpy

w1y significa xpy e

ou ®aoy;
Loy,

Diga, justificando, se alguma das relagdes ©; e 3
¢ de ordem parcial.

3) Considere a relagio p definida no corpo dos
nimeros complexos como se indica:
z¢8' significa gz <L Iz se Rz =g
Rz <Rz se RKaf[d.
\
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Mostre que ¢ é um relagio de ordem total.

4) Estude, pelo teorema de Cavcay e mostrando
a legitimidade da sua aplicaclo, a série de termo
geral

1
Gy, n=1,2,3,..-, com ay=1 e a"-nlogn
para n=2,3,....
5) Estude, pelo critério de Caucny, a série:
: 1 z i ! o 1 : = : ir
—t—t—t —t— + —
sttt TR TE T
1 1 1
e T ppa i
Nota : Representando por a,, n=1,2,...,
o termo de ordem n, é:
O3p_2=1/8""% n=1,2,...
Ogp—g=1/B*=1 n=1,2,...
@, =1/6* n=1,3,..

ALGEBRA

F. C. L. — Avcesra Surerior — 2.° exame de fre-
quéncia — 1960.

1.* chamada

5207 — 1) Considere a matriz
A= -2 -6 7
1 2 -1
—4 —6 9
a) Calcule ¢ (2), adj A\ — 4) e A™!
b) Mostre que é ciclica
¢) Calcule os valores proprios e bases dos subes-

pagos proprios, estas usando adj (A I — A).
5208 — 2) Seja 4 = |a;;] matriz tal que

Ra“b-ﬁ1¢,”|

Jomu |
k

k-l,...,n

a) Prove que sdo positivas as partes reais de to-
dos os valores proprios
b) Prove que é det RA> 0.

5209 — 3) Designe A asomadirectade r trans.
formagdes lineares A4;,---, A, com polinémios mi-
nimos respectives fy(2),---, S, (A) primos entre si

6) Considere o corpo assim definido:

E=10,1};

“(voR| | -l0]1
o|lof1 olo|o
1590 %101

a) 1+a+x*+ 236 E [x] éirredativel (sobre E)?
Justifique.

&) Forme as tabelas das operagdes a«+» e «on
definidas em FE >< E do modo seguinte:

(=,9) + (u,v) = (z+ u,y + v)
(z,9) o (u,v)= (z-u,y-v).

¢) Verifique que (E >< E,+,-) nfo é um corpo.

Enunciados e solugles de
Anibal Coimbra Aires de Matos

SUPERIOR

dois a dois. D&, justificando, o polinémio minimo
de 4.

5210 —4) a) E dado o polinémio f(r) =
=32 —3x + 1. Obtenha a decomposi¢io espectral
de f(A) usando a relativa a 4.

b) Se C ¢ nilpotente de indice ¢, prove que

q=1
2 oty Ck=0 implica o = pg ==
k=

¢) Usando as alineas anteriores, deduza para A

uma condigdo incidente sobre os valores prd-
prios, necessdria e suficiente para que f(4)
resulte completa.

_*\q—lmo

2.* chamada

5211 — 1) Calcule os valores prdoprios da matriz

4= 9 -1 —1
-1 9 -1
2 2 12

e obtenha uma base de Jorpax.

5212 — 2) a) Prove que ¢ unidimensional qual-
quer subespago proprio de uma transtormagio
linear ciclica.
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) ¥ a reciproca verdadeira? Justifique.
¢) Condigio necessdria e suficiente para que uma
transformagio ciclica seja completa.

5213 — 3) a) Que valores sdo admissiveis para
« de modo que a matriz

A=7170 0 «
0+ 0
2 00

admita poténcia infinita? Use o teorema de
OLDENBURGER.

ANALISE

F. C. L. — Ax{uise Suveerior — 4.* frequéncia — (41.*
chamada) — 1960.

5215 — 1) Demonstre que, nam espago métrico, a
distincia entre um conjunto compacto e um conjunto
fechado é maior que zero, se, e 56 se, os dois conjuntos
sdo disjuntos. Mostre com um exemplo que a dis-
tincia entre dois conjuntos fechados pode ser nula,
sendo os conjuntos disjuntos.

5216 — 2) Mostre que um sub-espago fechado
dum espago métrico completo é também completo.

5217 —3) Prove que, num espago separado, dados
vidrios pontos em numero finito, é sempre possivel
escolher vizinhangas desses pontos, disjuntas duas
a duas.

5218 — 4) Reduza i forma triangular o sistema

Dz+Dy—z =g
Dzx+y + Dz=g
x +y +Dz=g¢g
e supondo que
0, se t<<0 ou t>=/2
q-‘(t)—{l’ se D<t<<w/2

ache a solugfo do sistema que se anula para t<<0.

5219 — 5) Determine, pelo método de truncatura,
a solugio da equacio y'"' + 4y' =1 que verifica as
condivdes y (0) =1, ¥'(0) =0, 3" (0) =1.
5220 — 6) Determine afungdo de Green associada
ao sistema
Y'+2y + 2y =g ()
y(0)=0,y(x/2)=0
e determine a resposta do sistema quando a acgio
¢ (x) é a funglo |sen 4z |.

b) Confirme o resultado anterior mediante o cdl-
culo prévio da sucessio das poténcias de A.

5214 - 4) a) A matriz nfio-negativa 4 ¢é am-
pliada com uma linha e uma coluna nio-nega-
tivas. Relacione o raio espectral da nova
matriz com o de 4.

b) Prove que matriz nilpotente nio-negativa é
transformdvel por }ermutagio em matriz

triangular.
J. J. Dionisio
SUPERIOR
5221 — 7) Prove que a sucessio de fungdes

1

n, para |2|<

‘Pn(x)- 1
0, para |a|>—

converge em média sobre a recta mas ndo converge
em média quadritica nem pontualmente.

5222 — 8) Mostre que, se g é uma fungio indefini-
damente derivdvel no sentido usual e § uma distri-
bui¢io qualquer, o produto de composicio ¢#*&§
é uma fun¢io indefinidamente derivdvel no sentido
usual. (Supdem-se ¢ e S nulas 4 esquerda da
origem).

F. C. L. — Ax4uise Surerior — 1.* frequéncia — (2.*
chamada) — 1960.

5223 — 1) Seja f uma aplicagio de R npum
intervalo limitado; mostre que, para [ ser continua,
é necessdrio e suficiente que o grafico de f seja um
conjunto fechado em RZ.

5224 — 2) Prove que o espago % é homeomorfo
ao interior de uma esfera de R3 e que R? nio é
homeomorfo a uma superficie esférica.

5225 — 3) Sendo E um espago separado, prove
que, dados dois conjuntos compactos M , ¥ de E dis-
juntos, existem sempre dois conjuntos abertos disjun-
tos A;B de E taisque Mc A e NCB.

5226 — 4) Determine pelo método de truncatura
a solugdo da equagio

Yy — y = cosx
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que verifica as seguintes condigdes iniciais

1 (5)-03)- 1 (3) w0 (3)

5227 — 5) Determine a solugio do sistema

x + y! —x—y = H

'ty —z+y=3
que se anula & esquerda da origem. (H designa
a fungio de Heavisipe e & a distribuigdo de Dirac).

5228 — 6) Determinar a fungio de Greex asso-
ciada ao sistema

Y'=¢(@), y(0) =0, y(1) =y (1) =0.

5220 — 7) Mostre que, se T ¢ uma distribui¢do
de ordem p>2, todas as solu¢des da equagio
y'+ay + by =T sio distribui¢des de ordem p—2.

F. C. L. — An{rise Surerior — 2.* frequéncia — 1960-

5230 — 1) Seja f uma fun¢fo holomorfa num
dominio D e seja a uma singularidade isolada de
f-. Demonstre que:

a) Condigdo necessdria e suficiente para que a
seja um polo de ordem % é que existam duas cons-
tantes positivas M , N tais que se tenha

N|f@|lz—al=M

numa vizinhanga de a privada deste ponto.

1
b) E impossivel a condigdo |f(2)| >e!**! numa
vizinhanga de a privada deste ponto.

5231 — 2) Mostre que a funglo exp (1/2) é li-
mitada no semi-plano Rez << 0, apesar de a origem
ser uma singularidade essencial para esta fun¢fo.

5232 — 3) Seja D um dominio aberto qualquer
do plano complexe C e designe o5 (D) oespago vec-
torial complexo formado pelas fung¢des holomorfas em
D, com as defini¢des usuais de adigio de duas fungdes

MECANICA

F. C. L. — Mecaxica Racionar —1.° exame de fre-
quéncia — 1959-1960.

5237 — 1 —a) Componentes tangencial e cen-
tripeta da aceleragio dum ponto em movimento.

b) Prove que o raio de curvatura da trajectdria

e produto de uma fun¢do por um nimero complexo.
A cadafungio fe5(D) eacadacompacto KC D, com
um nimero infinito de pontos, fagamos corresponder o
nimero pg (f) = max | f(z)|. Posto isto

zeK

a) Provar que py é umafun¢io norma definida em
6 (D), qualquer que seja o compacto K.

b) Caracterizar a convergéncia de uma sucessio
f. de fungdes de 5 (D), relativamente ao sistema
de normas pg(f) .

¢) Provar que o operador D de derivagio é con-
tinuo relativamente A topologia introduzida em 6 (D)
pelo sistema de normas pg (f) .
5233 — 4) Resolver pelo método das matrizes o
sistema
d2 Ty
dt2
d? o
dtz

=—3$1+5wz

=—2.‘Bj+3$z

com as condigdes iniciais
22 (1) = 0,24 (1) = 0.

5234 — 5) a) Determine as fun¢des préprias do
operador D2 que verificam as condigbes nos limites
y(0) =0,y (=) = 0.

b) Utilize o resultado anterior para determinar as
componentes harmdnicas da solugio da equagdo
D?*y = x sujeita aquelas mesmas condigdes.

24 (1) = 0, @ (1) = 1

5235 — 6) Calcular pelo método dos residuos
~+ oo =
Vi+a d
—e0 3l +;:-1_ ;s

5236 — 7) Calcular pelo método dos residuos o
integral
" 1
J Betds
T

sendo T' uma circunferéncia com centro na origem,
orientada no sentido positivo.

RACIONAL

do ponto na posigio que ele ocupa num certo
instante é
hv?
a=
[vAa|
onde v e a sio, respectivamente, a velocidade e a
aceleragio do ponto no referido instante. Por meio
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desta expressdo, obtenha a expressfio do raio de
curvatura da linha plana y = f(x) num seu ponto
genérico.

2 —a) Angulos de Eurer. Estabeleca a relacio
que existe entre os dngulos de EuLer e os cossenos
directores dos eixos dos dois triedros de referéncia.

b) Sejam dois triedros §; e S,; estabelega as
relagdes que existem entre os ingulos de EvLer que
definem a posigio de S; em relagio a S; e os
dngulos de EvLer que definem a posi¢io de §; em
relagio a S,, e comprove com as relagdes obtidas
na alinea a) as relagbes agora obtidas.

3 — a) As coordenadas vectoriais dum sistema de
vectores localizados sobre rectas em relagio ao ponto
A(0,1,1) sdo

R = 3 e
a=—e +2e;3.

Determine um sistema equivalente ao sistema dado,
formado por trés vectores

vi = e; — e3 aplicadoem 4

v, pertencente ao plano B = 0 + 1 e; + p ey

vy pertencente ao plano C =0 + me; + ne;.
Mostre que nem todo o sistema de vectores ¢ equi-

valente ao sistema dos trés vectores nas condigdes
referidas.

5) E dado um sistema de vectores, S, uma recta
r e dois pontos A e B. Mostre que se § é equiva-
lente a trés vectores (r,wvy),(4,vs), (B, vs), entio
v; ¢ determinado, assim como os planos de v, e v;3.

4) Um ponto P move-se de modo tal que as
componentes da sua velocidade sdo

v, = —2asen ot
v,=4wsen2u!
v, =0.

com w constante. No instante ¢ = 0 o ponto encon-

trava-se em Py (0,2, 2).

a) Determine as equacgdes finitas do movimento
de P e a sua trajectoria.

b) Mostre que o movimento é periddico e deter-
mine o tempo que o ponto leva a percorrer a trajec-
téria uma vez,

¢) Determine as componentes tangencial e normal

- ™
da aceleragiio do ponto no instante ¢ = =
w

F. C. L. — Mecisica RacrovaL — 2.° Exame de fre-
quéncia — 1959-1960.

5238 — 1) a) Eixos principais de inéreia dum
sistema material S em relagio a um ponto. Critério
que permite reconhecer se uma recta que passa por
um ponto A é eixo principal de inérecia de § em
relagio a A. Mostre que se um eixo principal de
inércia é eixo principal central de inéreia, entdo é
eixo principal de inércia em relagio a qualquer
dos seus pontos.

b) O elipsoide central de inércia de um dado sis-
tema material ¢ uma esfera. Servindo-se da relagio
que existe entre os momentos de inéreia dum sistema
material em relagdo a rectas paralelas, diga que forma
particular tem o elipsoide de inércia do mesmo sis-
tema em relagio a um outro ponto A.

Sendo I o momento de inéreia do sistema referido
em relagfio ao seu centro de massa G e d a distin-
ciade G a A diga quais os valores dos seus mo-
mentos principais de inéreia em relagioa A.

5239 — 2) a) Sistemas articulados. Suas equa-
¢oes de equilibrio. Deverio ou nio estas equacgdes
implicar que o sistema de forgas exteriores é equiva-
lente a zero. Justifique a resposta.

b) Considere um sistema articulado formado por
cinco ladog, quatro dos quais constituem um quadri-
ldtero e o quinto uma das diagonais desse quadrild-
tero. Classifique este sistema dentro dos tipos que
estuddmos. Escreva as suas equagdes de equilibrio e
deduza delas, directamente, que o sistema das quatro
for¢as exteriores aplicadas nos nodos é equivalente
a zero.

5240 — 3) a) Um semi-circulo material (raio R)
tem em cada ponto uma densidade numéricamente
igual & distincia do ponto &4 base 4 B.

A B

Determinar a posigiio do seu centro de massa De-
terminar o seu raio de giragio em relagio 4 media-
triz da base,

b) Suponha que o semi-circulo esta fixo pelo ponto
A, é pesado e que o ponto B é atraido para um
ponto fixo C, no plano horizontal de A, por uma
for¢a de médulo proporcional a distdncia BC. Se o
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sistema se move apenas no plano vertical de AC,
quais as suas posi¢des de equilibrio ?
Faca dist. A C = a.

¢) Mostre que se no caso da alinea anterior o
semi-circulo puder ter qualquer movimento em torno
do ponto A, as suas posi¢des de equilibrio conti-
nuam a ser as mesmas.

5241 — 4) Uma recta r move-se num plano do
modo seguinte

1.°) — Um dos seus pontos P percorre uma recta
fixa, s, desse plano com movimento uniformemente
acelerado (aceleragiio a)

2.°) — Mantem-se constantemente tangente a uma
circunferéncia fixa de raio R e cujo centro pertence
a recta onde se move P. :

3.9) — Inicialmente P encontrava-se em A com
velocidade nala.

a) Determinar as trajectérias polares do movi-
mento de r.

b) Considere o ponto B que em cada instante é
a intersecgio de r com a perpendicular a s tirada
pelo centro da circunferéncia. Figure para um instante
genérico a direcglio e o sentido dos vectores veloci-
dade relativa, velocidade de transporte e velocidade
absoluta de B, e determine os modulos desses vee-
tores no instante em que o dngulo 6 figurado éigual
a =/4 radianos.

CALCULO DAS PROBABILIDADES

F. G. C. — Circuro pas Prosasinipapes — 4.° Exame
de Frequéncia — 2.* chamada — 8-3-1960.

I — Parte Prética

5242 — 1) Duam baralho de 40 cartas tiram-se
a sorte sucessivamente e sem reposigio 5 cartas.
Calcule a probabilidade de saida de:

a) Um so ds;

) Um ds pelo menos;

¢) Trés cartas de um mesmo naipe e duas de
outro;

d) Uma copa nailtima tiragem, sabendo que nas
anteriores so saiu umna.

Justifique sumariamente.

5243 — 2) Duma urna com 10 esferas, sendo
6 brancas e 4 pretas, tiram-se a sorte, simultinea-
mente, 2 esferas que saiem da mesma cor.

Qual a probabilidade de, em nova tiragem de
2 esferas, de entre 8 restantes voltar a sair esfera da
mesma cor das duas primeiras.

5244 — 3) Sobre os catetos dum tridngulo ree-
tingulo [0 A B] langa-se a sorte 2 pontos M e N,
um em cada cateto. A recta aleatéria M N divide
o tridngulo em duas regides: um tridngulo rectingulo
e um quadrildtero. Calcule a probabilidade de, em
novo langamento de um ponto Q, este cair no qua-
drildtero.

IT — Parte Tebrica ~

5245 — 1) Enuncie e demontre o teorema da
possibilidade composta para uma classe dupla, em
Probabilidade Descontinua.

5246 — 2) Enuncie a lei binominal no problema
das provas repetidas. Generalize o enunciado.

5247 — 3) Em Probabilidade Continua defina
probabilidade no caso de langamentos em regibes
ilimitadas. Enuncie um teorema relativo a esse caso
e faga a aplicagio a um exemplo.

Epunclados do Dr. Neto Murta



30

GAZETA DE MATEMATICA

MECANICA CELESTE

F. C. L. — Mecaxsica Ceresrte — 1.° exame de frequén-
cia — 1959-1960.

Responda apenas a trés questdes.

5248 — 1) a) Potencial newtoniano dum sis-
tema material continuo num ponto exterior ao sistema.

&) Caleular a for¢a do campo newtoniano devido
a um contorno rectangular homogéneo de lados 2a
e 25 num ponto genérico da perpendicular ao plano
do contorno passando pelo seu centro.

5249 — 2) a) Equagdes diferenciais, em coorde-
nadas cartesianas, do movimento absoluto de =n pon-
tos materiais atraindo-se segundo a lei de Newrox.
Seus integrais primdrios.

b) Designe por S(0;X,Y,Z) o referencial de
inéreia que usou na alinea anterior e seja Sy(0;E,n,%)
um novo referencial nas condigdes figuradas

= |4

/ e Py y

e

CALCULO

F. C. L. — Circuro Numérico Mecixico & Grdrico —
Exame de frequéncia — 1959-1960.

Responda apenas a uma questfio de cada grupo.
1

5252 — 1) As raizes da equagio x2—18x+1=0
sdo a3
o =9 + VBU
rg = 9 — v/%
Caleule os valores dessas raizes usando o valor de
/80 com cinco algarismos significativos.

Quantos algarismos significativos tem cada um dos
valores obtidos ?

wl//0Z
6 = constante

movendo-se o ponto N sobre 0Y com velocidade
constante.

Considere o movimento dos = pontos em relagio
ao referencial §; e compare a energia total do sis-
tema neste caso, com a energia total obtida no caso
da alinea a).

5250 — 3) No problema dos dois corpos:

a) Considere o movimento do sistema dos dois
pontos em relagio a um referencial de inéreia com
origem no centro de massa e mostre que cada um dos
pontos descreve uma conica de que o centro de massa
¢ um foco.

b) Caso da drbita eliptica no movimento dum dos
pontos em relagio ao outro.

5251 — 4) a) Elementos intermedidrios no método
de LarLace para o cdlculo de érbitas. D& uma ideia
geral do modo de obter tais elementos a partir de
trés observagoes.

5) Suponha conhecidos os elementos interme-
didrios a que se refere a alinea anterior e indique
como se obtém, a partir deles, o semi-eixo maior e a
excentricidade da érbita.

NUMERICO

Mostre que, calculado wx;, é preferivel obter 3 a
partir da relagio xyjaxp = 1.
5253 — 2) Mediram-se dois lados dum tridngulo
e o angulo por eles definido obtendo-se
¢ =5,36(2) em
b =8,32(2) em
o = 45 (0,25)°
Determinar o erro relativo da drea do tridngulo
quando calculada a partir dos elementos medidos.

II

5254 — 1) A grandeza R = s pode obter-se
z+ Yy

medindo x e  + y ou medindo = e y.
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Os valores de = e = + y podem obter-se com erro
relativo inferior a 1°/,; y pode medir-se com erro
relativo inferior a 20°/,. Sabendo que R tem um
valor da ordem de 0,95, quais as medidas que se
devem fazer para obter o melhor resultado?

5255 — 2) Por aplicagio da teoria dos opera-
dores das diferengas finitas mostre que

L !
a) vfi= E (= 1) *‘mﬁf‘_wﬁ—x

b) f(z—nh)=f(x)—nvf(z)+ ?—L’;I_iv?f(a:)+

+o (=) f ()
1

5256 — 1) f(x) é um polinomio de grau par. Na
seguinte tabela de valores exactos hd um engano

L (=)
0 10000
1 9998
2 9968
3 9844
+ 9488
5
6
7
8

8750
7408
5198
1808

Corrigir esse engano e continuar a tabela ate
x =12

5257 — 2) A partir da relagio

z=y3—2y—>5

construiu-se a tabela

e y=f(=)
— 1,941 1,9
—1,000 2,0
+ 0,061 2,1
+ 1,248 2,2
+ 2,567 2,3

Construa uma tabela de diferengas divididas corres-
pondentes aos valores tabulados da funcio y e a
partir dela determine um valor aproximado da raiz
do polinémio y® — 2y — 5 que estd entre 2,0 e 2,1

v

5258 — 1) Construir um dbaco de pontos alinha-
dos de suportes rectilineos em N, para repiesentar
a relagio

d?n
T 25

X = 0(10)120
d =0(1)5.

5259 — 2) Construir um dbaco de pontos alinha-
dos de suportes rectas concorrentes para representar
a relagio

d ) 1
w v w
u=0(1)10
v=0(1)20
Os suportes das escalas de u e v devem ser per-
pendiculares e a razio dos comprimentos das escalas
deve ser igual a 3 /4.

F. C. L. — Cfrcuro Numirivo, Mecanico 8 GriFico —
Exame final — Prova pratica — (Junho 1960).

5260 — 1) Calcular
1
f Vil—2?) (2 —x)da
0

pela regra de Simeeox, fazendo A = 0,05.

5261 - 2)

o sistema

Resolver, pelo método de relaxagio,.

9wy — Bxp + 2a5 =80
3I|—10:l‘2— :P3=-50
—xy + 225 + Dy =40

obtendo o resultado com erro inferior a 0,005.

5262 — 3) Calcular, por fraccionamento, a inversa
da matrix,

059 —025 —0,18
—025 070 —0,23
—018 —038 0,56

5263 — 4) Um computador electrénico universal
tem um cddigo de direcgio simples que inclui as
ordens seguintes (4c¢ — acumulador, M — registo do
multiplicador, C (4 ¢) — contelido de 4¢, C(M) —
conteido de M, C (n) —,contetido do compartimento
n da memdria)
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An — Adicione C(n) a C(4e) colocando o resul-
tadoem dec.

S n — Subtraia C(n) de
resultado em Ae.

C(Ac) colocando o

T n — Transfira C(A4e) para o compartimento =
da memdria (deixando limpo o acumulador).

Un — Copie C (Ac) no compartimento n da me-
moria.
Hn — Substitua C (M) por C(n).

¥V n — Multiplique C(n) por C (M) e some o
resultado a C (4de¢).

Gn—Be C(Ade)<<0 tome C (n) como a préxima
ordem, caso contrdrio proceda normalmente.

En—S8e C(A¢) >0 tome C(n) como aproxima
ordem, caso contrdrio proceda normalmente.

Fn— Tome C(n) como a préxima ordem a ser
executada.

Escreva programas para resolver os seguintes pro-
blemas :

a) Calcular ab +cd + ef onde a,b,c,d,e,f
estfio, respectivamente, nos compartimentos 20, 21,
22, 23, 24 e 25 da memdria.

b) Se C(4) e C(6) tém o mesmo sinal, colocar
o produto C(4) > C(6) no comportamento 1; se
tém sinais contrdrios colocar | C (4) — C (6)| nesse
mesmo compartimento.

PONTOS DE EXAME DA UNIVERSIDADE DO RECIFE

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — Axirise Maremirica [ — 1.* prova
parcial — Junho de 1960.

5264 — 1) Calcule

1 1 1
li A e
n-l—,:‘m (ﬂ "V'n? +1 +ﬂ-NV"nz+2+ % n"‘/nz—}—ﬂ)

R.: Como
1 - 1 = 1
n"yYnZ+1"~ n"Ynz+2 n"yn2+n’
a soma encerrada entre paréntesis esta constante-
. 1
mente compreendida entre 2 'Vaitn = Vot n
n 1
n "y’n?+1 W n\,/uz =
n+1)241
Mas  lim e——— 1 Ia'm14 -1,
n—>o0 Vﬂ!—i-l n g0 n2-|—1
e andalogamente
1
nte—— 1

LV s T
sendo, por consequéncia igual a 1 o limite pedido.
5265 — 2) Seja @ um nidmero real maior que 1
e considere a sucessdo

a’,al’ e ,all’-"

em que

aq<ae gy yu=—-a+a—1.
a

Mostre que a sucessio é convergente e determine o
seu limite quando n — co.

R.: Tem-se, por hipdtese, aj<<a e, supondo a,<a,
1

resulta a,, <—-a+a—1=a. Conclui-se, por
a

indugdo, que a sucessdo € superiormente [imitada.

E imediato também a,., > a,, pois esta desigualdade
é equivalente a a, << a.

Trata-se, portanto, de uma sucessdo crescenle e supe-
riormente limitada, logo convergente.

Designando por L- o seu limite, tem-se

1
L=—-L+a-—1,
a
donde L= a.

5266 — 3) Seja A o conjunto de todos 03 nime-
ros racionais » tais que 3+ 22 <<1. Mostre que:

a) A define um corte no conjunto dos niimeros
racionais ; i

b) se y é um nimero racional tal que 3 +2y>1,
entfio existe pelo menos um nmimero racional z <y,
tal que 2* + 22>1;

¢) o supremo do conjunto 4 é um numero irra-
cional.



