ANO XXI—N.2 1980 GAZETA DE MATEMATICA ABRIL/SET. — 1960

zorror : Gazeta de Matemdaiica, Lda.

apmixisTrADoR : A, Sd da Costa

zeacrorss: J. Gaspar Teixeira, J. Morgado e J. da Silva Paulo

Composto na Tipografia Matemétice, Lda. — Rua Didric de MNoticias, 134 -1.° - Esq. — Telef. 279449 — LISBOA 2

Método de relaxacdo para s resolucdo de sistemas
de equacdes algébricas lineares
por A, César de Freilas

Este artigo destina-se a apresentar os ele-
mentos indispensaveis & compreensdo e uti-
lizagio do método de relaxagio para resolver
sistemas de equagdes algébricas lineares.
Esse método, pela facilidade com que pode
ger usado e pelo modo como traduz certas
situagdes das aplicagdes praticas, tem larga
aplicaciio em fisica e engenharia. Assim, por
exemplo, usa-se correntemente na resolugio
numérica de equagdes diferenciais ordinarias
e com derivadas parciais.

IX um método que se adapta particularmente
bem ao calculo com papel e lapis e maquina
de calcular vulgar, mas de dificil aplicagdo
com as modernas maquinas calculadoras
automaticas, pois a sua eficiéncia depende
em grande parte do discernimento e da
experiéncia do calculador.

A ideia bisica do método de relaxagio
parece ser devida a Gauss, mas a sua popu-
laridade e muitas das suas aplicacdes sio
devidas aos trabalhos de Southwell (1) e seus
discipulos.

O nome de «relaxag¢io» vem da terminolo-
gia de certas questdes de engenharia onde
Southwell aplicou o método pela primeira
vez.

(1) Ver referéncias [4] e [5] da bibliografia.

1 — Considere-se o sistema

a1y + A& + o0 + ATy = b,
ag @y + Ggo@g + -+ + Agnn = by

Any Ty 5 Ay 9y + - + Guny = bﬂ

(1)

que supomos admitir uma e uma 86 solugio,
isto 6, ha um s6 conjunto de valores
@y ,29,+ -, &, que verificam as equacdes do
sistema.

Seja ;,%5,+--,E umconjunto(ordenado)
de » nimeros. Chamam-se residuos corres-
pondentes a esse conjunto e ao sistema (1),
aos valores

ry=ay & 4+ ajobg + -+ + apafa— by
rog=091% + agolg + -+ + a,80 — by

.........................................

rn=an|£|+an222+"' +a~nnEn_bn

@

Os residuos serido todos nulos se, e 86 se,
gy =a,bg=og, 2+, Ea =2, (ou seja, se
E1,Eg, -+ ,En for a solugdo do sistema).

Diremos que &;,Ey, ... ,E, é uma solugdo
aproximada do sistema com erro inferior a
n >0, se se tiver

[B — x| <m,|Eg—ag| <m,

(3) 3"'!J£n"—wn|<ﬂ
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Substituindo em (2) os valores de b, by,
,bn dados por (1) obtem-se

ry=ay (& — o) +apE —xg) 4+ -+ +
= aln(En o mu)

rg=ag (& — @) + agn(fs — xg) + .-+

(4) + dan (En — &)

PR R N T e e st amaran

reman (B — @) + aua (g — ) + - +
+ Apn (En o wn)

e, se se verificam as relagdes (3),

[ry ]| <(lagy]| + |arg| 4 -+ +|a1n|)n
rg| <(|agy| + |aga| 4 =+ + |agn|)

®)

R R R I I N

[r“|<(|a"1|+|aﬂﬂi+ lannl)ﬂ

e, portanto, se »n ¢ suficientemente pequeno,
o8 residuos também séo numeros proximos
de zero.

Em geral s6 interessa determinar uma
solugio aproximada do sistema (1), quer
porque o calculo da solugio exacta exigiria
trabalhar com valores com um nimero in-
comportavel de algarismos, guer porque
muitas vezes os coeficientes e os termos in-
dependentes das equac¢des nédo sio nimeros
exactos (ou por resultarem de dados da obser-
vagiio, ou por resultarem de outros calculos
onde houve que fazer arredondamentos).

Interessa-nos observar que em certos
sistemas podem obter-se residuos bastante
proximos de zero para valores £;,8, - -,&,
muito afastados da solugio. I o que acontece,
por exemplo, com o sistema

5.7.'l+ 73,'2‘1‘- 62.‘5+ 53‘& 23
Taey + 10xg + 8B8uag + Tay =32
). 162 + Bay+ 1025 +. Dy = 38
Say+ Tag+ 9aps+ 10xy =31

onde para §; = 14,6,8=—1T7,2,E=—2,0,
E4=3,1 se obtém os residuos r; = — ry =
—rg =1r4=0,1; para £, = 2,86 ,%5;=0, 13

ks = 0,650,E, = 1,21, obtém-se os residuos
ry = —ryg= —r5=1ry = 0,01. Contudo a so-
lugiio do sistema é x; = &g = x5 = oy = 1.

Sistemas tais como (6) dizem-se numérica-
mente instdveis e, para estes sistemas, peque-
nas variagdes nos coeficientes traduzem-se
por grandes varia¢des na solugéo.

A resolugio de sistemas numéricamente
instaveis exige sempre cuidados especiais e,
se os coeficientes estdo sujeitos a incertezas,
esses sistemas conduzem a solugdes sem
qualquer valor (1).

Em notagio matricial o sistema (1) escre-
ve-se

AX=8B ()

onde A é a matriz do sistema, X é o vector-
coluna das incégnitas e B & o vector-coluna
dos termos conhecidos

A- _a“ agl vee @y l— X= —a‘l_ B— _bl“_
dgy Qgg-+- Gug &g by
b s Apn_ Ly _| b,

Dizer que o sistema admite uma e uma sé
soluciio equivale a dizer que a matriz A é
regular.

O sistema (2), com a notagio anterior,
escrever-se-a

R=At—B (2)

gendo R=|r"] %i=[%
I3

g =2

(Eliw _En

Vem entio, tendo em atengiio(1)',
R=AE—AX=4(f—X) 4

que é o sistema (4).

(1) Ver referéncia [2] da bibliografia.
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2 — Os intimeros métodos de resolucio do
sistema (1) podem classificar-se em métodos
directos (ou exactos) e métodos iterativos (on
aproximados)

Nos métodos directos obtem-se a sclugio
do sistema por uma sequéncia finita de ope-
racdes e, se estas se fazem exactamente, a
solugdio obtida é exacta.

Nos métodos iterativos usam-se aproxima-
¢Oes sucessivas: parte-se duma solucio apro-
ximada e a partir dela vio-se obtendo suces-
sivamente novas solugdes aproximadas
formando uma sucessao cujo limite é a
solugio (exacta) do sistema. E entiio necessario
que exista esse limite, isto é, é necessario
que o processo seja convergente ; na pratica,
é preciso ainda que o processo seja rapida-
mente convergente para que se possa obter
uma boa aproximagio da solugio com rela-
tivamente poucas iteragdes.

Note-se que em geral os métodos directos
fornecem solugdes aproximadas devido a
necessidade pratica de limitar o nimero de
algarismos dos nimeros com que se trabalha.
Nos métodos iterativos (convergentes) pode
obter-se sempre um valor aproximado da
solugdo com a precisio que se queira, mas
solugdes exactas exigiriam, pelo menos geral-
mente, processos infinitos.

Um exemplo dum método directo é o
conhecido método de redugdo da algebra
elementar. O método de relaragdo, como
vamos ver em seguida, 6 um método itera-
tivo.

Nesse método calculam-se os residuos
correspondentes a uma solugio aproximada
Ey,E9,---,En © por correcgdes sucessivas a
partir das componentes desta solugio, pro-
cura-se fazer com que esses residuos tendam
para zero. Com esse fim comega-se por cons-
truir uma tabela, a tabela das operagdes
unitarias, das variagdes dos residuos para
variacdes unitirias de cada um dos
EI!E-E”",!EUII

Essa tabela é a seguinte

ASI.'I A.Tg e A;l?" Arl A?"2 o A!"n
oo | O flay |ag [ ee | @

0 1 “ae 0 g | Agg | *++ | Bng
0 0 s 1 Ay | Ggp | =+ | Apn

Com efeito, tem-se para o caso da primeira
linha

n=ayE + 1)+ apty+ - +aaba— b
rg=dg (81 + 1)+ agly + - + agnla — by

........... D L R T

'n = awI(El + 1} + auﬂ&g + oo anngn_bn
e portanto

Arl =?"] —r=dayn

Arg =1y — 19 = ag,

Ar, =r,— 1y =ay;

As outras linhas obtiveram-se de modo
analogo.

Note-se que os valores Ar;,Ary,... ,Ar,
sio independentes da solugdo aproximada
considerada.

Na parte da direita da tabela anterior os
elementos da primeira linha sio os coefici-
entes de z; no sistema (1), os elementos da
segunda linha séo os coeficientes de xy, etc. ;
por outras palavras, os elementos dessa
parte da tabela constituem a transposta da
matriz do sistema.

Vamos agora ver como usar a tabela das
operacdes unitarias no calculo da solugio
aproximada do sistema (1), mas vamos fazé-lo
com um exemplo simples, por ser a melhor
maneira de perceber o método de rela-
xacgio.

3 — Seja obter, com erro inferior a 0,005,
a solug¢ido do sistema
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| 91‘1— 3m2+23.'5=80
31‘1 =+ 101‘9 — &g == 50
—&'l+ 2wg+5$5=40

A tabela das operagdes unitirias é agora

Awy | Axy| Aag || Ary | Arg | Arg
-1 o o 9| 84—1
@Gy o- ]k 1 o =8 10| 21Mm
8 I8 I8 I S B 2[-1]| 5

Como nio temos qualquer ideia dum valor
aproximado da solugiio, vamos partir de
£, =k =% =0 a que correspondem os re-
siduos 7y = — 80 ,ry = — 50 ,rz; = — 40.

Os calculos seriio dispostos numa tabela de
relazagdo do modo seguinte

a2 (O 10 I8 o ! L T i
0 0| 0 ||[—80]—-50—40
(1) 9| — | — 1) - 23[—49
)| - —19 19—32| -4
@) —| 3 | — 10|—-2 |2
4)|—-1] — | — 11-5( 3
8| 3 9 I 1l -5 3 | Verificado

A linha (1) desta tabela foi obtida fazendo
o que se chama uma relaxagdo em x; no
valor de 9 unidades, tendo em vista reduzir
a zero o maior residuo (em valor absoluto);
usou-se para isso a linha (a) da tabela (I).

A linha (1) exprime que para §; =9,
Eg=E =0, se tem
ry = — 49.

A linha (2) foi obtida fazendo uma relaxa-
¢io de 9 unidades em x5, porque o maior
residuo (em valor absoluto) era agora
rg = —49; a linha (3) obteve-se fazendo
uma relaxa¢iio de 3 unidades em irg; a linha
(4) obteve-se fazendo uma relaxagio em
z; de valor igual a — 1.

Nesta altura, para reduzir os residuos, te-
riam de fazer-se relaxacdes de valor inferior

ri=1,r,=—23,

a unidade o que ndo é conveniente do ponto
de vista pratico. Por isso, verificados os
resfiduos obtidos, multiplicamos todas as en-
tradas por dez e continuamos o processo
como a seguir indicamos.

Note-se que se a verificagiio falhar, niio é
necessario descobrir onde houve engano,
basta corrigir os residuos e partir dos novos
valores de £; ,Ey,E5, no nosso caso, 8,3,9,
respectivamente. O facto de ndo haver ne-
cessidade de descobrir os enganos constitui
uma das vantagens do método de relaxacio.

A continuagiio da tabela de relaxacio é

10><| 80 | 30 | 90 || 10 |—50| - 30
o Lol | = EERY vl
=} o=, @il Sl g0
g | = | 28] 12 =8
== s | B Y=
82 | 34 | 82 0 4 |- 4 |Verificado
10><| 820|340 [820|| 0 | 40 |—40
= = {9 |I'd8: )BT 1 L8
S SIS |5
87 (RSl ey | N B b s
= B SN B
81713383829 -3 2 4 |Verificado
10<[8170[3380|3290|| - 80| 20 | 40
= =B =48] 28| 0
o (e A BB [T Gt
2 e e A e
] el 0|5 1 TN
gV =l opilan 1
3173|3376(5284|[ -8 | -5 | - 1 [Verificado

e portanto a solucéo do sistema nas condi¢des
pedidas é &= 8,17, axy = 3,38, x5 = 8,28.
Houve que fazer um grande nitmero de
operagdes mas todas muito simples e a maio-
ria delas foi feita mentalmente.
Contudo o processo pode ser acelerado
usando grupos de relaxagdo que correspondem
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a fazer relaxacdes de mais do que uwa in-
c6gnita de cada vez. Para isso deveria ter-se
acrescentado a tabela (I) mais algumas linhas
do tipo seguinte.

Axy|Axg|Axs||Ary Arn[Arg
4] 1 i ] ol o b3 [RRa |
(e) i 0 1 1302 4
G 3 0 0N s 1l (e
(9)| 2 0 1 151 b 0

Estas linhas obtém-se imediatamente das
da tabela (1). Assim para obter a linha (d)
basta somar os elementos correspondentes
das linhas (a) e (b); a linha (g) obtem-se
somando o débro dos elementos da linha (a)
com os elementos correspondentes da linha
(b); ete.. Tém particular interesse linhas em
que aparec¢a algum elemento nulo porque per-
mitem fazer a redugio de alguns residuos sem
alterar outros.

Nalguns casos a redugdo de certo grupo
de residuos obtem-se mais facilmente se for
precedida duma sobre-relaxagdo, isto ¢, uma
relaxacio tendo em vista mudar o sinal de
de um ou mais residuos,

4 — O exemplo que acabamos de resolver
nio permite avaliar todas as vantagens do
método de relaxagio pois algumas delas 86
se evidenciam quando se trata de resolver
sistemas com um grande nimero de incégnitas
em que muitos dos coeficientes sejam iguais
a zero. [istes sistemas aparecem na resolugio
numérica de equag¢des diferenciais (1). De
resto, no exemplo referido, 6 discutivel se o
método empregado tem vantagem sobre os
métodos directos.

Evidentemente que o método de relaxacio
nem sempre 6 aplicavel porque o processo
pode néo ser convergente (ou convergir muito

(1) Ver [1] e [3]

lentamente). Isso acontece em geral com os
sistemas numéricamente instaveis, Contudo
muitas vezes é possivel, usando artificios,
passar dum certo sistema para outro, para o
qual o processo ja seja convergente.
Dum modo geral, pode dizer-se, que o método
é aplicavel sempre que seja possivel obter
uma tabela de operagdes unitarias e de
grupos de relaxacgio, de modo que na coluna
correspondente a cada residuo, exista um
elemento que, em valor absoluto, seja grande
quando comparado com os valores absolutos
dos restantes elementos da linha a que per-
tence.

Por outro lado, como ja se deve ter notado,
o método de relaxagio 86 é eficiente para a
resolugio de sistemas cujos coeficientes sio
inteiros e relativamente pequenos (em valor
absoluto).

5 — Para um estudo mais desenvolvido do
método de relaxacio e suas aplicagdes podem
consultar-se as obras seguintes
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