GAZETA DE MATEMATICA

Uma interpretagdo da anélise combinatéria

e algumas aplicagdes
por J. M. Gil
(Conlinuagdo)

3 Pﬁlﬁ-l.n-p

2
W e
o~ T
s £
I
[~

-(n=p+1) Ppjp1,n-p+1

=P n )
p (p—l

Claramente para passar dum subconjunto
de p — 1 elementos para um de p elemen-
tos é preciso juntar um dos n—p + 1 ele-
mentos restantes. Dois subconjuntos de p —1
elementos que difiram apenas num elemento
dido, por este processo, dois subconjuntos de
de p elementos iguais. Cada subconjunto de
p — 1 elementos da origem a repetigio dum
subconjunto de p elementos p vezes. O ni-
mero de subconjuntos de p elementos é
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O nimero de subconjuntos de p elemen-

tos é a soma dos nimeros de subconjuntos
sem o elemento x e com este elemento.
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I ) e P,

vem para n =2k +1 e p=2j +1
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2j +1 (2.7' 2j+1

26 =2[60) 6]
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Para p =25, vem analogamente
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Subtraindo membro a membro, obtem-se
§(2k+1)_§":(2k+ 1):’_1
=0\8J+1/ L\ 2j

ou
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para n impar.

Para n =2k, temos anidlogamente
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para nm par.

Entio
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31 — O nimero P,jp,,,. exprime-se facil-
mente em termos de combinac¢des. Cada per-
mutagio de n elementos, dos quais p sio
iguais, outros g iguais e ainda mais r
iguais, pode obter-se por escolhas sucessi-
vas de p,q e r elementos no conjunto
dos n elementos, supostos todos diferentes,

=zalsa2'a5!“'1an}-

Estas escolhas sucessivas podem fazer-

-se respectivamente de (n), (ﬁ_P) e

¥4 q
( 5 —g) maneiras diferentes. Crescem
o
ainda # — p — ¢ — r elementos que podem

ser permutados, Assim
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32 — Particularmente, para n=p+ g+ r
L Ly S ("_P“ 9) =
-

o
= ( \ = 1, consequentemente
ry

e ()70 ()]

e expressdes analogas que se obtém por
permutacéo dos indices p, ¢ e r.
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33—Para r=1, 86 n=p+qg+1e

== () ()-
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e também as que se obtém permutando as
posicdes de p,q e 1. Por exemplo

=) ()

34 — Permutagdes circulares de n objec-
tos, ndo todos distintos
Seja C=C + Cy+ .--+ C, a soma
directa de r conjuntos C; de p; elementos
iguais_g; com t=1,2,...7r e p;+ py +
+ o + Pr=mn.
As permutagdes lineares dos n elementos
de C repartem-se por duas categorias. Per-

mutagdes aperiédicas, em que ndo ha algum
bloco de elementos repetido um certo nimero

de vezes dentro da permutagio; as permu-
tagdes periddicas, em que se verifica a repe-
tigio dum bloco de elementos.

Chamaremos periodo de permutagdo pre-
cisamente ao menor bloco repetido nela.

35 — O namero de elementos do perfodo
duma permutagio periédica de n elementos
é um divisor de »; e os nimeros de ele-

mentos a;,dg, ---,a,, no periodo, sdo
directamente proporcionais aos nidmeros
PisPas " sPr-

Para um periodo de dJ elementos sera

x; = % -¢ o nimero de elementos a; pre-

sentes.

36 — Um divisor ¢ de n dara origem a um
periodo, se os nimeros ; forem todos
inteiros. Ora é

w:&.ﬁ:

P Sty com d=—~.
n n d d
)

Nas condi¢des indicadas tera de ser d um
divisor de Z=m. d. e. (py,pg,+--p:).
Cada divisor d de % da origem & repeticgio
de elementos do conjunto em blocos de
d =n/d elementos.

37 — Cada permutagiio linear aperi6dica
tem = permuta¢des circulares; e cada per-
mutagio linear de perfodo com J elementos
tem apenas J permutagdes circulares.

38 — Subtraindo de /’,,,,p,,...,p, O DU=
mero das permuta¢des peri6dicas, ohtém-se
o niamero das que sio permutagdes aperié-
dicas dos » elementos.

Designaremos por Il |, ,p,,...,p, 0 nimero
de permutagdes lineares periédicas dos =
elementos e por Il ;) o nimero de permu-
tagdes circulares peritdicas.

Entio, o nimero de permutagdes cir-
culares, Py, 6

1
Pc(u) — —"1— (Pnlp.,ps,--- ' Pr T nnlpupn--- ,pr)‘l'
Se nc(n)-

39 — Suponhamos que um perfodo de ¢
elementos provém do divisor d==1 de 2. K

S 8 L o PN
5=Pl+p2 Sy ni & 2
d i
s e
et

As permutacdes lineares, em que este
periodo se encontra repetido d vezes, sdo
tantas quantas as maneiras distintas de
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escrever o perfodo de ¢ elementos com
pi/d elementos a;, isto é,

Pujagpa, ... pela-

O somatério Pnjap,d,p/a,...,p 1« ©8tOD-
dido a todos os divisores de % contém todas
as permutacdes lineares peri6dicas, mas
algumas multiplicadas. Com efeito, se d|A
e d/h, os blocos de d=mn/d e ¢' =n/d'
elementos sio tais que, com d=p.d', é

R = B B L
p-9 Pr= ppd, - d';
indica que o periodo da permutacio de blocos
de ¢' elementos é possivelmente de J ele-
mentos.

0 que

Somos assim levados a considerar apenas
os divisores primos de %, com h=cjay-.-av,
porque qualquer outro sera miltiplo de
algum destes.

Esta considera¢do ndo exclui totalmente a
multiplicagio da contagem, porque as per-
mutagdes, com perfodos de, por exemplo,
n [ay a2y elementos, aparecerido contadas como
de perfodo com n/z; e n/xg elementos.

40 — Com correcgiio da contagem, temos
para o caso considerado

1
P,y = g(an.m....,p.—

v
= 2 Pn!ﬁilﬂ-fﬂnpsrﬁ;,---,prlma =+ 0}"‘

i=]

v
+ 2 Ppag—E.

fe=1

41 — A permutagiio Py a;4;1... 6 contada
duas vezes: uma como periédica de perfodo
com n/«; elementos, e outra como de
perfodo com =/«; elementos. A correcgio
a fazer é de 1.

A permutacio P, 40;a... 6 contada como
de perfodo com n/a;,n /e ,n/« elementos

e também de perfodo com n/a;e;, n /ey ©
n/ajey. A correcgio a fazer seria de 2
correspondente a contagem nos perfodos de
n/a e n/x elementos, por exemplo, e ha
que completar a correc¢io com a exclusdo
da contagem correspondente aos factores
produtos de dois nimeros primos, porque ja
foram contados como de perfodo n/« e
nfa; e n/a elementos. Entio C=2—(g).
Dum modo geral, temos, para Ppq,a,, ..., T
uma correccgio

o=-n=(3)e(p) (1)

1)) e T

42 — Temos assim

Pemy = — Puipi,pn,cecone—
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onde »(l) é cada uma das combinacgdes, I a
l, de «y,ay,-+,a,. Andlogamente
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Somando ordenadamente com [P.() e
atendendo a que as permutagdes circulares
dos segundos membros se podem ordenar
segundo

o)) (3) s
I I

=(=1y (=1 Pepmjo@ = Perjom

e se reduzem a D, Pe(n/, ), Obtemos

g=]
1
Pc(n)=? n]p,,p.,.‘-.p.-"*‘
3 (—1y+ia
Zﬂw Pujo@in/o@)...
=1

com oy =1 e o; fungdes simétricas elemen-
tares dos «y, o9, -, .
Ou

Powy=2

d

®(d)

Pnfdlmfd,pn‘d----,p.-Jd

com ¢ a fun¢io de EULER, e o somatério
estendido a todos os divisores d de k.

43 — Totalidade de dicotomias de C.

Qualquer dicotomia definida em
C = |ay,ay,++,a,| consiste numa classifi-
cacio de cada elemento em elemento b ou
elemento c

b b b
at={c a2={c e a.“=[c

Cada dicotomia di origem a um elemento
do produto cartesiano destes = conjuntos.
O namero de dicotomias é igual ao nimero
de elementos do produto cartesiano de =
conjuntos de dois elementos

2x<2x..:x2=2" (n factores)

44 — Ndmero de subconjuntos de C.

Cada dicotomia determina um subconjunto
de C — o dos elementos classificados de b,
por exemplo —, com desprezo do comple-
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mentar — o dos elementos classificados de
¢. Consequentemente 6

2()-*

o nimero de subconjuntos de C: soma dos
nimeros dos que néo tém elementos, 86 tém
um elemento, dois elementos, etc., n ele-
mentos.

" 45 — Também
n n 1
,,-u(n—p)TP' —o(r—p)! p!
Donde

< 1 2n
E —_—— =
P

S n—p)tpl  al’
46 — Consideremos a bipartigio

Ey=|z|z = ajf J=1,2,...,r

Eg {Jfl&f—ﬂ!;l I=f+1,?‘+2,.-.’ﬂ
de C=la;,ag,:+,a,}.

Facamos ¢ elementos a; iguais a b e os
restantes iguais a a. KEste resultado pode

obter-se de (r) maneiras diferentes. Faca-
t

mos p—i elementos @ iguais a b, por

7 ) maneiras possiveis, com
p—t
g=n—r, o o8 restantes iguais a a.

alguma das (

Nestas condig¢des, a reuniio dum E; com
um Ky di uma permutagio de C', com p
elementos iguais a b e m — p igunais a a.
Os pares (F; E;) possiveis sio em nimero

(r) ( 9 ) igual ao nimero de permu-
) p—t

tagdes de C, com p elementos ignais a &,
pertencem a E,, e n—p
Fazendo variar ¢ desde zero

dos quais ¢
iguais a a.

até p, obteremos todas as permutacdes

de C

P

Pujs,as = 2 (:) (pii)

i=0

ou numéricamente

(=2 (L)
com n=1r-4gq.

Esta igualdade é conhecida por convo-
lugdo de Vandermonde.

47 — Particularmente, para r =¢g = p, vem

(-2 (MG2I-Z () (5)-

g

i=(
48 — Por outro lado
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\-._./ ﬂ

consequentemente
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49 -— Também
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e ainda

1 1 n
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50 — Aplicagdes de S em T

Uma fungio biunivoca, definida em S e
de valores num subconjunto préprio de 7,
diz-se uma aplicagdo de S em T.

Se S é aplicavel em 7°, entdo o nimero
de elementos de S é igual ou menor do que
o nimero de elementos de 7'. I conse-
qudncia da vnivocidade da correspondéncia
entre os elementos do contradomfinio da
funcio e os de S.

51 — Nomero de aplicagdo de S em T

Sejam S de p elementos e 7° de n ele-
mentos, com p T n.

Para definir uma aplicagio de S em T
tenho de escolher ordenadamente p elemen-
tos de 7'. As aplicacdes possiveis sio tantas
quantas as possiveis escolhas ordenadas de
p elementos de 7', como vimos, em nimero

n!

An)p = Pujn-p =m-

52 — Propriedades de A,|,

a) O nimero de escolhas ordenadas de
p elementos, num conjunto de n elementos,
é o nimero de reordenagdes possiveis nos

subconjuntos de p elementos. Sio (n)
p
subconjuntos de p elementos e cada um

deles da origem a P, reordenacgdes. A exe-
cugio das duas operagdes sucessivas: deter-
mina¢io dum subconjunto de p elementos
e reordenacio do subconjunto, conduz a

(ﬂ ) P, resultados possiveis — arranjos dos

n elementos, p a p.

Aﬂlﬂ=(“) Py .
r

b) As relagdes de recorréncia do para-
grafo 14 escrevem-se ficilmente na notagio
dos arranjos.

Assim

1) An1n_p=-1—A.;|,,..p+; e, fazendo
P

p=q—1,
pAngr=(—q+ 1) Anjg-

n—p+l=q ou p=n—q+1 e n—
Aﬂlq=

2) Anjn-p =1 An_y|n-1-p
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e, fazendo n — p =g,

Anjg=mnAnqjg-1 -
n
3) Anln-p i ;An-lln-p

e, fazendo n — p=g¢q

n

An|q= An-llq'

T —

4) Anjap = Adn-qjnp + (0 — ) dn-1jn-1-»
e, fazendo n —p=g¢

Anjg = An-11g+ g An-q)g1

5) Do paragrafo 15 vem

n—p
Al

Aninp= D) An-p|i Au-1)4] (v-9)
=0

e, fazendo n—p =gq
q
Anyg = Z Aq)j An-1)-i1 0
i=0

E analogamente

P
An | n=p = An—p |.]I Z An-l—i| n—p-1
i=0

e, fazendo n — p = ¢

» P
Anyqg= 441 Z Ap-1)-i] g-1 =92 A-1)-ilg-1 -

i=0 i=0
n n n
¢) De Z(n)=2" vem Zn!( )—
=0 % p=0 2
=27 n!
Como
S nl/n ke
BEm) et Sk
p=0p i% p=0
ou

n ! n
e “)p!= o) PR O

ssof} \:D AT

Entdo
z Anln—p An“, = 2nq]

p=0

53 — Permutagédo com elementos repe-
tidos.

Consideremos = conjuntos, C;, com o8
mesmos 7 elementos. Por exemplo, n orde-
na¢des dum mesmo conjunto de n elementos,

Cl = 3“1 yAgy *+ y Gal
CB i ;al ydg,y - yanf

Co=lay,ag, -, a|

Formemos todos os conjuntos ordenados
que se obtdm tirando um elemento de cada
conjunto C; e colocando os elementos tira-
dos linearmente no lugar correspondente a
ordem da tiragem. Estes conjuntos podem
ter um mesmo elemento repetido, guando
muito, n vezes.

A primeira tiragem da um dos n elemen-
tos do conjunto C;; a segunda um dos =
elementos do conjunto C, eventualmente o
mesmo da primeira tiragem; e o mesmo
acontece nas seguintes.

54 — Chamamos permutagdo completa dos n
elementos a;,d9,--+,a, a cada um destes
conjuntos ordenados de = elementos distin-
tos, ou alguns repetidos, contados, em cada
repeti¢io, como novos elementos.

55 — Representaremos por II, o nimero das
permutacdes completas de n elementos. E

IL,=n>nXn>..->Xn antodo n factores

= n":

(Continua)



