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Sobre a determinagdo analitica das direcgdes principais
das seccdes planas de uma quédrica

por F. R. Dias Agudo

Neste artigo vamos indicar como a teoria
dos vectores proéprios e valores préprios de
uma matriz permite determinar, de forma
simples e elegante, as direcg¢des principais
das sec¢des planas de uma quadrica. Segui-
mos, nas suas linhas gerais, a exposicio de
Grotemeyer em Analytische Geometrie (1),
mas desenvolveremos alguns pontos ndo
completamente esclarecidos neste livro.

1. Nolagdes.

)

a) P=“w]=}w Yy z| é uma matriz
—z_

coluna que representara ou o ponto de coor-
denadas cartesianas «,y,z num sistema
triortogonal de referéncia OX YZ, ou o

vector de posicido Y re +yey+ zes.

b) P = Py +p U éaequaciio paramétrica
(em forma matricial) da recta que passa pelo
ponto Py(xg,%y,%) e é paralela ao vector
U=\|hkl}.

Se U é unitario, tem-se 72 + k2 +12=1,
h,lk,l sio entio os cosenos directores da

(1) Ver Bibliografia.

recta, e a distincia orientada de P, a P é
dada por p.

Se U n#o for unitirio, as distincias de
Pi(p)) e Py(ps) a P, sido proporcionais a
RISSCREl

¢) P=Py+ 22U+ pV é a equagio do,
plano que passa por P, e é paralelo aos
vectores U e V. Tem-se (P— P,)| Ux< V=0,
pelo que a equagio do plano se pode escrever
WT(P—PLy)=0, onde W é o vector coluna
com as coordenadas do produto externo
U<V (vector normal ao plano) e WT re-
presenta o vector linha transposto de W.

Uma equagio da forma WTP+d=0
representa, pois, um plano perpendicular ao
vector W.

2. Equagso geral de uma quédrica.
Planos diametrais.

A forma mais geral da equacgio de uma
quadrica (em coordenadas cartesianas) 6

apa? + 2apey+ 2a3xz + 2a @ +

+ agy® +2apyz+ 2ayuy+

@) + ags2? + 2052 4
+ au=0,
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expressio a que pode dar-se a forma matri-
cial

[xyzl]l[ay ag a3 ay [[ 2 [=0
y
z
l —

@) dgi dag -Ugs Aoy
-
dz dzg O35 dzg |
L agy Qg9 Qg dgq 11

com a;;=4a;;.
A matriz simétrica 4 = [a;;] 6 a matriz
da quadrica. Fragmentando-a em

A=[e’r A
AT a“],

com @ submatriz de 3.* ordem, e

A=lay ay ayl=[ay ayg ag]",
epondo |z y z 1| =|P 1}, a equagdo (2)
toma a forma

o e

Efectuando a multiplicagio por blocos vem
(4) PTaP 2ATP 4 ayy=0,

que é apenas outra forma de escrever a
equagiio (1).

Se quisermos determinar os pontos em que
uma recta r=P = Py+pU encontra a
quadrica, nio temos mais que substituir P
por Py +oU na equacio (4), e determinar
as rafzes da seguinte equagio do 2.° grau em
p, que assim se obtém :

(d) RrUTaU+20(PoaU+ A" U) +
+1)gapu+2ATPu+044=D.

Se forem Pi(p) e Py(ey) os pontos
comuns & recta e a superficie, o ponto P,

sera o ponto médio da corda P; P, se
o tp=0,ie,

PraU+ATU=0
ou, o que é o mesmo, UT@ P, + UTA =0.

Fixando U e variando P,, a expressio
P = Py+pU passa a representar uma fa-

milia de rectas paralelas a U; e a condigio
anterior mostra que os pontos médios de
todas as cordas da quadrica com a direcgiio
considerada pertencem ao plano

(6) UT@ P+ UTA=0
ou seja
6)  (@U)yTP+UTA=0.

Este plano [perpendicular ao vector @ U
como se vin no § 1, ¢)] recebe o nome de
plano diametral conjugado com a direcgdo
de U.

A deducgio feita exige UTQ U==0 para
que ambas as raizes de (D) sejam finitas; se
for UT@ U =0 podemos continuar a cha-
mar plano diametral conjugado com a direegio
U ao plano de equagio (6), mas trata-se
entio de uma defini¢io puramente analitica,
sem o significado geométrico correspondente
ao caso UTa U=£0.

3. Direcgdes principais e planos princi-
pais.

Um plano diametral diz-se principal (oum
de simetria) quando é perpendicular a direc-
¢cio com que é conjugado; e esta direccido
também se diz entéio uma direcgdo principal
da quadrica.

Daqui e de (6') resulta que para que U
nos dé uma direcgdo principal da quadrica
(4) deve ter a direc¢io do vector @ U, i.e.

aUu =1U;

e U sera entiio um vector préprio da matriz
@, e )1 o correspondente valor préprio ou
raiz caracteristica. A equacdo do plano
principal correspondente pode escrever-se
WAL P o TR =)

Deve observar-se que a dedugéo da equa-
¢io (6) exige AU=+£<0. Se for aU=0 o
plano torna-se impréprio (se UTA =£0) ou
indeterminado (se UTA = 0); mas convém
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designar por direcgiio principal toda a di-
rec¢iio que satisfaga @ U =1 U mesmo com
=k

E podemos enunciar o seguinte

Teorema 1. As direcgdes principais da
quadrica de matriz A=|[ @ A 7| sao da-
[AT 044]
das pelos vectores proprios da submatriz Q.
Se for aU=1U, o plano principal cor-
respondente & direcgdo U tem por equagdo
AUTP 4+ UTA=0; ese for . =0 o plano
é impréprio ou indeterminado.

Da teoria dos valores préprios e vectores
proprios de uma transformagio linear (e de
uma matriz), com a qual supomos o leitor
familiarizado, resulta agora este outro

TrorEMa 2. Toda a quddrica tem pelo
menos um plano principal a distancia finita.
Se as trés raizes caracteristicas ); de €@ sdo
distintas, a quddrica tem trés direcgdes prin-
cipais, perpendiculares duas a duas. Se
My =12dg=Fd5, @& raiz )y corresponde uma
direcgao principal, e & raiz dupla correspon-
dem infinitas direcgdes principais, todas per-
pendiculares aquela; e se a raiz dupla é
diferente de zero, a quddrica é de revolugdo
em torno de um eixo com a direcgdo corres-
pondente a ls.

Se }y=)lyg=12350, @ é matriz escalar,
e qualquer direcgdo do espago é direcgdo prin-
cipal ; a superficie é uma esfera.

4. Direcgdes principais das sec¢des pla-
nas de uma quédrica.

Estudemos agora a seccio feita na quadrica
de equacio (4) pelo plano
(7 n=UTP+d=0

onde U. que podemos supor de médulo igual
a 1, 6 vector normal ao plano.

Por uma conveniente transformacio orto-
gonal de coordenadas, pode levar-se o plano
secante a ser o plano X OY; e nesse novo
sistema de referéncia os pontos comuns ao
plano e 4 quadrica sio solugdes de um sistema
da forma

{a“ 224 2apxy+2azxez+2a e+ =0(1)
z2=0

ou seja

[b“ ;?2+2 b12%§'+2 bla%-i- b22?;2+ 2b255‘+653=0
z=0.

A primeira destas equacdes (que representa
a cOnica secgiio, considerada como linha do
plano i}af) é analoga & de uma quadrica
(com uma variavel a menos), e pode assumir
a forma

PT@P 4+ 2TT P + by = 0

com P=|z y|, ‘@“[bu blzjl e ['=|by5 bosl.
by bgg

Tal como no teorema 2, pode afirmar-se
que se as duas raizes caracleristicas de B sdo
distintas, a cénica tem duas direcgdes princi-
pais(2) perpendiculares enire si; e se as duas
raizes sdo iguais, qualquer direcgdo do plano
da cénica é direcgdo principal, sendo a curva
uma circunferéncia.

nosso propésito, no entanto, determinar
as direcgdes principais da seccio sem recor-
rer a transformacdo de coordenadas ante-
riormente referida.

Tome-se, para isso, um vector V' que seja
paralelo a =, i. e.,

(8) VIO=0=U"TV.
(1) [Equagdo andloga a (1)].

(2) Definigio andloga 4 que foi dada para as
quddricas.
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V' dar-nos-a uma direcgdo principal da
conica (seccgio feita por = na quadrica) se

v

for perpendicular a direccio conjugada, e,
portanto, & intersecgcio de m com o plano
diametral da quadrica conjugado com V.

Este plano, definido por VTa@ P+ VTA=0
(como se viu no § 2), é normal ao vector
@V, de modo que a sua intersec¢io com =
tem a direcgédo do produto externo (V)< U.

Deve ter-se, pois, V_| (@V)x<U, e os
trés vectores @V, V e U sio linearmente
dependentes.

Como U e V sido independentes, a con-
di¢do a que deve sujeitar-se V' traduz-se por

aQV=pV+4+vU
ou seja

(9) @—pI)V=vT.

O problema ficara, pois, resolvido quando
obtivermos os vectores V que satisfacam as
condigdes
(10) { Ur =0
(@ —p NV =vU
com alguns valores reais de © e v.

Se este sistema tiver uma solu¢io, W,
com v=0 (e p igual a um certo valor 1),
o vector W satisfaz @ W =) W, e da-nos,
ndo s6 uma direcgio principal da sec¢iio que
estamos a estudar, como também uma direc-
¢io principal da prépria quéadrica, corres-
pondente a raiz caracteristica }; da matriz @.

Para as possiveis solu¢des do sistema, com
p distinto de qualquer dos valores préprios
de @, tem-se

v

V='H(a—p. 1)"1 L‘r= e —
|&—p I

adj (@—p 1)U,

ou
(11) V=padj(@—pl)U
com p = x , devendo p ser raiz da

|€@ —p I
equacdo do 2.° gran

(12) UTadj(@—pI)U=0

para que se verifique a ’primeira condigio

de (10).
Podemos, pois, enunciar :

TreoreEmA 3. Considere-se a sec¢do feita
na quadrica PTa@P + 2 AT P + ay = 0 pelo
plano de equagio UT P +d = 0.

Se o plano contém alquma direcgdo princi-
pal da quadrica, esta é também direcgdo
principal da sec¢do. Caso contrdario, as direc-
¢des principais da sec¢do sdo dadas por

W, =g adj(@— ) U

onde p;(i =1,2) é raiz da equagao do 2.°
grau

UTadj(@—pI)U=0
e 0s factores p; podem ser escolhidos de modo

que os vectores W; fiquem com médulo igual
a1

EXEMPLOS :
1) Determinar as direcgdes principais da
2 2
secciio feita no elipséide %— + % +22=1
pelo plano VB + 3vV32z=0.

A quadrica estda reduzida as direcgdes
principais (1) e a matriz @ vem a ser

=T, 0 07
0 M0
| T |

(1) Quer dizer, a equacio estd referida a um sis-
tema em que os eixos coordenados se dirigem segundo
trés direcgdes principais da quddrica.
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Um vector normal ao plano seeante 6
{vd 0 3¢3l ou, tomando o respectivo

versor, U = {_1.\/2 0 E\/i]
4 2 B 2

Das trés direcgdes principais da quadrica,
TR0 5 hO0 a0 e 0L 10 S s
segunda (correspondente & raiz caracteristica
1/,) pertence ao plano secante (o vector
|0 1 0} é perpendicular a U), e é, por-
tanto, direcc¢éo principal da secgdo.

Para investigar a existéncia de possiveis
direccdes principais da cénica que ndo sejam
direcgdes principais da quadrica, ha que for-
mar a equacdo (12):

Al _(f}—P)U*P) AR
0 (5-8)1-p) 0
1 1
e 19 0 (5—#)(1—9*)_
><IF /b aj="0
0
| 3v3 |

ou seja (5 — 1) (7~ #) = 0.

A equaciio nio tem rafzes que nio sejam
valores proprios de @ e a expressio (11)
nio é aplicavel.

Mas nés sabemos que a secciio tem pelo
menos outra direcgio principal além da que
ja encontramos.

Voltemos entio ao sistema (10) e procure-

mos solugdes com p = 1/; mas com v=0.
Obtém-se

[vb 0 3y3][ v ]=0
?,'9
171

__ E 0 0_ *vl_" =Y ‘/5

36

0.4 30 10 Vg 0

0 0 é £

4 'l«"s _3V3_

b
i. e, VB v, +3V3 v5 =0
e vy = vVbd
36
3
— v5=3\""/§
4
donde v; = —35—6M/5, vy qualquer, vz =
=4v/3.

O sistema tem, pois, infinitas soluc¢des
(qualquer que seja o valor de v) que definem
infinitas direcgdes principais. A secgio 6
circular.

2) Determinar as direc¢des principais da
2
secgio feita na quadrica a2 4 32 + ZI =1

pelo plano y +2=0.

Tem-se =71 0 0 7 1'%
T L g
010 |°U7m &
| CLLET AR R

A quédrica é um elipséide de revolugio
em torno de OZ, e sido direcgdes principais
a direcciio deste eixo (correspondente i raiz
caracteristica 1/;) e todas as direcc¢des per-
pendiculares (correspondentes a raiz dupla 1).
Destas, a direcciio definida por |1 0 O}
(a do eixo O X portanto) pertence ao plano
secante e 6 direcgdo principal da seccgéo.

A equagio (12) pode escrever-se

T A]=0

Ot la-wg-w o o]0

0 1-pg-w of

0 0 (1—p2lll
donde (1—;.:)(%—2;.:):0, e as raizes sdo
b
=1, =

A primeira é raiz caracteristica de @;
paraasegundaaexpressio(l1)da |0 1 —1}
(A parte um factor arbitrario) e, portanto,



1
E]
m6dulo 1) para definir uma direcgéo prinei-
pal da seccio.

As direcgdes principais da c6nica sio, pois

{1 0 0O} e |0 1 —1| (perpendiculares
entre si @ ambas perpendiculares a U).

1 :
{0 — —={ (se quisermos um vector de

5. Consideragdes finais.

Como se disse no inicio do § 4, a secg¢io
feita numa quadrica por um plano ou é uma
circunferéncia (e entido todas as direcgdes do
plano secante sdo direcgdes principais da
sec¢io) ou tem apenas duas direcgdes prin-
cipais, perpendiculares entre si. Os exemplos
anteriores ilustram qualquer dos casos.

Ha, pois, toda a vantagem em conhecer
a priori se a secg¢ido é ou nio circular porque
no primeiro caso a determinagio das direc-
¢des principais é trivial, e, no segundo,
logo que se tenha obtido uma, W;, a outra
sera dada pelo produto externo Wy= Ux< W},

Se se trata de um ou outro caso resultara
da discuss@o que vamos fazer da equacio (12).

Suponha-se que as equacgdes

(4) PTAP +2ATP 4 gy =0
e
(7) UTP4d=0,

da quadrica e do plano secants, estio refe-
ridas a um sistema triortogonal OX Y Z,
de versores e;,ep,e;, © efectue-se uma
rotagiio de eixos definida por

&) =11 e + fy €3+ t5"e5
& =1tpe +ipe+ixne;
&=tz e + lg5 ey + I35 €3

ou, simbdlicamente, [&; &, &;]=[e; e, €3] 7}
com 7' =([t;;] matriz ortogonal (7'T7T —
e LR
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O vector 6_;’ que no sistema O X YZ tem
uma expressio cartesiana xe;+y e t+zez=
=[e; e; e5] | # | =[e; ex e5] P (ver § 1),

Y
—_— 2 —_—
serd definido por 2 & +y & + 2 &=
=[&, & &;] P no sistema OXYZ que re-
sultou do primeiro pela rotagio considerada.
E da igualdade

ze +yey+zes=aé +yé + 285
[e1 e; e5) P=[&; & &) P
[e1 e e5] P=[e; e 95] FP

Pe TP,

Y=l 0s;
vem

e, portanto,

Obtém-se assim a relacio entre as coorde-
nadas de um mesmo ponto em dois sistemas
de referéncia triortogonais com a mesma
origem e cujos versores estio ligados por
(& & &]=[e; ey e5] 7.

Por meio desta transformacio de coorde-
nadas as equagdes (4) e (7) diio lugar a

PrTTaTP +2A" TP +ay =0

e
UTTP +d=0,
ou seja,
4 Pr@P +2AT™P +ay =0
e
(D U°P+d=0,
com

@=TT@T=T1a7T, A= TTA=T-1 A

U=T20=TAY:

Se além de rotagiio também houver trans-

lagdo, as relacdes entre a e a, UeU
continuam a ser as que obtivemos anterior-
mente. E as igualdades
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Uradj(@—p ) U=UTTadj(T QT—pl) T-1U
= U Tadj[T'(@—pI)T]T U =
=UTTTadj(@—p)TTU =
= Uradj(@—pI)U

mostram que a equagdo (12) é invariante
perante uma transformacgdo ortogonal de coor-
denadas.

fiscolha-se um sistema de referéncia em
que o plano secante m seja o plano 027 .

O vector U da lugar a U=1{0 0 1}, a
equagdo (12) toma a forma

ay—p a4y |=0,

dgp g — 2

e uma primeira conclusio importante a tirar
é que as rafzes de (12) sio reais por serem
valores préprios da matriz simétrica

[du g ,
Ay Qgg

submatriz de @=[a,, a5 a5
dgy Ay Ao
| a5 a5 ds5 .

O sistema de equacdes

= A

PraP+2AT P4 ay=0

P

que caracteriza a sec¢iio plana no referencial
OXYZ, 6 equivalente a

Sl =)

[ ¥y Ol a1 @2 a3 x|+
gy Ay Ao Y
0

Lags asx az; 11 01

z2=0
e a coOnica sec¢io (considerada curva do
plano z = 0) tem por equagio

[ .;:f] I:au aw] [‘E
gy dgy Y

+ (termos de
grau < 2) = 0.

A matriz @ que figura no inicio do § 4 6,
portanto, [au @197, e outra concluséo

gy gy

importante a tirar é que os valores préprios
de & sdo precisamente as raizes da equagdo
(12). E daqui resulta agora que a secg¢do plana
feita na quadrica de equagdo (4) pelo plano
(7) é circular se e 36 se a equagdo (12) tiver
as duas raizes iguais e ndo nulas (1).

Mas a equagio |@;;—p @ |=0
Gy Ay — 1

ou
2
p2 — (@11 + Ago) p + @yy gp — Q12 =0,
80 tem rafzes iguais se

(@11 + Qg9)? — 4 @y dgg + 4 3
= (4 — dgo)? + 4dfy =0,

o que implica dy; = dgg (= p;, valor comum
das raizes) e dio=0.

Nestas condictes

a—).{:_pl—l 0 dlﬁ
0 pr—2 dy
a5, dzp dp— |

e p; 6 também valor préprio da matriz @
(e, portanto, de @).

Chega-se assim ao seguinte

TeorEMA 4.
drica

A secgd@o feita na qud-

PTQP 4 2ATP 4 ay=0

(1) Com ambas as raizes nulas a sec¢io reduz-se a
uma recta; e para que se possa considerar curva de
2.* ordem junta-se-lhe a recta do infinito do plano
secante. E o que acontece, por exemplo, quando se
secciona o cilindro parabolico de equagio =2 =2py
pelos planos =z =e¢.
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pelo plano UT P + d =0 ¢ circular se e 86
se a equagdo UTadj(9 — pl)U =0 tiver as
duas raizes iguais (ndo nulas). E nestas con-
digdes o valor comum das raizes é necessiria
mente valor préprio da matriz Q(1).

Designemos agora por )y, Jg, /5 as raizes
caracteristicas da matriz &, e tomemos para
sistema de referéncia um triedro trirectingulo
definido por trés direcgBes principais da
quadrica.

@ transforma-se em & * T R T
0 7 O
LO O I5

e sejam p,q,r as novas coordenadas do
vector perpendicular ao plano secante:

U=1p ¢ 7.
A equacgio (12) toma entio a forma

lo—p O h—p O
p? ) ‘+q2 : 27
0 23—¢p 0 iz—p
+ 72 ’1—'“‘ 0 ‘=0
0 2—p

donde se podem tirar as seguintes conclusdes
(cuja interpretacio geométrica deixamos ao
cuidado do leitor):

a) Se ) é raiz caracteristica de @ de
multiplicidade 8 (}; =23 =J3), 2 6 raiz du-
pla da equagiio (12) qualquer que seja U.

b) Se 1 6 raiz dupla néo nula de @ (a
quadrica é de revolugio) 2 é raiz de (12)
qualquer que seja U; e é raiz dupla de (12)
se e s6 se U tiver a direcgio do eixo de
revolugido da quadrica.

(1) Esta conclusdo mostra que ndo ¢ correcta a
afirmagido «Falls die Doppelwurzel u; kein Eigen-
wert der Matrix & ist, ...» feita por Grotemeyer na
obra citada na introdugdo, pig. 142. E significa que
86 os planos que contim uma direc¢do principal da
quddrica podem produzir secgdes circulares.

¢) Se )} éraiz simples de @,) sera tam-
bém raiz da equacio (12) se U for perpen-
dicular (e portanto o plano secante paralelo)
4 direcgio principal da quadrica correspon-
dente & raiz caracteristica ).

Depois destas consideragdes (sobretudo o
teorema 4) jA os problemas do § 4 se resol-
vem com muito maior simplicidade.

1) Para a secgiio feita no elipsoide
LI ot S
%—+%+22=1 pelo plano VHz+3V32=0

comecgarfamos por formar a equacéo (12) que

j& sabemos ser (% — p)2=0. Como as rai-

zes s#o iguais (ndo nulas), a secgiio 6 circular,
e o problema da determinacido das direcgdes
principais é trivial.

2) Para a secgio feita no elipséide de
22
revolugio mﬂ+y2+z=1 pelo plano

y+2=0 a equagio (12) tem por raizes
m=1, pg="75/.

A primeira, que é raiz caracteristica da
matriz @, conduz & direcgio principal defi-
nida por W;=1{1 0 0}, e a segunda di-
recgio principal sera dadapor Wy= UX W=

=10= S x[100/=j0 & —

V2 V2
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