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MATEMATICAS SUPERIORES
PONTOS DE EXAME DE FREQUENCIA E FINAIS
MATEMATICAS GERAIS

I. 8. T. — Mareuiricas Gerais — Exame de frequén-
cia — 19-1-1964.

5346 — Considere os seguintes conjuntos de nime-
ros complexos:

Cip=|z:26 —223 +1 =0}
Co=|z:25+220 + 323 +3224+22+1=0|
Como sfo constituidos os conjuntos
CiUC;, CiNC;, e Cp—Cy?
5347 — Determine as raizes de indice 4 de um
complexo sabendo que uma delas é 3 + 44.
Designando por [4 B C D] o quadrado de vérti-

ces nas imagens das raizes, seja [A' B' C' '] o
quadrade que resulta do primeiro por uma rotagio

de + —} em torno da origem.
Diga qual o complexo cujas raizes de indice 4 sfo
representadas por 4', B', C', D'.
5348 — Mostre que (cosecx — cotgx) é um infi-
1
nitésimo com x de parte principal 3° e aproveite

o resultado para calcular

. log (1 + 2 )"
lim —m—M———,
=0 0BEC & — cotg @

5349 — Sabendo que

1 1 1
<log(1+— -
i | n

n + n
a) — Verifique que a sucessio

1 1 1
uyy=1+4+—+—+:..4 ——logn (n=1,2,3,...)
2 3 n

é decrescente e

1
v, +2+ T

1
3 ---+”—H—logn (n=2,3,---)

é crescente.

b) — Mostre que as duas sucessdes convergem para
o mesmo limite, compreendido entre 0 e 1.
F. R. Dias Agudo

F. C. L. — Maremdricas Gerais — 1.° exame de fre-
quaéncia — Janeiro 1961.

Ponto 1
5350 — 1 a) Intervalo de convergéncia da eérie
il (2a + 1)
N1 ot r
T n(n + 3)
14) Natureza nos extremos e soma no extremo
inferior.

2 a) Calcular

-
lim 3?13[]03 (n+2)—logn-——J.
n n

2 b) Prove que sucessio limitada de t. g.u, tem
algum sublimite u'. Se u, decresce, caracterize u'
relativamente ao conjunto |u,|; justifique.

3) Discuta a natureza das séries dos termos de
sinal constante em série convergente.

4a) Se f(x) ¢é continua entre 0 e a>0 e
S (4 o) = co, prove que este limite é qualificado.

4 b) Calcule a soma da série
i x
o (L+a?)"

e prove que é descontinua de ambos os lados da eri-
gem.

Ponto 2

5351 —1 a)
da série

Calcule o raio de convergéncia R

2 (—1)12-32... 2a+1)2
= 2. 42...(2n + 2)?

1 b) Natureza para © = R.
1¢) Natureza para z = — R.

2) Defina convergéncia uniforme de uma sucessio.
Estude deste ponto de vista

U, (x)-mzﬁ-ﬂ.
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8) Discuta (justificando) a natureza de
o0
Il [1+(-1)"a,] com a,}0.
1

4) Prove que fungio continua em conjunto limi-
tado e fechado

a) ¢é limitado
b) tem valores mdximo e minimo.

F. C. P. — Maremiricas Gerais — Curso de Engenha-
ria — 1.° exame de frequéncia — 1.* chamada —
Fevereiro de 1961.

5352 — 1) Estudar e resolver o sistema de equa-
¢Oes lineares (nas incégnitas: =,y ,z2,¢()

z+3y—2:3—2:=0
2x—y—2z2=0
c—y+22—2¢t=0
y +22—3¢t=0.

Achar as solugdes que satisfazem também 4 equa-
glo w2 Ly + 2+ 2 —-1=0.

o -
2) Mostrar que, sendo u e v vectores linear-
-
mente independentes, e w um vector que ndo € com-

— -
bina¢do linear de w e w, entdo os trés vectores
- = = - =
u,v,w s3o linearmente independentes.

3—a) Determine a equagio cartesiana de um plano
que passe pelo eixo dos zx (de um certo referencial

orto-normal) e faga 60° com o plano coordenado
X OY desse mesmo referencial.

b) Calcular os cosenos directores do eixo do
plano obtido.

¢) Escrever equagdes cartesianas de uma recta do
plano obtido, que seja paralela ao plano X OVY,
e diste dele 4 unidades.

4—a) Esxprimir o mdaximo divisor comum dos poli-
némios A =X+ X+ 1 e B=X3—1 como com-
binagéo linear de 4 e B, recorrendo ao algoritmo
de Eucripes.

b) Decompor em factores primos sobre R o poli-
nomio de R[X], f=(X4—81) (X9-27) (X342 X-3).
Justificar.

5) Seja L o conjunto dos pares ordenados (a,b) de
nuimeros reais a e 4. Definindo entre esses pares uma
adigdo pela regra: (ay,by)+(az, by) =(as+az,bs+b2)

— e uma muitipligacio pela regra: (ay, b)) - (az, b)) =
= (ayay , by by) , averiguar se L fica ou nio dotado
de uma estrutura de corpo.

F. C. P. — Maremdricas Gerais — Curso de Engenha-
ria— 1 ¢° exame de frequéncia — 2.* chamada
— Fevereiro de 1964.

5353 — 1) Calcular ae C de modo que o sistema
de equagdes lineares (nas incégnitas: x,y,z2,¢)

z4+y+4t=3
y—s+3t=a
r—2y+32—5¢t=0
3x—y+42=95

seja duplamente indeterminado.
- = =
2) Mostrar que trés vectores u,v,w sio linear-
mente dependenles sempre que uma das seguintes con-
di¢des se verifique: a) um deles seja nulo; 6) dois
deles sejam iguais.

3—a) Calcular a distincia do ponto A4 (1 —1,2)
a recta r de equagbes paramétricas x=1—212,
y=31, 2=4. (re R). Supde-se orto-normal o
referencial adoptado).

b) Esecrever depois a equagio da esfera, tangente
ao plane X OY, cujo centro é a intersecgio da
recta r com o plano X 0 Z.

4) Decompor em elementos simples de C(X)
b e a ECIIRA

a fracgdo racional ————.
racgio racion X1 i)p

5—a) Seja L o conjunto dos vectores cujas duas
primeiras componentes xy; e z, satisfazem i equacio
S5xy — xg=1. Averiguar se L tem a estrutura de
espago vectorial sobre R (em relacio as operagdes:
adigio e multiplicagio por um nimero real, definidas
para vectores quaisquer).

b) Resolver o mesmo problema para o conjunto
M dos vectores cujas duas primeiras componentes
x; e x, obedecem & condigio x4 — 3ag = 0.

F. CG. P. — Matemdricas Gerais — Curso de Engenha-
ria — Exercicio de revisdo — Margo de 1961.

5354 — 1) Seja A um nimero real, e C o con-
junto das somas A + ¢, onde ¢ designa um nimero
positivo arbitrdrio.

a) Mostrar que C € limitado inferiormente, mas
ndo é limitado;
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&) Calcular inf C, justificando a resposta.

2) Classiflcar as seguintes séries:

a0 3‘/;
a) 2

(usando critérios de compa-

ToVREL =1
ragdo) ;
a 2
[ Y
b) z a, , com o 5:<d“ (n=1,2,3,---)
’ e

(recorrendo ao critério de D’ArempErT).

3) Definindo soma de duas sucessdes reais }a,| e
|b,| mediante a regra: )a,!+|b,|=|a,+b,|, e pro-
duto (de uma sucessiio real |a,|) por um ndmero
real A, mediante a regra: ila,|=}ra,l,
averiguar se o conjunto & das sucessdes reais
Sfundamentais (ou de Cauvcny) fica dotado da estrutura
de espago vectorial sobre R .

4) Sejam la,l, }b,l,+,|c,| sucessdes reais' em
nimero finito; chamando enwvolvente superior dessas
sucessdes a4 sucessfo real |s,|, cujo termo de ordem
n se calcula pela ignaldade: s,=Max- (a,,b,,  -,¢,)
(n=1,2,3,---) — averiguar se a envolvente supe-
rior de sucessbes reais convergentes (em numero
finito) ¢ ainda uma sucessido convergente, indicando
(no caso afirmativo) o respectivo limite.

5) Mostre que, se é convergente a série de termos reais
an
Za.,,r" , onde r=0, também converge a série
n={

o
2|a,,'||'.c|,", para todo o numero real x tal que
n=l}
el <|r].

Indicagdo: Notar que é convergente, e portanto
limitada a sucessdo real |a, r|.

NOTA — Na elaboragdo dos precedentes enunciados,
teve-se em conta o facto seguinte, que fortemente condi-
ciona, desde 1958, o ensino da cadeira de Matematicas
Gerais na Faculdade de Ciéneias do Porto: em virtude
da caréncia de pessoal docente e salas de aula, tor-
nou-se impossivel proporcionar aos nNumMerosissimos
alunos inseritos nessa eadeira (1200, no corrente ano
lectivo) as duas aulas prdticas por semana prescritas
por lei, sendo uma apenas dada em cada turma.
(E mesmo assim, cada lurma comporta por vezes
60 alunos).

A. Andrade Guimardes

I. S. C. E. F. — Mareuiricas Gerars —4.* prova pra-
tica de informacdo — 8-2-1961.

1

5355 — Determine o parimetro « > 0 por forma
que a recta y = x + 1 seja tangente a circunfe-
réneiace) a2 + 42 — 22 —2ay + a2 —1=0.

Considere uma translacgfio do sistema de eixos
coordenados x(0y para um sistema z'0'y' de modo
que 0' seja o centro da circunferéncia ¢). Escreva,
no novo sistema, a equaclo da elipse de centro em
0', de excentricidade 1/2 e cujo semi-eixo maior
é o raio de ¢) e estd sobre 0'a'.

Qual a equagiio da elipse no primitivo sistema de
eixos coordenados ?

R: A circunferéncia tem o centro no ponto (1,a)

e raio igual a /2 . Para que y = = + 1 seja tan-
gente a c¢) ¢ necessdrio que a distancia do centro de c)

o —-1-1
& recta seja igual a /' 2 . Entio, V2-~h¢—_i,
2
donde |a —2|=2 e a=4 ou a=0. Como se
pede o> 0, a solugdo é o =4.
As férmulas de translagio sGo x=3x'+1 e

y=y' +4. A equagio da elipse no sistema x' 0'_y'

-~ 2
obtém-se facilmente pois a—=\/2 e c=ae= L

2
1 3
donde bf—az—cz—ﬂ—?-—g—. A equagdo €
x'2 2 yl2
e - -], T
B
5 A (x —1)2
No sistema x0y aequagdo da elipse é = 2
2(y —9)?
—_——=1.
3

1I

5356 —1) Sendo a,b,k, nimeros reais, mostre
que,com a>b e k>0, setem ak>bk.

2) Determine os mdédulos e os argumentos prin-
cipais das raizes da equagio a8 — 223 +1=0.

R: 1) Sendo a>b, considerem-se entre b e a
08 niumeros racionais r e s8>r, e delerminem-se
depois ky e ky por forma que

kz B
l<—<— ouski>rk,.
kl r

Como r=Dby,s8 = a,

tanto ak >bk.

vem aj ky>byk; e por-

2) Fazendo x8 =y vem y2—2y + 1 = 0, equa-
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gdo que tem uma raiz dupla y =1. Entio x="Yy =
=¥T.

Xg=1cos0 + isen( =1

2x, . ™ l+_ 3
= e 1L — = — — 1
6. 3 2 2

® . 4= 1 B
- —_— e —— = — — -]
X2 ct{s + i sen 3 ) 3

todas raizes duplas.
II1

5357 — 1) Sendo BcC A, prove a relagio.
AU (BNC) =4

2) Dado o conjunto A—{ (1-— (_l}n) , :Ii iJ )

n 8'4
% Ll L ‘ T etk
+ Z (n=1,2,..-) indique, justificando
n

todas as respostas:

a) pontos interiores, pontos exteriores, pontos de
acumulagio e pontos fronteiros de 4;

b) limites de Wererstrass de 4; Tem o conjunto
elemento minimo? E elemento mdximo ?
¢) O conjunto 4 é aberto? E fechado?

B 1) " Se
xeA
=Y ou
xe AU (BNC) = xeBNC ..s¢ xeBNC=>xeB

ecomo BCA=>xeA.
Em qualquer dos casos pois,
Se xe AU(BNC) =>xeA.
Reciprocamente,
Se xe A= xe AU(BNC).

2a) Pontos interiores: todos os pontos de

34

2] (50

Pontos de acumulagdo:

158
[?,I]’ 1’ 2-

Pontos fronteiros:

(—1)"\ 1 3 (- 1)
(-5)57+55)

b) 1 $ I 2
) -—3"84-‘:‘".

Ndo tem elemento minimo e

9
tem elemento mdaximo T

¢) O conjunto ndo € aberto porque nio € 86 consti-
tuido por pontos interiores. Também ndo € fechado
porque ndo contem todos os seus ponitos priprios de

1
acumulagdo (faua —3—) .
IV
nﬂﬂ. - (“z - 1)0’.

] 2 i
1) Mostre que ,.3.2 3G—1 o

"
2) Estude a série 3] a5
n

nz — (nz - 1)1

R AT T 0
ey
n2
= lim =
n=00 nia .11:2
1 o
= lim n? [1 - (1 - ——~) ] = lim n2ta — = a.
n? n=00 n2
2) | x [+t
B
lim Maixllr'm (n_-e-_l)ﬂ | x| .
n=gp I VJI. I n=gn n
nP

Se |x|<1 a série é absolutamente convergente.
E divergente quando |x|>1. O comportamento da
série para | x| =1 estuda-se do seguinte modo:

1 [absotutamente convergente
5y com B>1;
3 divergente com B<1;

x=1=)

[x|=1 absolutamente convergente

( _”“ com B=>1;
x=—1=) ¥} ——_—Jaimplesmente convergente
com 0 <B<1;

divergente com B<0.

Quanto & convergéncia wuniforme da série, pode
garantir-se que (para qualquer valor de f) a série é
uniformemente convergente em qualquer intervalo



38

GAZETA DE MATEMATICA

[—r,r](r<1). Mas pode-se ir mais além, aplicando
o teorema de ABEL:

Com B>1, a serieconvergeem x=1¢e x =—1
e entio € uniformemente convergente em [—1,1].
Com 0<B<L1l, a série converge em x = —1 e
entdo e uniformemente convergente em qualquer inter-
valo [—1,r](r<1).

I.S.C. E. F. — Mareudricas Gerais —1.° exame de
frequéncia ordindrio — 21-2-1961.

I

5358 — 1) Defina as médias aritmética, geo-
métrica e harmonica e apresente as relagdes que as
ligam. Mostre que o conceito geral de média abrange,
como casos particulares, aquelas médias (dispensa-se
a demonstragio no caso da média geométrica).

2) Deduza a férmula de Morvee e utilize-a para
achar os valores de n que tornam real o complexo
14+,

3) Defina as operagdes ldgicas sobre conjuntos e
demonstre que U— (AU B)=(U—4)N(U—B), onde
U é o conjunto universal.

™ ©
A '—,‘/ — 41 —
) +1 2(cos4+1sen4)
1 an L4 ™ a nmw
( +1) _(‘/2) cosnT-i-lsch
Para que (1 + 1)" saia real € preciso que
1

ou anr =kn, donde n=4k (k inteiro positivo,

negativo ou nulo).
3) Se xeU—(AUB)=xeU e x¢AUB=
xelU cx¢A=>er—*A}
= =)
>{erex¢B=>er—-B
=xe(U-A)N(U—-B).

Reciprocamente,
xelU—- A
Se xe (U— A)N(U—-B)=>je — 7
xeU—B
xelU e x¢A
=1 & =xeU e
xeU e x¢B |

x¢ AUB =>xe U—(AUB).

1I

5359 — 1) Deduza as féormulas log (1 + u) =
=qnu(n—+1 quando u—0) e 1 +v)" =1+ axv
(t =1 quando »—0).

Indique os pontos de acumulagio do conjunto

o n
lug vy, up, %, | com u,.u(l—_) e
n
(n + ]J'h -
Y, = —-—m—(ﬁ>0).
Em que caso a sucessfo wuy,v,up,vs,--- tem

limite ? Porqué ?
2) Defina convergéncia absoluta de uma série e
a0
demonstre que 2 (a, — a,py) =* (a,>a,, € a,—a
L

(finito)) & absolutamente convergente em [—1, 1].
Calcule a soma da série quando © =1 e mostre que,
para *=—1, vem | R, | < a,— Guypq -

Prove que a série é uniformemente convergente em
[—1, 1].

o
Considere a fungfio g (x) = 3] (@, — tyyy) @ e es-
v
tude a sua continuidade em [— 1, 1].

3) Defina a fung¢fio T (x) e prove que T (z+1)=
=aT (x).

R: 1) Os pontos de acumulagio do conjunto sio

1
e-% g ETE limites de wu, e v,, respectivamente.

A sucessdo wmy ,Vy,uy, Vy, -~ tem limite quando

0% = —— == [o 35-
o ; ou o g

(-]
2) A série Y] (a,— 8,4,) X" ¢ uma série de potén-
L]

cias visivelmente convergente para x = 1 (série de
Mexcor: com a,— a finito) e x = — 1. Ainda mais,
€ absolutamente convergente para esses valores de x.
Apiwando uma propriedade bem conhecida das séries

o
de poténcias, 2 (a, — a,44) x" converge absolutamente
0

em qualquer ponto mais préprio da origem: converge
pois absolutamente em [— 1, 1].

Para x=1 a soma da série é ag— a e para
x=—1, se a séric é alternada decrescente, vem
iR'nléan — Apgq .

Como a série converge para x =1 ¢ x=—1, o
teorema de ABEL permite concluir que ela € uniforme-
mente convergente em [— 1, 1].

O teorema de ArzevLi diz que a condigdo necessiria e
suficiente para que g (x) se¢ja continua num ponto de
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continuidade dos termos € que a convergéncia da serie
seja qudse-uniforme nesse ponto. Ora g (x) € unifor-
memente convergente em [— 1, 1] e portanto é unifor-
memente convergente em cada ponto deste infervalo e,
como a convergéncia uniforme € uma modalidade de
convergéncia qudse-uniforme, € evidente que g (x) €
continua em [—1, 1].

I1I

5360 —1) A fungfo f(x) tem derivada finita
em |a,b[. Mostre que f(x) 6 continua em Ja,b[
e que assume ai todo o valor compreendido entre os
seus limites de WeiersTrass [ e L.

Supondo que w (a) =w (b) = 0, que pode concluir
acercade f(a+0) e f(b—0)? Porqué?

Estude a continuidade e derivabilidade de
2 (x<<—1e x>0
1 (z=0)

—z (—1<<2e<0)
sentagfio geométrica de 4 (x) .

h(x) = e apresente a repre-

2) Enuncie e demonstre a regra de primitivagio
por partes.

38) Seja ¢ (x) regular em ] —oco, + o[ e
¢ (—oo0) = @ (4 o0) . Prove que, havendo apenas
um ponto daquele intervalo em que ¢' (x) se anula,
um dos extremos de g (x) coincide com o (— oo)
(0u ¢ (+ o0)).

R: 1) A fungio h(x) € descontinua apenas em
x=0 pois imh(x) = limh(x) =05h(0) =1.
x=+0 x=—0
Quanto o derivabilidade, tem-se h' (x) =2x (x<<—1

x2 —
= — 00

e x>0); h'(0) =+oco pois hj(0) = lim
=+0 X

1
8 RU(D) = lim ———— = 4 oo b (—1) ndo eviate
x=—0 X

—x—1

pois hj(— 1) = lim

_ = — h!(~ =
xmm—i4-0 "+1 L .( 1)

21
= lim =

— =2,
=—i1+0 X + 1

I. 8. C. E. F. — Mareuiricas Gerais — 1.° exame de
frequéncia extraordinédrio — 10-3-1964.

I

5361 — 1) Defina raiz indice n do mimero real
5> 0 e prove que ele tem uma (e uma s6) raiz n
positiva.

2) Indique a férmula de Moxvee generalizada e

empregue-a para escrever a expressio que d4 as rai-
zes indice n da unidade positiva. Fazendo

2x £ 2x
w, = €0s — -+ 1 8en .
n

n

mostre que as raizes indice n» da unidade sio
1,w,,wi,---w}! eque 14+w,+w2 +--- +ui'=0.

3) Defina produto cartesiano de dois conjuntos A
e B. Prove que um intervalo de R? pode interpre-
tar-se como produto cartesiano de dois intervalos
de R.

' I

5362 — 1) Defina limite mdximo e limite minimo
de uma sucessdio.

Demonstre que é finito on nulo o nimero de termos
u, que excede um nimero superior ao limite médximo.

Sendo lim u,= — oo, diga em que condigdes existe
lim u, .

Yntt

Prove que se — A (y,>0), entlo "V, — A.

S S8 logn
lim g 1% )
PR -] n e-lun’n

2) Enuncie o teorema de Kummer e deduza o eri-
tério de Raase.

Se n( o —1):1 B -;i, a série ¥a, 6 con-
L n
vergente ou divergente? Porqué?
Diga em que consiste a multiplicagfo de séries. Que
particularidades notabilizaw o produto de Caveny?

Calcule

3) Prove que produto infinito de termos positivos
é convergente ou divergente com a série dos seus
termos. Estude a natureza de

fi[1+(1+2E2)"].
1 n
log (n + 1) n e lwn

Como lim s =
=00 (0 + 1) g~lw v+l logn

B 1)

@loo (1) n log n
=1, vem lim . =
n e—-.logn

= lim -
n=o0 elwn n=00

k
- 1) =1+ —, tira-se
n B4

2) De n( e,

Anpy
1

k
=14+ — 4+ gy gL eritério de Gauss permite concluir
n n

imediatamente que 2 a, € sempre divergenite.

: n
3) Considerando a série dos termos 2: (1 +£) .
n
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facilmente se wvé

de termos positivos, diverge também.

I

que € divergente pois

log n

) —1 + 0. O produto infinito, que €

5363 — 1) Que se entende por fun¢3o continua
num conjunto fechado? Enuncie os teoremas de Dix,
Waeierstrass e Caxror e demonstre o segundo.

2) Deduza a regra para elasticiar um produto de
fungdes.

3) Prove que duas fung¢des com a mesma derivada
finita diferem por uma constante.

Enuncie o teorema de Cavcny para as fun¢des regu-
lares e mostre que ele inclui o teorema de Lierance.

Epunciados e solugdes de Fernando de Jesus

CALCULO INFINITESIMAL

Academia Militar — CArcuro InFiNirEsimarn — 6.* ca-
deira — 3.° exame de frequéncia — 1960-1964.

5364 — 1 Teorema fundamental do cdlculo inte-
gral.
2 — a) Quando ¢ que se diz que a expressio di-

ferencial
X(w,y,2)de + ¥ (2,y,2)dy + Z(z,y,2)ds

é uma diferencial exacta?
b) Mostre que

a 3
[s:(n:z—+—yz+zz) ??—!—k] de+y (®+y*+22) *dy+
" 3
+z2(x24 2422 2ds=

com k constante, é uma diferencial exacta e deter-
mine uma das suas fungdes primitivas.

3 — Calcule
J] (2 +yt)dx dy
D

sendo D o dominio limitado pela elipse.

4 — Determine o volume da parte da esfera
2+ Yy +22=2
que é interior ao paraboloide
2!+ yl=3.

5 — a) Teorema de Riemann-Grees.

5) Por recurso ao teorema a que se refere a ali-
nea anterior calcule o valor do integral curvilineo

J zyde + oydy
©
sendo (C) a lemniscata

(;.;3+ y2}2_a-,2 + yz_O

percorrida no sentido figurado.

le

Academia Militar — Circuro InFivitesmmaL — Algu-
mas questoes saidas nos primeiros exames de
frequéncia da 6.* cadeira no ano lectivo de 1960-
-1964.

5365 — 1) Mostre que a funglo

F@yy,) =V a—=F

é homogénea e verifique com ela o teorema de Evrer.
2) Verifique se as fung¢des

u=log (z + ¥)
v=x+y?+ 2y +1

sdo ou nfo funcionalmente dependentes. Caso afirma-
tivo determine a relagio que hd entre elas.
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3 —a) Plano tangente e normal a uma superficie
num ponto ordindrio. '
b) Mostre que as equagdes

2 =17 COS ¢
Yy = r sen ¢
g =rcotga

sio equagdes paramétricas duma superficie cénica
de revolugdo de vértice na origem e semi-abertura a-

MECANICA

F. C. L. — Mecixica Racrovan — 4. Exame de Fre-
quéncia — Janeiro de 1964.

I

5366 — a) Campos projectivos: sua definigio.
Prove que um campo projectivo fica determinado pelo
seu valor em trés pontos niio colineares.

b) Prove que se um campo projective se anula
num ponto, existe uma recta passando por esse ponto
tal que o campo se anula em qualquer ponto d3
recta referida. (Utilize o facto de que todo campo
projectivo é campo de momentos).

I

5367 — a) Equivaléncia de sistemas de vectores.
Prove que todo sistema de vectores é equivalente a
um sistema constituide por um vector e um bindrio-

b) Considere dois sistemas de vectores, Sy e Sy,
ambos equivalentes a um vector nico (um para cada
sistema).

Sejam fl e ﬁz os seus vectores soma, e A; e A,
dois pontos quaisquer dos respectivos eixos centrais.
Mostre que o momento do sistema 8; + 8, em relagio
a um ponto qualquer O se pode escrever eom a
forma

My= (By + By) A\ (0— 4y) + By A\ (44 — 4y)

Mostre, a partir desta expressio, que o auto-
momento do sistema S; + S; é

V= Ry \ (44— 42) | By

e conclua dai que a condi¢fio necessdria e suficiente
para que o sistema §;+ S, seja equivalente a um
vector tinico é que os dois eixos centrais sejam
complanares.

! 1M1

5368 — Considere num plano X1 0 X2 com a

4) Determine a menor e a maior distincia do
ponto P (1,1,1) & superficie

224y 2t =4z.

5) A pardbola y? =z + 1 divide o circulo limi-
tado pela circunferénecia «? + y* =3 em duas
regides. Determine a drea da regido de menor
drea.

A, César de Freitas

RACIONAL

métrica habitual ds? = (da1)’ + (do?)’ um sistema
de coordenadas polares.

a) Calcule as componentes contravariantes do
tensor métrico nestas coordenadas.

b) Determine as componentes contravariantes em
coordenadas polares do vector grad U em que U
é uma fun¢io da distincia polar 1.

b) Calcule o laplaceano de U, usando as defini-
gbes seguintes:

U
grad U = (a‘ = 0—)
9y
]
D a*
div (@)= ) ——
k=1 D y*
lap U = div (grad U).
v
5369 — Considere um invariante U e o sistema
B U i2U
dxigxt Izt gat’
Determine a sua lei de transformagfo e diga que
conclusdo se pode tirar do resultado.

de 2.* ordem a (i,k) =

v
D(a'b) Da Db,
5370 — P (oA e il
e TE . Lo B

5371 — As coordenadas vectoriais de um sistema
de vectores em relagdo 4 origem O das coordenadas
sd0

R="¢;+ae— e
My=(B—1)e; —e3

Determine um sistema de vectores equivalentes ao
primeiro, formado por um vector e um binario cujo
momento seja perpendicular ao plano

P=A+)(eg—e3) + ples +e3).

Analise em particular os casos em que os parime-
tros « e B se anulam.
Enviado por Anténio R. 8. Neto
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GEOMETRIA DESCRITIVA

F. C. L. — Gromerria Descritiva — Exame final —
2.* chamada — 11-10-1960.

5372 —1) Dada uma superficie de revolugio por
uma geratriz torsa e o eixo, determine o cone das
normais num paralelo dado.

2) Dada uma superficie regrada por duas direc-
trizes rectilinias, nfio complanas, e uma recta do
infinito (ou plano director) fixe um ponto numa das
directrizes préprias. Determine o plano tangente
nesse ponto.

3) No espago projectivo a trés dimensdes consi-

dere os pontos [E,Ei,8,8] e [&,Ef ,E,8]-

Escreva as equacgdes da recta que os une. Justifique.

C de um

—
espaco euclideano a duas dimensdes, tais que 4 B,

e AC s3o ortogonais. Verifigue o teorema de
Pirdaoras para esses trés pontos.

(Obs: A distincia entres dois pontos é o compri-
mento do vector por eles definido).

4) Considere trés pontos A4,B e

F. C. L. — Geouerria Descririva — 2.* frequéncia
— 1960.

5373 — 1) Dada uma forma bilinear em &3
Bzyyy + oy + w33 — 22 y2 + 221 y3

determine a reducdo da forma quadrdtica associada
e verifique que a forma bilinear é nio degenerada.

2) Dado em Py (espago projectivo a4 dimensdes)
o subespaco

Eo+E+E2+E+E=0

determine as equagdes do subespago intersecgiio deste
com o hiperplano de coordenadas pluckerianas
141,0,0,1,1}, directamente e por dualidade. Veri-
fique as dimensdes.

3) Dado um cone pelo seu traco horizontal e vér-
tice, determine um plano tangente comum ao cone e
a uma esfera, plano que tenha o ponto de contacto
com a esfera sobre uma circunferéncia dada de nivel.

4) Dado um cone pela directriz circular e o vér-
tice (ndode revolugdo), fixe um plano que o corte

segundo uma elipse e determine um ponto da sec¢do
de tangente paralela ao f,,,.

F. C. L. — Geomerria Descritiva — Exame final —
1.* chamada — 2-7-1960.

5374 — 1) Coloque dois cilindres, de trago hori-
zontal circular, de modo que a sua intersecgio seja
um arrancamento. Determine os planos limites, um
ponto da intersecgfiio e a tangente nesse ponto.

2) Dados dois pontos P e @ determine um
plano que passe por P, esteja a uma distincia dada
de Q e faga um dngulo de 45° com o plano horizon-
tal. Condigio de possibilidade.

Sugestio — Observe que o plano pedido é tangente
a um cone de concordinecia conveniente de uma esfera,
cone de eixo vertical.

3) Prove que um subespaco projectivo de dimensio
n >3, contém com cada trés pontos nfo colineares
o plano por eles definido. Como relaciona a parte
imprépria do subespaco com a totalidade das partes
impréprias dos planos em causa?

4) No espago R,, cuja multiplicidade associada
tem a métrica euclidiana, determine o hiperplano que
passa pelo ponto (by,0s,---,56,) e é perpendicular

r — aq &, — a,

'n

A recta ——— =+ = 5

” Pn
dois subespacos lineares sio perpendiculares se e 86
se os vectores das respectivas submultiplicidades
associadas o sio.

Recorda-se que

F. C. L. — Geomerria Descritiva — Exame final —
2.* chamada — 5-7-1960.

5375 —-1) Dada uma superficie de revolugdo,
determine um plano tangente A superficie, que passe
por um ponto dado € e tenha o ponto de contacto
gobre um meridiano, cuja plano faz um Angulo de
45° com a Linha de Terra.

2) Dado um cone de 2.* ordem, n3o circular, fixe
um plano, que o corte segundo uma curva com uma
assintota. Determine essa assintota.

3) A multiplicidade vectorial 9t pode escrever-se
como soma (M',M") de dois submultiplicidades de
intersecgido nula (86 o vector nulo). Mostre que a
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decomposi¢io a = a' + o' de um veector gualquer
aeM, com o' €W e a''eM'" é univoca.

4) Mostre que se dois vectores a e b sdo linear-
mente dependentes entdo é P (a,5)2= @ (a)- Q(d)-
Serd verdadeira a inversa?

F. C. L. — Geouetria Descrimiva — Exame final —
1.* chamada — 8-10-960.

5376 — 1) Dada uma superficie de revolugio por
uma geratriz torsa e o eixo, fixe umn paralelo. Deter-
mine o cone de concorddncia ao longo desse paralelo.

2) Dada uma superficie regrada por trésdirec-
trizes rectilineas nfo complanares duas a duas, fixe
um pooto numa delas. Determine a normal a super-
ficie nesse ponto.

8) Dados os pontos [1,1,3] e [2,1,5] de um
espaco projectivo a duas dimensdes, determine as
coordenadas pluckerianas da sua recta unido.

4) Sejam A (ay,---,a,) e B(b,,b) dois
pontos dum espago euclidiano. Suponha que estas
coordenadas foram determinadas em relagio a um
referencial Op(ny,nz,---,n,) em que n;,---,n, for-
mam um sistema de vectores ortonormados.

Escreva e justifique a equacgdo genérica de um
hiperplano perpendicular & recta definida por 4 e B.

(Obs: Dois subespagos dizem-se perpendiculares
se as submultiplicidades o sfo).

F. C. L. — Geomerria Descrimiva — 1.* frequéncia —
1961.

5377 — 1) Verifique que os vectores (1,0,1),
(1,1,0) e (0,11) formam uma base de multiplici-
dade vectorial a trés dimensoes, a que pertencem.

Obtenha um sistema equivalente, usando o vector
(12520

2) Mostre que a dimensfo da soma de duas sub-
multiplicidades de uma mesma multiplicidade vecto-
rial é a soma das dimensdes se e 86 se dois vectores
quaisquer, nio nulos, uin de cada submultiplicidade
foram linearmente independentes.

3) Considere um plano definido por um ponto e
por uma recta do f,,;. Determine o ingulo desse
plano com um plano de nivel dado.

Nota — Resolva, de preferéncia, sem L T.

4) Considere duas rectas enviezadas, uma das
quais de topo. Efectue uma rotagio de modo que
o segmento que mede a distincia entre as rectas
dadas, aparega em verdadeira grandeza na sua pro-
jec¢do horizontal.

Faga um relatério esquemdtico do 3.° e 4.° problemas.

M. Alzira Santos
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139 — Epovarp Lucas — Récréactions Mathémati-
ques — Librairie Scientifique et Technique Albert
Blanchard, Paris, 8 N. F. cada volume.

Trata-se de uma reedi¢io, nova tiragem da 2.* edi-
¢do, do célebre livro de Epuvarpo Lucas, Recreagieg
Matemdticas. O livro é bem conhecido e o seu elogio
estd feito. Publicado pela primeira vez em 1891, é
esta portanto a 3* edigdo de que agora aparece o
1. volume, saindo os restantes 2.2, 3.° e 4.° a razio
de um por més. O livro estava esgotado hd muito e
esta reedigio que é uma reprodugio fotogrifica da
anterior, traz, aqueles que se interessam pelos jogos
e recreagdes matemdticas, um livro cldssico indispen-
sdvel por um prego acessivel. Este primeiro volume
cujo sumdrio é o seguinte: as travessias, as pontes
os labirintos, as rainhas, o solitdrio, a numeragdo, o
aneleiro, o jogo do 15, tem ainda am indice biblio-

grdfico, segundo ordem cronoldgica, dos principais
livros, memorias e extractos de correspondéncias, que
foram publicados sobre aritmética de posigio e geo-
metria de situag¢io (como lhe chama Lucas).

L um belo e til livro que nio perdeu a sua actua-
lidade e originalidade digno de figurar em qualquer
biblioteca matemitica e em especial nas das Escolas

Téenicas e Liceus.
JoH. B

140 — Evpouvarp Lucas — Théorie des Nombres,
Tome Premier — Librairie Scientifique et Techni-
que Albert Blanchard, Paris, 25 N. F.

Outro livro reimpresso pela Livraria Blanchard de
que s0 muito excepcionalmente se conseguia exem-
plar a venda. Esta reedi¢io com preficio de M. G.
BouLieaxp, é uma reprodugio fotogrifica da 1.* edi-



