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Produtos

Infinitos

por Graciano Neves de Oliveira

§ 1 — Consideremos o produto infinito
IIon
0

em que supomos o, > 0. Seja

(1.1)

teremos
m—1
log Pn= D) logo,.
0

Passando aqui aos limites para m = oo
conclui-se qne:

I. Se o produto (1.1) é convergente e
diferente de zero é convergente a série

1. 2) 2 log w,
0

e representando por P e S respectivamente
os valores do produto infinito e da série

tem-se
logP = 8.

Inversamente se a série (1.2) é conver-
gente 6 também convergente e diferente de
zero o produto (1. 1).

II. Se o produto infinito é nulo ter-se-a

210gm,.=—oc
0

e inversamente.

III. Se o produto (1.1) é divergente,
diverge também a série (1. 2).

IV. Se a série (1.2) diverge o prodruto
(1. 1) é divergente ou nulo.

§ 2 — A consideragiio da série (1.2) em
correspondéncia com o produto (1.1) per-
mite tirar facilmente de propriedades conhe-
cidas das séries outras para produtos infi-
nitos. Assim como a condi¢cio necessiria e
suficiente de convergéncia da série (1.2)
é que seja
mep

Dloga,|<e

para m > m () segue-se que

I. A condiciio necessaria é suficiente para
que o produto (1. 1) convirja para um
namero superior a zero é que seja

(2. 1) 1—0<Omer Opmip<l+4d

para m >my (9).

IT. Desta condi¢gio segue-se imediata-
mente, fazendo p — + oo, que em produto
infinito convergente e ndo nulo o resto de
ordem m, Qn = Wp -+ Omyp--- tende para a
unidade, quando m tende para o infinito.

III. Produto infinito em que seja w,<1
é sempre convergente.

De facto neste caso teremos log w,<0
e portanto a série (1.2) é convergente ou
divergente para — oo, isto é, (1.1) é con-
vergente, significativo ou nulo. Se for signi-
ficativo da-se o caso da série (1. 2) convergir.
Portanto log v, tende para zero ou seja o,
tende para a unidade. Quer dizer, na hipé-
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tese posta o produto s6 pode ser significa-
tivo se , tender para 1.

IV. Em qualquer produto infinito con-
vergente e nio nulo ®, tende para a uni-
dade.

E o que imediatamente se concluia da
igualdade (2. 1), fazendo p = 0.

§ 3 — Seguem-se agora alguns critérios de
convergéncia para produtos infinitos de factor
geral superior & unidade.

I. Se existe um ntmero £ >1 tal que
“’:+1<“”“ a partir de certa ordem, entiio

] @ converge e é diferente de zero.

De facto de ok A <w, tira-se

log wayy 1
en R L G TS |
log Wy = k =

e pelo critério d’ALEMBERT convergiri a
série (1. 2) e portanto o produto (1. 1).

a>1 e
k<1 tais que »,<a®*", a partir de certa

II. Se existem os ntmeros

ordem, entio |] . converge e & diferente
de zero.
Teremos

log v, < k" log a
e o segundo membro é termo geral duma
série convergente pelo que Y, log», con-
verge, ficando pois estabelecida a proposigio.
IIT. Se existirem nimeros positivos
a’kO?kl gt kn R
que fagam, a partir de certa ordem,
it <ol

entio || @. converge e é diferente de zero.

De facto daquela condigio vem

IOg Wy 41 k“
o+ knyq

e o teorema de KumMmER sobre séries per-

log w,

mite afirmar a convergéncia de ZIogm..

Converge pois o produto para um valor
diferente de zero.

Em particular, fazendo %, = n tem-se que
o produto converge se se verificar

LR n
mn+l <mn

o que alias também se coneclui, aplicando o
critério I.

§ 4 — Neste paragrafo e seguintes ndo
saporemos ja, salvo indicagio em contrario,
que o, >1.

Vamos provar que se a sucessio

1 1
oy = yligsess s
bll &ls
tende monotdnicamente para a unidade [ ] w.
é convergente e significativo.

De facto nesta hipitese Zlogm,. é alter-
nada decrescente de termo geral evanescente
pelo que converge. Convergira pois Hm,.
que sera diferente de zero.

§ 5— Do teorema de Cararax(l) pode
tirar-se a seguinte condig¢fio necessaria de

convergéncia para o produto Um,,:
Se J] ®. 6 convergente, diferente de zero,

se o, >1 e se w, decresce, quando =
cresce entio

L =1
De facto a série ,logw, verificard a

hip6tese do teorema de CATALAN e portanto

(1) Cuja demonstragio se pode ver em Viceste
Gongavves, Ligdes de Cdlculo e Geometria, pig. 10.
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lim nleg w, = 0
donde

§ 6 — Suponhamos que ][ w. verifica a
hip6tese de convergéncia do § 3. I. Seja

Qu=mn'mm+l"'

pondo % = h teremos

0 < log Qn = log wm + log wayy + 108 0mig +

+ . <logwa + hlogw, + A2 log o, + -+ - =
1

iR 11 grlog wy = log o

donde
1

1< Qu<ol®.

§ 7T— Se agora |] . satisfaz a hipétese
do § 3. IL. teremos

log Qu< (k™ + k™*1 + ...) loga =

kln
= lk—k loga =log a'™
donde
¢ 2l
desihwa'™.

§ 8 — Consideremos um produto que cum-
pra a hipotese de § 4. Designemos o seu
valor por P.

Teremos

log P =logwg + --- + log w, + -

Como em série alternada decrescente de
termo geral evanescente o erro que se
comete, quando tomamos S, (soma dos pri-
meiros m termos) pela soma da série é em
valor absoluto inferior ao médulo do pri-
meiro termo desprezado temos

|log P — log P | < |log om|

ou
1%
8. 1) log | < |1og on |
ov ainda designando por Q. o resto de
ordem m
|1og Qn | <|log om|
donde

— |log wm | < log Qn < | log wa

supondo ®,>1 teremos

1
logb—); < log Qu<log on
donde
1
*;’:< o

se tivéssemos suposto w,< 1 chegar-se-ia a
1
W < Qm < o i
Wy

Quer dizer o resto de ordem m estd

] 1
sempre entre 08 nUmeros w, 6 —.
Wi

§9 — Seja w, =1+ u,. Suporemos
|ua| < 1, podendo no entanto u, ser posi-
tivo ou nio. Como se sabe diz-se que [] w,

é absolutamente convergente se | [ (14| )

convergir.
Seja
W, B8 0w,>S1
B Ry s
Wy

I. Se J] W. converge o produto infinito
[I». 6 absolatamente convergente.

Designemos por P' o valor de [] W,
e seja
Pou= Wy Wy oo Way
e

Pam (L [ ugl)- (14 Ly [)ees (14 [ uman])-
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Sendo u, >0 gera 1+ up=0,>1 e
portanto
9.1 14 |ta]|= W,.
Suponhamos agora u, < 0. De

(1—-u,,)(1+u.,)=1—u3<1

vem
1
1_ n

e 1+ u,

como 1— wu,=1++ |u,| e 1 = W,
1+ u,

vem
(9- 2) 1+ |ua | < Wy
por (9.1) e (9. 2) podemos escrever

Pr< Py

e como P, nunca decresce, quando m cresce
Phc P

como P; também nunca decresce, quando
m cresce existira o limite de /°, e o pro-
duto considerado sera absolutamente con-
vergente.

§ 10 —Se J] W.< A entio elevando os

sucessivos factores de ”m“ a nimeros

positivos e decrescentes para zero gy,ey, -«-
<++,8,,-+-- oObtém-se um novo prodato infi-
nito convergente e nio nulo ainda que

T1 . seja divergente.

De J] W.<4 vem ) log W,<log4 e
0 0
como

< X |logw, | = D log W,
0 0

E log Wy
0

podemoa escrever

é log W,
0

<logd.

Por um teorema de ABEL(!) a série

z enlog o, = Z log i
0 0

converge e sendo S a sua soma tem-se

(10.1) | 8| <glog A= log 4™

segue-se pois que
J]#%. Representando por P o seu valor,

atendendo a que é S=1logP e a (10.1)
temos

converge o produto

|log P|<log A®
donde
log A< log P < log A®
ou
47" P

§ 11 — Como se sabe demonstra-se que

I. Produto infinito absolutamente conver-
gente 6 convergente.

II. O valor dum produto absolutamente
convergente é independente da ordem dos
termos.

III. Produto infinito absolutamente con-
vergente em que seja |u,|< 1 ésempre di-
ferente de zero.

§12 —Se [](1+4 u,) ¢ absolutamente
convergente também sera convergente o pro-
duto [ Wa.

Efectivamente pelas proposi¢des I e III do
§ 11 o produto []mw. seri convergente e

diferente de zero logo a série

(12. 1) zlog Wy,

(1) Cuja demonstragdo se pode ver em G. Torsrow,
Fourierreihen, pig. 89.
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gera também convergente. Em virtude da
convergéncia absoluta do produto [[ . po-
demos alterar a ordem dos seus termos sem
que o seu valor se modifique. Segue se daf
gue a soma da série (12. 1) ndo depende da
ordem dos termos, pois a sua soma em qual-
quer caso tem de ser o logaritmo do valor

do produto [Jwa.-

convergir absolutamente, visto que no caso
contrario (teorema de RiEMaNN) a sua soma
dependeria da ordem dos termos.

Converge pois

Dl log o |

Logo esta série devera

e como
|log v, | = log W,

convergird Y, log W, e portanto IIw..

Combinando esta proposigéio com a propo-
gicio I do § 9:

E condi¢io necessaria e suficiente de con-
vergéncia absoluta dum prodato infinito,
que convirja o prodato que dele se obtém,
conservando os factores superiores a unidade
e invertendo os inferiores.

§ 13 — Pode agora provar-se facilmente
que se ]___[m,. 6 absolutamente convergente

também H

gente (supde-se w, > 0).

De facto se Hm,. é absolutamente con-
vergente pelo teorema do § 12 convergira
I]1W.. E agora pelo teorema T do § 9 con-

sera absolutamente conver-

vergira ]_] j absolutamente, pois que

HWn também é o produto que se obtém de

1 . = : :

| | —— por inversdo dos factores inferiores
(A

a4 unidade e conservagio dos restantes.

§ 14 — Qualquer produto extraido do pro-
duto absolutamente convergente [Jw. 6
também absolutamente convergente.

Sendo J]w. absolutamente convergente

serd convergente a série Y, logW, e por-
tanto sera absolutamente convergente a série
> log o, -

Seja Hm{. um produto extraido do dado.
A série Z!eg w), sera uma série extraida de

Dllogw, e por consequéncia sera absoluta-

mente convergente. Convergira pois

D logW, com o que fica provada a propo-
si¢do.
Pondo

S = le:lgm,I

S'= z log u)‘:,
teremos como se sabe das séries
|8'|< 8

em que S 6 a soma da série cujos termos
siao os médulos dos termos de D, log w, .

Representando por P' o valor de [[ v} e
por P; o valor de [ W, teremos

S' = log P'

8§ = lOg Pl
podemos pois escrever

|log P' | < log P,

donde
fop o e log P Alop P
£y
e portanto
: PPy,
Py

§ 15 — Suponhamos Hw,, absolutamente
convergente.
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Seja
P =T]on
P =T1Iw.

S = Zlogw,.= log P
8' = Yl log W, = log P'

teremos evidentemente

|S|< s
ou
|log P| < log P'
donde
1 epep.

1)!

§ 16 —Se []w®. 6 simplesmente conver-
gente e diferente de zero, sera simplesmente
convergente a série J,logw,, pois senio

convergiria Zlog W, e o produto seria
absolutamente convergente contra a hipétese.
Pode pois (teorema de RiemaxN) por altera-
¢io conveniente da ordem dos termos fazer

Z log Wy = log (H m,‘)
lor préviamente dado. Logo:

Se um produto é simplesmente conver-
gente e diferente de zero pode dele obter-se,
alterando a ordem dos termos outro pro-
duto que tenha qualquer valor positivo.

assumir qualquer va-

§ 17— Sabemos que o estudo da conver-
géncia dum produto infinito se pode fazer
de varios modos por intermédio duma série.

Assim a série

(17-1) Pl+(‘P2_Pl)+“'+
+ (Po— Pay) + -+

m 1

em que § P, = [] . é convergente quando
0

e 86 quando o for Hm,., pois que a soma

dos primeiros m termos da série é igual
a P

Sabe-se também que J]w., com

wp=1-4u,, é convergente sempre que o
for a série
(17. 2) ﬂ0+ul+l--+un+...

Dado pois o produto [[w. poderemos,
em certos casos, determinar a sua natureza
pelo estuado das séries (17. 1) e (17. 2), Ao
contrario do que acontece nestes casos na
aplicacido pratica dos critérios de convergén-
cia de produtos infinitos que demos atras nio
ha que considerar série alguma. Como disse-
mos o estudo da natureza dum produto infi-
nito pode fazer-se por intermédio duma série.
Inversamente o estudo da natureza duma
série pode fazer-se também por intermédio
dum produto infinito. Assim se provarmos

que JJw. 6 convergente fica provada a

convergéncia da série (17. 1) e no caso de
ser u, >0 fica assegurada a convergéncia
da série (17. 2) por um teorema conhecido.

Damos agora um exemplo duma série cuja
convergéncia se pode provar por meio de um
produto infinito.

Seja
Ll L
®(2n4 3)? — (n4 12
(117. 3) o o
2 (n +1)2
o termo geral pode escrever-se
=15
) )2
u,=(——“n+3}l —1.
(n+ 1)

Consideremos o produto infinito
1

ﬂ(1+u”)=n(2ﬂ+3)?

0 n-+ 1

(17. 4)

2243
o 2
R >=1 para n ==

é facil ver que é
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e portanto o factor geral do produto (17. 4)
é superior a unidade. Por consequéncia o
termo geral da série (17. 3) é positivo.

Podemos escrever sucessivamente :
2n<3n, 2n+3<3(n+1)
donde

2n+43

3
n-+4 1 =

e daqui

MOVIMENTO

1
or 1
(2 n -+ 3) 2 < 3?
n+1
e pela proposicio II do § 3 podemos afirmar

que o produto (17. 4) converge o mesmo
acontecendo pois a série (17. 3).

NOTA — Todos os teoremas a que nos re-
ferimos sem dar a demonstragdo se podem
encontrar em VICENTE GONGALVES, Curso de
Algebra Superior (. 1944), excepto os teoremas
de CATALAN e ABEL mencionados respectiva-
mente nos §§ 5 e 10.

MATEMATICO

«SESIONES DE MATEMATICA» DA U. M. A.

Integradas nas comemoragdes do 150.° aniversdrio
da independéncia da Argentina, tiveram lugar em
Buenos Aires e La Plata, de 22 a 27 de Setembro de

1960, promovidas pela Unién Matemdtica Argentina,

aSesiones de Matemadtica» que congregaram um nu-
meroso grupo de cientistas.

Do Brasil foram especialmente convidados, e apre-
sentaram trabalhos: Leororpo Nacasix e Erox Laces

Liua (do IMPA), Caspino pa Siva Dias, Mimro
Scuonsere € Cuamm Hiowme (da Universidade de S.
Paulo), K. T. Cuex (do ITA), A. Pereira Goumes e
José Moreano (do I. F, M.).

Entre os matemdticos estrangeiros assinalamos
ainda a presen¢a de Axrtéuro MonrtEIRO, CnARLES
Euresuans, A. Zyamunp, S. Lerscuerz, P. ALexits e
S. EiLexrERG.

FUNDACAO DA UNIVERSIDADE DE BRASILIA

No momento em que transitava pelo Congresso
Nacional o Projecto de Lei que cria a Fundagdo da
Universidade de Brasilia, a Sociedade Brasileira para
o Progresso da Ciéncia promoveu no Rio de Janeiro,
em Outubro de 1960, uma «Mesa redonda» de cien-
tistas afim de discutir e assentar as linhas gerais da
organizacgio da futura Universidade, destinada a cons-
tituir, no Brasil, novo padrio de trabalho uaiversitdrio.

Para tratar das questGes relativas ao Instituto
Central de Matemditica da Universidade de Brasilia,
foram convocados para esta «Mesa Redonda» os
Profs. LeoroLpo Nacssix (do IMPA) e A. Pereira
Gomes (do IFM.).

Proximamente, a «Gazeta de Matemdtica», publi-
card um esquema da estrutura da Universidade de
Brasilia.

NOTICIARIO

Em Setembro de 1960 foi criado, na Universidade
de S Paulo, o Instituto de Pesquisas Matemdticas, com
as seguintes finalidades: a) promover e estimular o
estudo e pesquisas nos dominios da Matemitica Pura
e Aplicada; 6) colaborar para a formagio de pesqui-
sadores e pessoal docente superior no sector da Mate-
mética. :

— Realizar-ge-4, em Julho de 1961, o 3.° Coldquio
Brasiteiro de Matemdtica, com a participagio de
todas as instituigdes universitirias brasileiras dedi-
cadas as Ci@ncias Matemdticas, e para o qual estio
sendo convidados alguns matemdticos estrangeiros
interessados no desenvolvimento cientifico deste pais.

— O Conselho Nacional de Pesquisas designou,
para exercer as fungdes de membro do Conselho
Orientador do Instituto de Matemdtica Pura e Apli-
cada (IMPA) do Rio de Janeiro, com mandato de
trés anos, o Prof. A. Pereira Gomes do 1. F. M, da
Universidade do Recife.

— No I. F. M. da Universidade do Recife, teve ini-
cio em Outubro de 1960 um semindrio de Estatistica
Matemdtica sobre «Andlise de Varidncian, dirigide
pelo Prof. M. Zavuar Nuxes, com a colaboragio do
Prof. Jost Moraano.

M. Z. o P. G.



