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Uma interpretacdo da anélise combinatéria
e algumas aplicagdes
por J. M. Gil
(Concluséo)

56 — Arranjos com elementos repetidos.

A mesma operaciio executada apenas p
vezes, com p<<n, da origem a conjuntos
ordenados de p elementos, eventualmente
com elementos repetidos, quando muito p
vezes. Chamamos a cada um destes conjun-
tos arranjos completos dos n elementos
*3@n, P A& P.

Q1yQ3, "

57 — Representaremos o numero destes

arranjos por a,,. I8

Unjp=n>Xn>+-->Xn ao todo p factores
=nP.

58 — Propriedades de o,

a) B imediato que
%n|p* En|n—p = Hn .
b) Foérmulas de recorréncia nos indices

1) anjp=n-n"1=n-a,]p-1

S ) (,_.L)” s

(n—1)? n—rl
ne-1
3) “ulp=ﬂ“m'(n“1)”"l=

n r-1
TN Gn-1|p-1
n—1

n r-1
4) “ulp=“‘( ) Gp-1|p-1
n—1

o (W (_"_l)”" i

mn—

~1
=1 (;27)" @t

n -1
- A
(n = 1) n=1|p-1
n p=1
= [~ S +
(n—« 1) sl
n r-1
-I-( ) Un-1]p-1
n-— 1

n =1
= ( ) (an-11p + %n-11p-1)
n—1

59 — Combinagdes com elementos repe-
tidos.

Numeremos p -+ + 1 lugares consecuti-
vos da seguinte maneira

1] [2]|3]---1p|[el1f]I1]]2] - [r—1].

Escolhamos agora 7 destes lugares. Po-
demos toma-los todos consecutivos ou cons-
tituir um certo nimero de blocos de lugares
consecutivos. Preenchamos os lugares de
cada bloco, com elementos a;, sendo ! igual
ao nimero do primeiro lugar da esquerda do
bloco. Obtemos assim agrupamentos de =

elementos de entre
Ay 4 0g 4 2o 3 Ay 4y Ay 4 Ay

podendo cada elemento ser repetido, até r
vezes, em algum agrupamento.
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60 — Estes conjuntos chamam-se combi-
nagdes completas dos p + 2 elementos

@y ,09,+++ ,ay,0,,0;, tomados r a r.

61 — Representaremos o nimero das combi-
nagdes completas dos p + 2 elementos, r a
r, por Fpyg),.

Este nimero é também o das possiveis
escolhas de r lugares entre p+2+r—1=
=p+r+1. Assim

1
Lpio)r = (p+r+ )

r

e, fazendo p + 2 =mn, vem

n+r—1
1‘,,,,=( y )

sem qualquer restricgdo dos valores relativos
de n e r.

62 — Propriedades de I, ;.

a) B
Pp+q+1|p,q.l= p+a+l|p, 9=
=@+ (P TITY) =@+ Dt
e, para p+l=ne g+1=r
I‘n|r=%‘Pn+r—l|n—1-r‘—l

b) Foérmulas de recorréncia nos indices

1
1) Tapr=—Parrtin-1,m1.1

1 n4+r—2
=?.(n+rﬂ1)( i )
n+r—1
rn|r=' g Pwlr—l

gy gl n+r—1 <n+r—2)

s i o n+r—2
r n—1 r

_wa4r—1 /m4r—2
n—1 r
n+r—1

=— Ty
n—1 X

— e )
3) ]‘nlr=_—-—-_n+r 1(R+T “)

n—1 r
n+r—1 n4+r—2/04+r—2
; ( r—1 )
=(n-l-r-l](n+r—2)r
(n—1)r

» nea (S

n4+r—2
+( + )= n—][r+Fu|r-l

n—1 r

n—=1| r—1

r—1
. ? S e gt n
5) EP,,',: 2 ( )=(-—).—,=
=0 e=0 # 4 ke
k
= 1la41|%x OQ Z Pn|-=rn+]]k-
e=0
- .
c) I‘P+11r= P r>= (p r) ='I‘l'+l|9
r Pr

epara p+ 1=un

ru|r= 1‘.r‘i-llﬂﬁ-l .

n+r—I1
d) Tapr=TLrmpna=—7—Trjaq
n+r—1 n
= . Pr'u
r n+r—1
n
="_‘I‘r|n'
=

63 — Ocupagdo livre de caixas diferentes.

Consideremos p elementos indistinguiveis
aa a distribuir por n caixas diferentes,
sem limitagio do numero de elementos que
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podem ficar em cada caixa. Estatisticamente
elementos de BOSE ou bosdes.

A distribuicio dos aa equivale a forma-
c¢do de blocos de aa, cada um deles cons-
titufido pelos elementos que ficam em cada
caixa.

Precisamos dum processo de fraccionar o
bloco inicial dos p elementos aa, supostos
alinhados em, quando muito, = blocos.
Basta-nos intercalar n — 1 elementos iguais
bb. Estes n— 1 elementos bb separam,
quando muito, = blocos; precisamente n
blocos, quando cada b & elemento de sepa-
ragio dos aa. Quando a separacio é feita
por blocos de 66 o nimero de blocos sepa-
rados é inferior a n. Quer dizer: cada per-
muta¢io dos elementos
sy Byb, b, b
3

n=1 &b

(7 A

pa
corresponde a uma distribui¢io dos elemen-
tos aa pelas caixas. Tantas distribuicdes
possiveis quantas as permutagdes, isto é,

n+p—1
Dypa=("T7T) =1
p

com D,|, nimero de distribui¢gdes possjveis
de p elementos por n caixas.

64 — Ocupacao restringida de caixas dife-
rentes.

Suponhamos que os p elementos indistin-
guiveis tem de ser distribuidos por » caixas
diferentes, deixando, quando muito, um em
cada caixa. Estatisticamente estes elementos
chamam-se fermide, ou elementos de FErmI.

65 — Para fazer a distribniciio, basta escolher
as p caixas, que ficario ocupadas; as res-
tantes n — p ficario vazias, Sdo possiveis
tantas distribui¢des quantas as escolhas
possiveis de p caixas de entre as n. Assim

n
Dyinn= (1)
p

é o nimero das distribuicdes possiveis de
p fermides por n caixas diferentes.

66 — Estudemos o caso geral da ocupacgdo
de caixas diferentes restringida a um niimero
maximo, m, de elementos por caixa.

Representaremos por Di|,,» © nimero
de distribui¢des possiveis de ¢ elementos
por = caixas, cada caixa com o maximo de
m elementos.

Nio é possivel distribuir pelas n caixas
mais do que m-m elementos. Assim
Dijn,m=0 para ¢ >n.m.

Seja D,,mn o nimero das distribuigdes
possiveis de objectos indistinguiveis pelas n
caixas, cada uma com o maximo de m
objectos. E

Du,m= 2 Di|n,m
i=0

considerando as caixas vazias como uma
distribuicdo de zero objectos.

67 — Os valores de D;|,,» podem obter-se
facilmente por uma maultiplicagio de poli-
némios.

Representemos as caixas por @y , &g, -+ ,&,
e ponhamos em indices snperiores o nimero
de elementos que nelas podem ser colocados,
assim

1 ¥ s m
x) e a 1
0 1 e "
g g ST {8
0 "l a3 ok
x“ m” mn w!l
Consideremos o caso das distribui¢cBes

pélas duas ‘caixas x; e xy. As distribuigdes
possiveis correspondem aos pares ;s que
se podem formar com as duas primeiras



24

GAZETA DE MATEMATICA

linhas do quadro. Os pares cuja soma dos
indices superiores é a mesma correspondem
4 distribnigio do mesmo nimero de elemen-
tos, precisamente igual a essa soma.

Os pares x;xy podem ebter-se facilmente,
considerando as expressdes

ad+af+al+ . +af

0 1 VRl ISR
@+ tag+ - +ag
como polinémios e multiplicando-os. Assim

@+ al + oo + @) (a0 + 7L + - + 2P) =

= 20 70 a1 g0 2 .0 m 40
_wl.:rg+.rl.12+ 31.:2+ +a,'l ay +

0 1 1 1 .« s .
-'-ll .‘12 .‘I‘ 32
0 2 -0 m
.’L‘I .12 al .'L‘g

+ m?“‘é"‘ e +a"‘f'.r;'= SU|A-.A:, +

1 m
sCyta

+ Sl]x.x, + e + Sm|;r..1.-. i Sm-{-”:.:. +
+ i + Sﬂm|z,s,
g e 0 somatério esten-
dido a todos os pares ordenados de inteiros
(«,f), tais que « + (s =1¢. Claro que é
D;ij2,» 0 nimero de parcelas de i,z -
E ainda

com Sz, =Z:c;L x

Di|2,m= z D:‘-jll,m
i=0
com D,jy,n=1 para p<m e D,|1,u=0
para p > m.

68 = Fagamos o produto dos = factores
seguintes

(@) + &l + oor + @P) (@ + @l + o0 S aP)ee-
cor (@04 @l + oo 4 &) = Soj0yz0enz +
+SH:.:=,...:,,+ S A +Snm|x|:,...x,,

entio

(a-‘l‘+a'i+~--+a:'l"}---(w2+m}l+---+m:')
(@0t +e+2r )= ojzim...cmn2l, +
+,S”:,=‘___:ﬂI2+]+---+Snm|x,x,,..zna'g+l+

= L0 22y oes Bupt = S”“@lz!'”“"ﬂ'l-’ il O o

7 1 S(n+1)m | %4 %y 000 Zupt
com

m
Sil:l:,:,...:,dq s Z Si—j|=c.z,...z,.mi+]

i=0
)
Splom... =0 parap > mnn.
Consequentemente
(1) Di[n+1,m - Z Di—j]n,m
i=0

para qualquer n> 1.
69 — Claro que 6 ainda

(L+z+a3+ ..+ = 3 Dija,na
i=0
em vez de efectuar as sucessivas multipli-
cagbes para obter os coeflcientes D;jp m,
podemos calcular estes por recorréncia. Pois
é, por aplicagio sucessiva de (1)

Dijp,m= i 2 z

Jr=0 ji=0 ji=0

m
ST S WL |

Jn—1=10

D i vocdpoy 1wl

porque sio os coeficientes de af 4+ a] 4

+ - + 27 ou de 14+ax+a24 ... 4™,
Entao
Dovtsm Dritow = Dajrym Durtivsm 03 mitinm
1 1-(—1 1 Dnets arohtng 0
n=2| 1 S B . O s S 2 1

n=3 1 B Biav s e ale oo il
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O elemento de cada linha é a soma de
m + 1 elementos da linha superior, contados
para a esquerda do elemento colocado por
cima dele, e incluindo aquele.

70 — Desenvolvimento da poténcia
(x; + xg + -+ + xi)" .

E
(@) +ag 4 -+ + @2 = @) + agarg +
T I S S B I
TLg Ty &y, a4
+ |2y + - + [To 8 4 --- + 21z,
&I Iy &), g P
‘=2P2|m,m,...,m al ... o

com o somatério estendido a todos os

inteiros positivos py,pg,--+,pk, tais que
Pi+Pat e tp=2.
71 — Ponhamos
k
("""l+rn+"'+'Tk)"=Pn|p.,p..---,mmf'm;’"“l'z
com py+po+ -+ pe=n.
(g + xg + - + @p)**1 =
P Pa k
— (2 P"lPI?F!"--ll’k'rll FG R m{ ) 3
c(my + @+ oo @)
O tormos Puip, ;..o 0 %1 08+~ &5,
pi+l -1 P,
Pulpdt,pm1, ey @1 XY oo Xh' g oeey
1 l
P10, mi1 xy e xy e i

multiplicados respectivamente por
&y ,&g,++,& dio o mesmo termo do desen-
volvimento de (xy + ag + --+ + a)"+!. Pre-
cisamente o de parte literal a]'*!

O coeficiente deste termo é assim

ap ... it

Pujpr,oryeeetn+ Palptl,p-1,00eccon + oo +

i1 = P1 Prioitt,om, ..o+

+ 22 Pajpyt1.00ye0smpt o + Pk Pripit 1,000 0ome™=
=(p1+pa+ -+ Caipsr,m, e pe =

=%n: Pnlp.+1.p-.---,m=Pn+llm+l.pn---,m°

T P"IPI"‘!;PI:"'

Consequentemente, atendendo & permuta-
bilidade dos indices pp, é

(@ + 2+ -¢- + @t =
> 2 Pﬁ+1|P|nFlp---

com o somatério estendido a todos os intei-
TOS Py, Po,-++,Pr tais que p; + po + --- +
+pr=n—+1.

P P Pk
ypo L1 Lg =+ Ty

72 — O ntmero de termos do desenvolvi-
mento

(@ + 2+ + )=

Py P Pk
5 2 Pripipsycope @1 X2 20 Tk

6 0 niimero de solugdes inteiras, ndo negati-
vas, da equacdo
Pri+pot -t =n.

Cada uma destas solucdes constitui uma
distribui¢io de = objectos indistinguiveis —
as unidades de n — por % caixas diferen-
tes, sem restriccio do nimero de objectos
que pode ficar em cada caixa. Ao todo temos
Dy\x = Ty, distribnigdes e também Iy,
termos no desenvolvimento.

73 — Em particular, para L =2 é
(a"l 5 xﬁ)u s z Pﬂ|PnPs 1.1;1 3,';‘ =

com py+ py=n

g n
s ( )a-i" a5

Pi=0 Pl
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e o nimero de termos do desenvolvimento

T T L e

n

74 — Um polinémio completo, de grau =,
a k variaveis, é a soma de n + 1 polinémios
homogéneos, a % variaveis, de graus
0,1,...,n. K assim facil contar o nimero
Npx de termos do polinémio

Nuje = ) Tays
i=0

n+k
:Fki'tln__h( ™ ).

75—De

(@ +@gt--- +mk)"'=2 Poipi,pay ..o pp @) @t

G | k

com o somatério estendido a todos os valores
inteiros e positivos de py,pg,---,pr, tais
que py+pPg+ - +pPr=mn vem que

(1+_a:§+...+ ff.)nz

| a
] ﬂ,‘g P /;rk Pk
=2]"‘|P|;Pn--.,pk (— awanf —
;1'.'1 .'Z'l
e, fazendo
g rs X o a* o
s :y P —y e — = y
& @ 2

Q+y+2+ - +y*)r=
=2P"|Pl;?:....,p,‘ yp'+21’t+---+(k-1)pk

76 —Com P2+2p5+--.+kpk+1=f e
Pit Pyt il =n O

A4y + 92+ o+ iy =
nk

= E Pnlm,m,---mﬂ, Y.
r=0

Confrontando com o § 69, onde

nk
(A+z+a2+--+at)y = 3 Dyjna’

r=0

conclui-se que

Drln,k= zpnlpnpn---

1 Py

com o somaté6rio estendido a todos os inteiros
positivos py,pa, -+, Prs1, tais que

Pr+pat st Prag=n

Pot+2ps+ - thp=r.
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