GAZETA DE MATEMATICA

Soma aproximada de séries

por M. A. Fernandes Cosla (1)

1. Caélculo da soma exacta de uma série.

O calculo exacto da soma S de uma série

oo

convergente D, u, faz-se por métodos anali-
0

ticos que se reduzem, directa ou indirecta-

mente, a defini¢io

n-1
S =1lim S., com Sy = D un.
0
Podem ver-se alguns casos correntes em
artigo anterior nesta revista [1].
Quando, porém, aqueles métodos ndo
sejam eficazes ha que recorrer a processos
numéricos aproximados.

2. Caélculo aproximado de S.

n-1
Sendo S =8, + R,, com S,.=2um,
0

oo
R, = )\ un, quando se tome S, como valor
"
aproximado de S comete-se um erro siste-
mdatico ignal a R, .
Pode obter-se um limite excedente de tal
erro considerando uma série majorante de

> #n, ou seja uma série convergente D, un
cujos termos obedegam & condigéo

Iﬂml L Up
e que seja facilmente somavel. Tem-se entéio

IRn|éEn=§;m-

n

(1) Bolseiro do I. A. C. junto do Semindrio de Cdl-
culo Numérico e Mdquinas Matematicas.

Assim, pretendendo-se S com um erro abso-
luto inferior a 10-*, tomar-se-4 um ndmero
n de termos que garanta

E,.<%-10—*,

tendo depois o cuidado, no céaleulo efectivo
de S,, de ndo cometer erro superior a

A 1ge
2

EXEMPLO

Nimero de termos a tomar para obter
oo
> 1/m2 com um erro inferior a 10-3.

1
Facilmente se obtém uma boa majorante

notando que

1 1

Un = —

1 1 1 =
= - — = U
2 wn?2-1 2\m—1 m+1

donde

- 171 1
s (?.—n+2)+

9
1 1 1
E(n+l_n+3)+
1 1 1
+E(n—1—-2_n+4)+“'
~L(L T T
8\ = UG TS

tem-se portanto
Roer <+ .10-5 5o n > 2000.

Em [1, § 2] descrevem-se algumas técnicas
para a obtencio de majorantes.
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3. Célculo de S,.
Regra geral, convira calcular os sucessivos
u, determinando préviamente as razdes
Pm = Un [ Um—1
o utilizando a relacdo
U = O > Ui —] »

Este processo, particularmente 1til no caso
de séries de poténcias, simplifica e sistema-
tiza os calculos, prestando se ainda a intro-
duciio de verificacdes intermédias.

EXEMPLO
Calcular com seis decimais exactas (6 D)

Iy (%) = i g (ﬁ)"‘

“A (m!)2\ 4

onde m,,=p%, para p=21.

Utilizando uma majorante geométrica [1]
facilmente se obtém a limitacio

1 )2 "a'-?‘ n
B —)

R,
o N
(n+1)2 4

Deduz-se daqui que, para assegurar 6D,
basta tomar 16 termos quando p = 21.

Obter-se-d0 entio em primeiro lugar as
razdes

SER '\ m——

fon =
Um—1 n? 4

— L1 17,00102185 (m=1,2, .-

m

» 15)

e, a partir deles, os termos sucessivos pela
relagio
Um = Pm * Um—1 »
com uy=1. :
Uma boa verificagio dos em 6 dada pela
identidade

L

15 3.‘?, 156 1
bo-28s
15

onde se substituira E

1
obtido independentemente com suficiente nid-

mero de decimais.
O quadro final de calculo é o seguinte:

pelo seu valor,
Th

m Pm Um
0 1,00000000
1 17.00192134  17,00192134
2 4,25048033  72,26633222
3 1.88910237  136,51849946
4 1,06262088 140,06729881
5  0,68007685  98,66691161
6 047227569  46,59325113
7 0,34697798  16,16683215
8  0,265665502 4,29480011
9  0.20990026 0,45229310
10  0,17001921 0,07689851
11 0,14051174 0,01050514
12 0,11806889 0,00127578
13 0,10060308 0,00012834
14  0,08674449 0,00001113
15 0,07556409 0,00000084

538,107260

Caso se pretendesse o valor de I,(x,)
para sucessivos valores de p, por exemplo
para p=1,3,5,...,21, o labor exigido
pelo emprego de nm simples calculador de
secretaria seria ja consideravel.

Julga-se interessante expor o procedi-
mento mecanografico que se seguin para
resolver este mesmo problema, utilizando as
seguintes mAquinas de cartdes perfurados:
uma calculadora de programacio externa,
uma tabuladora e nma reprodutora(1).

(1) Uma calculadora de programacfo externa é
uma mdquina que se leva a cumprir determinado
aprogramar de cdlculo mediante um painel de liga-
¢oes Uma maquina desse tipo dispde de diversas
memorias e de um ou mais acumuladores; as opera-
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Sequéncia das operagdes :

a. Prepararam-se na reprodutora grupos
G, de 1D cartdes detalhe D, ,, contendo
m e n?2 (m=1,2,...,10). Os cartdes
de cada grupo foram assinalados por p
(P= 1’3"“’21J'

b. Fez-se preceder cada grupo G, de
um cartio mestre M,, contendo:

N\ 2
P plie e % (%) — 0,03555310963 .

Sobre cada M, calculou-se :1[.1-2 = Kp?;

e, para cada cartio D, , de (G,, calculou-se

2
5
pm = (‘;f) im?,

perfurando ¢, no préprio D, .
Os valores de g, foram, assim, obtidos
por uma primeira passagem na calculadora.

c. Substituidos o8 M, por D, o contendo
uy=1, voltaram a introduzir-se os cartdes
na calculadora para obter os u, pela rela-
CAO Uy=0,+Un_1, perfurando o valor de
cada u, sobre D, ..

Nota — Embora fosse dispensavel, para os
primeiros valores de p, levar m até 15,

¢bes programadas repetem-se, em prineipio, sobre os
sucessivos cartdes, sendo porém admissiveis certas
alternativas denuncidveis por cddigos intencional-
mente perfurados nos cartdes. Os resultados podem
ser perfurados cartio a cartio ou apenas em certos
cartdes para o efeito introduzidos na localizagio
propria.

A tabuladora é uma mdquina que pode comparar-
-se a uma somadora com maior capacidade de acumu-
lagio e impressido, mas cuja maleabilidade é infini-
tamente superior gragas a certos dispositivos de
seleccio.

A reprodutora serve para reproduzir a informacio
contida em determinado grupo de cartdes sobre outro
ou outros grupos de cartdoes segundo um critério de
corresponidéncia prefixado.

adoptou se procedimento uniforme a fim de
evitar manipulagiio dos cartdes.
d. Calcularam-se na tabuladora as somas

15

Io(@y) = 2 tm (@)

m=()

3. Séries lentamente convergentes.

Relativamente a séries de convergéncia
lenta, torna-se por vezee eficaz a sua trans-
formag¢io em novas séries de igunal soma
mas de convergéncia acelerada.

3. 1. Transformagdo de Kummer.

Consiste em subtrair da série dada uma
outra série de soma conhecida mas cujos
termos tenham construcio semelhante.

Sendo S = Y)a, uma série lentamente
convergente, e O = Zc,. uma série de soma

conhecida, com

lim a, [ ey = 3750,

tem-ge
oo =] e
S=Zau=70+2(1—7a—")a,..
0 0 n
EXEMPLO

Volte a considerar-se a série S = Y, 1/x2,

que ja no exemplo do § 2 se reconheceu
ser lentamente convergente. Tem-se aqui
a, =1/n2 e, tomando ¢, =1/n(n+1),
vem y = 1, Zc,,:l, donde

1

S=1 _
i n2(n + 1)

Repetindo a transformacgéo com

1 il

o D) g

?lnk'ﬂ. -+ 1)
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| =
o

vem y =1, Dcn =

2____]:_.._=l+2 2

n2(n + 1) 4 ng(n+l)(n+2)'

Prosseguindo desta maneira, acha-se

22 ] 1
ST
12 +29

+ :
? «(n+p)

A série do segundo membro, mesmo com p
moderado, converge com rapidez apreciavel.

i 1
e S et
: 32 22
p!

u2(n + 1)

3. 2. Transformagdo de Euler.

Pondo a,= E"ay, com E=1+A,

acha-se
B (e DU () By~ —— oty —
8 1+ FE
1 1 1 =
= 2+A“°=E(1+§A) i
e, daqui,

3(-ra
0

Para séries de poténcias, use-se antes a
transformacio

. Bl

Note-se que a transformada de EULER nio é
necessariamente de convergéncia mais rapida
do que a série original. Servem de exemplo:

2(G) -2

Sao condi¢des suficientes para que a série
transformada convirja mais rapidamente do
que a original :

Jurt ;r>—;— o (—)4*a.>0.

aﬂ
Com efeito tem-se, por um lado,

| Ba| = (@n — @ns1) + (Gnsg — Gngs) + -+
=—Aa,—Ad, 90— Aay g —---

e, por ser —Aa,,; < —Aa, (pois A%2a,>0),

il
1Rn| > E(_A GH—A an+1—Aan+2—Aa“+5_~. ¥ ,)

=la,, —aor"
2 2
Por outro lado, quanto ao resto da série
transformada, tem-se

Ara Antlg
N e 05, Svl e
e e
_|Arap| | [A™*1a,|
In+1 On+2

Mas a sucessio |APa,| é decrescente, por-
quanto

|Ar+1ag| — | A aq| = (= )7+ (A7 @y — Arag)—
_(_ )PApgo=(_)p+IApal=
= —(—)PAra; < 0.
Entdo,
P rAn”0| 1 1
B (1+§+I+...)u
iyl g
Zn 2n’
pois |Anay| < |Arlay| < -0- < ap.
Daqui vem
9o
| R',,‘ 2 2
R _1_00?_“ 2r)e

A convergéncia torna-se tanto mais acele-
rada quanto maior for r.
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EXEMPLO

Para se obter directamente a soma da
série alternada

Z( g

n+1

com um erro inferior a 1/103 seriam neces-
sarios mais do que 1000 termos. Recorrendo
a transformacio de EULER, o problema sim-
plifica-se, porém, extraordinariamente.
Neste caso é simples obter a expressio
teérica da transformacio, porquanto (1)

= nl-1]

ap =
n—+1
e, cOomo
Anl-1] = — nl-2] 5

logo se acha, por indugio,
A* g, = Ak pl=1] = (=) k! pl-G+D]) =
(= )k
5 m+1D)(n+2)---(n+k+1) .
Tem-ge entio

Ak ay

Ly ) P o
k+1

e, por conseguinte,
1 oo
2( 5 = 72
0
Acelerar-se-ia a convergéncia fazendo

o 1 n-1 p
3o e

- 1
ﬂ+1 (n-+—l) E?n3

< 1
+ D (=)
1 (=)
_S“_'__u_ Ak n -
(rg S5

Na pratica corrente nio ha necessidade de

(1) nt=" representa o polinémio factorial reciproco
1/(n+1)(n+2)--- (n+1r). Veja-se, por exemplo,
(2, pag. 47).

deduzir a expressio da transformada, esta-
belecendo-se logo o quadro de diferencas:

n 104/(n+1) A A2 A3
0 10000
—5000

1 7560001, g ao OO0
2. 8388 | .. OBA
8 2500 - _ oo | 5850 SSCES
4 2000 ggg 167 79
5 1667 535 95 _36

2 s 59 ~
61" 14 TR
7T 1260

Observe-se como, se tomarmos a soma
dos quatro primeiros termos e aplicarmos a
transformacio & série resto, bastam as dife-
rencas de a, até i 3.* ordem (sublinhadas)
para se obter S com erro inferior a 1/103:

10¢ S = 5833 + %[2000 z % (333) +

1 1 ‘
= (90) & @) e nenl s
+ 7 (99) + - (36) + ]
~5833 + 1000 + 83 + 12 4 2,
donde
S =0,693 ...

Uma boa verificagiio seria a que consiste
no recalculo de S considerando por exem-
plo S =S5+ R5 e aplicando depois a trans-
formagio a Rj5.

4. Uso da [é6rmula de Euler-Maclaurin.

Sabe-se que [2, pag. 161]

2hi= [[f@det 5o+
5 i) = o (B — fi) -+

Se lim £ (z) =0

, tem-se entdo
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< fieo 1 ] e
%Jk=10 f(-‘”)dm'i"é‘fu-ﬁfo-i"

1

+ 3500 — 50.340 1o+

EXEMPLO

Para a série que serviu de exemplo no
§ 2 tem-se

-S

1/(3+='-‘)2,

(m + 8)2 j

Como f(z)= é aqui

71(0) = ~—, POy et

a6
120 o 1
o= [ e =

e portanto ]
1 ]! el A
12 8 720 &6
= 0,125 + 0,0078125 + 0,0003255
— 0,0000010 + ... =0,1331370,
S = Sy + By = 1,9956349 + 0,1331370
== 2,128772

Verificar-se-a recalculando § a partir de
8jo + Ryp, por exemplo.

5. Outros métodos.

Caso y = D, a;a’ convirja lentamente
para x = &', pode procurar-se uma equacio
diferencial (linear) que y satisfaca e obter,
por métodos numéricos, o valor y(z') da
sua solucio particular que obedega as condi-
¢des iniciais

¥y0)=ay, ¥ (0) =0y, y"(0)=2ay, -

Por exemplo,

a? b

Yy=x——

2 3

é a solugiio de
( +m)i§f_ =
adx

para a qual y(0)=
Outros métodos de céilculo de soma de
séries encontram-se nas referéncias [3] a [6].
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Um adendo a ¢«uma demonstracdo por indugdo finita»

por Ruy Madsen Barbosa

Lemos no n.° 53, am interessante artigo
do senhor H. SiLva Loso, onde prova pela
indugdo finita as férmulas:

1) zp( )=n.2-~r

=0

e

Acreditando fornecer um adendo positive
ao trabalho citado, ouso acrescentar a de-



