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Variedade analítica real. Definição e exemplos. 
por Roberto Ramalho de Azevedo 

do lnstHulo de Fffrlca e Matumátíca da Uulvor&idado do [lücife 

1. I n t rodução . 

Este trabalho tem por objectivo familiari-
zar o leitor com a definição de variedade 
analítica real. através da apresentação de 
alguns exemplos, tratados com certo porme-
nor. É dirigido naturalmente àqueles que 
iniciam o estudo deste assunto. A idéia da 
presente Dota surgiu numa das exposições 
de um Seminário, orientado pelo professor 
A L F K E D O PEKEIIÍA GOMES, sôbre Variedades 
Analíticas, realizado no 1.° semestre de 1959, 
no Instituto de Física e Matemática da Uni-
versidade do Kecife, como preparação para 
o estudo dos Grupos de LIE. 

Adotaremos a definição de variedade ana-
lítica real baseada DU conceito de carta, por 
nos parecer maia manejável e de compreen-
são mais rápida que a definição equivalente, 
apoiada sóbre a noção de feixe de funções, 
preferida por alguns autores. 

Consideraremos conhecidas as noções fun-
damentais da Topologia Geral, bem como 
as estruturas vectorial e topológica de R'1, 
esta última definida pela métrica euclideana, 
coin a qual R" ó um espaço separado, com-
pleto, conexo, localmente conexo e local-
mente com pacto, mas não compacto. Tem 
sentido, então, considerar em Rn as noções 
de função reat de n variáveis reais, limite, 

continuidade, derivação parcial e direccional, 
diferencial, convergência de sucessões e sé-
ries, função analítica, etc., cuja conceittiaçao 
se obtém mediante uma generalização natu-
ral dos conceitos homônimos para as funções 
reais de duas ou três variáveis, por demais 
conhecidos. Entretanto, por ser de especial 
importância no decorrer desta exposição, 
detalharemos o conceito de função analítica 
real num ponto a de R" . 

D E F I N I Ç Ã O 1 , Diz-se que a fuvção real f, 
definida em Itn , é analítica num ponto a e R " , 
se existe uma vizinhança X de a tal que, 
para qualquer ponto x e X , se possa escrever 
f ( x ) como a soma de uma série de T A Y L O R a 
n variáveis, isto é: 

f ( x ) - f ( a ) + £ ™ d ' f ( a ) 
i-1 l ! 

onde : 

d1 f (a) — r S C x j - a ^ ^ - J f í a ) 

e: 

x = (X! , x s , . . . a = (a, , a a , . . . ,a n ) . 

Convém salientar que a analiticidade, bem 
como os demais conceitos a que nos referi-
mos acima são locais, no sentido de que são 
definidos na vizinhança de um ponto. A im-
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portância dêstes conceitos conduz-nos à ten-
tativa de dar-lhes um sentido em espaços 
topológicos mais gerais que o Rn , mas que 
se comportam localmente como o espaço 
Veremos, no que segue, qual o instrumento 
adequado para este mistér e DOS concentra-
remos especialmente na noção de analiticí' 
dado, o que nos conduzirá à definição de 
variedade analítica real. 

2. Var iedade Topo l óg i ca Real. 

Consideremos um espaço topológíeo E (*) 
e seja U um aberto de E, Seja a um ho-
meomorfismo de U sSbre um aberto X de 
R• , Chama-se carta de U e denota-se por 
(a , U) ao par composto do homeomortisroo 
« e do conjunto aberto U. Seja p um ponto 
qualquer de E. Diz-se que (« ,p) é uma 
carta do ponto p se existe uma vizinhança 
U de p tal que (a.,U) ó uma carta de U. 
O inteiro positivo n é a dimensão da carta. 

Tomemos o ponto peU(Z.E e suponha-
mos que a (p ) = ar = (a*j , a-2 * • • • , xn) e Rn . 
Os números reais a-j , x2 , • • • , xn se dizem 
as coordenadas de p na carta (oc,í7). Êste 
é um primeiro exemplo de uma noção do 
espaço R" que se stransportan para o espaço 
topológico E por meio do conceito de carta. 
Se p é um ponto genérico de U, êle será 
função de suas coordenadas, no sentido de 
que a cada ponto p corresponde um con-
junto ordenado de n números reais, e reci-
procamente. Esta correspondência define o 
que se chama um sistema de coordenadas do 
aberto U na carta ( a , U ) . É claro que a 
cada carta de U corresponde um sistema de 
coordenadas em U , e reciprocamente. 

Diz-se que urn espaço topológico E è 
localmente euclideano em p se existe uma 
carta de p . 

Estamos agora em condições de definir 
uma variedade topológica real, primeiro está-
gio a considerar na definição de uma varie-
dade analítica real. 

DEFINIÇÃO 2. Uma variedade topológica 
real T ê um espaço topológico separado e 
conexo, localmente euclideano em cada um de 
seus pontos. 

Cada ponto de T possui uma carta, isto 
é, cada ponto de T possui uma vizinhança 
homeomorfa a um aberto de R" . Estas vizi-
nhanças cobrem o espaço topológico consi-
derado; diz-se então que a família das cartas 
sôbre T cobre T. Uma família de cartas 
que cobre um espaço topológico chama-se 
um atlas dêste espaço. Temos pois a : 

DKFINIÇÃO 2 ' . Uma variedade topológica 
real T é um espaço topológico separado e 
conexo munido de um atlas. 

Prova-se que todas as cartas de um mesmo 
ponto p de uma variedade topológica real 
têm a mesma dimensão Êste número se 
chama a dimensão da variedade em p . 

Como T é um espaço topológico conexo, 
a dimensão da variedade é a mesma em 
todos os seus pontos. Com efeito, sejam Z7(, 
i = 1 , 2 , • • • , m subconjuntos de T tais que 
cada Ui seja constituído por todos os pontos 
nos quais a variedade tenha dimensão í . 
Ora êstes conjuntos são abertos, pois se 
pe Ui, então existe uma vizinhança de p 
contida em Ui, pela definição de carta de 
um ponto de uma variedade. Mas, sendo T 
conexo, não pode ser a reunião de abertos 
disjuDtos não vazios. L o g o , há apenas ura 
dos conjuntos Ui que é não vazio, o que 
demonstra nossa asserção. 

Diz-se que êste número comum a todos os 
pontos da variedade T é a dimensão de T. 

( ' ) No sentido de BOURBAKI, « T o p o l o g i a Générale, 
Cliap. 1». 

( ! ) Ver LEFSCHETZ, S., «Introduction to T o p o l o g v u , 
Pr inceton, pg . 124. 
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Um exemplo simples de variedade topoló-
gica real de dimensão 2 é o conjunto S2 doa 
pontos de «ma superfície esférica munido da 
topologia induzida pela de K 5 , que lhe con-
fere uma estrutura de espaço topológico 
separado e conexo. Além disso, S2 é local-
mente euclideano em cada um de seus pon-
tos; esta afirmação será comprovada adiante 
quando explicitarmos o atlas. Entretanto 
pode ver-se intuitivamente desde já que $ 2 

é uma variedade topológica real. Com efeito, 
se retirarmos de S2 um semi-meridiano qual-
quer (incluindo os pontos extremos), pode 
deformar-se de uma maneira hicontfriua e 
biunívoca (sem rupturas nem superposições) 
a parte restante de S 2 f l n ® <5 um conjunto 
aberto na topologia indicada acima) de modo 
a obter um aberto do plano R2; analoga-
mente, se retirarmos de S2 um semi círculo 
equatorial (incluindo os pontos extremos) que 
não intercepte o semi-meridiano retirado 
antes, pode efectuar-ee também uma defor-
mação homeomórfica da parte restante de 
S2 num aberto de R2 . 

Impossível ó transformar aglobalmente» 
toda a superfície esférica num aberto de li2 

sem efetuar rupturas ou superposições. Basta 
meditar na impossibilidade de construir uma 
carta geográfica plana de toda a superfície 
da Terra. 

Exige-se nas definições 2 e 2' qne o espaço 
topológico subjacente a uma variedade topo-
lógica re*l seja separado afim de evitar cer-
tos casos patológicos (3J. 

(3) Veja-se, por exemplo, o caso da «ramificação 
Bimples», em Rhkb, 6 . , «Estruturas folheadas«, Notas 
de Matemática, n.* 12, Rio de Janeiro, pg. 3. 

Chama-se ramificarão simples ao espaço quociente 
E u SP 

onde E e E' são dois exemplares de R 
P 

e p è a relação de equivalência que identifica os pon-
tos dos ahertos (7 — \xe E \ ; k < 0 | e Ü1 — [aj 'e B'; 
x ' < o u Os pontos de abcissa nula não são separados 
(figura ao lado). 

As variedades topológicas reais não separadas 

No exemplo da superfície esférica de há 
pouco, os pontos que não pertencem a ne-
nhum dos dois semi-círculos máximos retira-
dos de cada vez têm, em cada uma das 
cartas consideradas, coordenadas distintas. 
Vejamos como se relacionam estas coorde-
nadas ou, em outras palavras, estudemos o 
problema da transformação de coordenadas 
em uma variedade topológica. 

Consideremos, pois, as cartas (a , U) e 
(3 , V) das vizinhanças U e V de um ponto 
fixo p da variedade topológica real T e 
seja q um ponto genérico de W — U (~l V. 
As restrições ( « , W ' } e ((;, H7) das cartas 
acima definem, cada uma, um sistema de 
coordenadas para os pontos q de W. 

Ponhamos : 

a(q) = x = (ar, ,a*2t , a n ) 

P(?) - V — Gft* Vi Í >2T») 

onde xeXczR* e yeYczR*- Esta situa-
ção vem descrita na figura 1. 

Seja í>: X —• Y uma aplicação diferenciável 
ta l q u e : ^ = = 4>(a-, , x2, • , ar„) e c o n -
sideremos as aplicações componentes de $ , 
que são funções reais diferenciáveis de n 
variáveis reais: 

(1) yt = ,x„) i = 1 , 2 , -• • , n 

Se o jacobiano 

fôr diferente de 

zéro em todos os pontos x e X'{ então o sis-
t&m, entretanto, grande importância no estudo daa 
estruturas folheadas. 

O' 



4 G A Z E T A D E M A T E M A T I Ç A 

tema ( 1 ) acima é inversível e podemoa 
escrever: 

T / ^ i * y 

* i 
— — I *3R) 

Y 
K g . 1 

(2) xí = %(yi yffa, ,yn) 

ou ainda que : 

onde W: Y-* X ó uma aplicação diferenciá-
v e i s ) . 

Dessa maneira, $ e T são homeomorfis-
mos diferenciáveis inversos um do outro e 
temos : 

a = o {3 e ^ = 
ou : 

<t> = $ O e ¥ = « O {3-1 . 

Transportando para a variedade topológica 
T êstes resultados, diremos que os Bistemas 
de equações (1) e (2) são as fórmulas do 
transformação de coordenadas na variedade, 
correspondentes às cartas (a , Tf-' ̂  e (fj , IV). 

3. Var iedade Anal í t ica Real-

Seja peT e seja U uma vizinhança de 
p em T na qual estão definidos os homeo-

Ver BUCK, C., «Advanced Calculus», Mc. Graw 
Bill, pg- 216. 

morfismos a e {3 de T em Rn . Diremos 
que as cartas (a, U) e (|3 , U) são analíti. 
comente relacionadas no ponto pe U se as 
funções reais <!>,' e Y ( das equações (1) e (2) 
acima são funções analíticas respectivamente 
em x = a ( p ) e v — |3 (p) . 

Quando as duas cartas são analiticamente 
relacionadas em todos os pontos em que 
ambas são definidas, dizem-se analiticamente 
relacionadas. Por abuso de linguagem, diz-se 
ainda que duas cartas são analiticamente 
relacionadas se não existe nenhum ponto de 
T em que sejam ambas definidas. 

Usaremos a notação para indicar 
que as cartas (a , U) e ((5 , £7) são analitica-
mente relacionadas em p . Verifica-se seui 
dificuldade que R é uma relação de equiva-
lência. 

Chama-se_/aí/(í/ía analítica de cartas àquela 
em que duas cartas quaisquer são analitica-
mente relacionadas, Um atlas analítico sôhre 
T é uma família analítica de cartas que 
cobre T . Diz-se que um atlas analítico sôbre 
T ó maximal se qualquer carta sóbre T que 
é analiticamente relacionada a uma carta 
qualquer do atlas pertence ao atlas. 

DEFINIÇÃO 3 . Uma variedade analítica 
real ê uma variedade topológica real cujo 
atlas é analítico e maximal. 

A dimensão da variedade analítica é a 
mesma que a da variedade topológica subja-
cente (5). 

Se era vez de R* , tivéssemos escolhido 
Ca , teríamos definido as variedades analí-
ticas complexas. Outrossim, poderíamos ter 
definido as variedades /»-vézes ou indefinida-
mente diferenciáveis substituindo, em tudo 
que foi dito, a palavra analítico por qualquer 

( s) Para as variedades analíticas reais, a demons-
tração de que todas as cartas de um mesmo ponto da 
variedade têm a mesma dimensão Se faz direitamente; 
ver por exemplo COUN, P., «L ie Groupsi», Cambridge, 
pg . 12. 
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• ma dessas. Convém observar que todos os 
exemplos que daremos a seguir de variedades 
analíticas serão, em particular, exemplos de 
variedades diferenciáveis (indefinidamente) 
pois uma função analítica ó, a fortiori, inde-
finidamente diferenciável. 

Dada uma variedade topológica, é muito 
difícil e por vô/.es impossível exibir um atlas 
maximal sôbre esta variedade. Afim de 
remover ôste obstáculo, demonstraremos a 
seguir uin Teorema e sen Corolário que per-
mitirão estabelecer nma correspondência biu-
nfvoca entre atlas analíticos e variedades ana-
líticas, de modo que, dada uma variedade ana-
lítica, se possa falar no atlas desta variedade. 

TEOIUÍM A. Seja T uma variedade topoló-
gica real munida de um atla* analítico A . 
Então existe um único atlas analítico maximal 
que contêm A. 

Seja Al o conjunto de todas as cartas 
sobre T analiticamente relacionadas a cada 
caria de A. Mostraremos que A' é o atlas 
procurado. 

a) A' é um atlas analítico. Em primeiro 
lugar, é evidente que A'zdA, de modo que 
A1 cobre T. Sejam (« j .C/J e (a2'V) d u a s 

cartas quaisquer de A' e seja W = U("| V . 
Se W é vazio, as cartas são analiticamente 
relacionadas por definição. Caso contrário, 
seja p 6 W. Como W é aberto, ó uma vizi-
nhança de p e , como A cobre T bá uma 
carta , W) de p que pertence a A. Da 
definição de A' segue-se que R 5),, e 
(«2 R fj)P , donde ( i [ fí sa)p por ser R uma 
relação de equivalência. De modo que as 
cartas (stj , U) e (st3 , V) são analiticamente 
relacionadas nuin ponto qualquer p de XV. 
Logo, O atlas A' é analítico. 

b) A' é maximal. Seja (p, U) uma carta 
que Ó analiticamente relacionada a cada carta 
de A1. Como A' Z>A, (p. U) é analitica-
mente relacionada a cada carta de A e por-
tanto pertence a A'. 

c) A' é único. Seja A'1 outro atlas ana-
lítico maximal contendo A . Entãotoda carta 
de A" seria analiticamente relacionada a 
cada carta de A e pertenceria portanto a 
A'. Donde A"<z. A'. Do mesmo modo se 
verificaria que J4 ' c A", logo A'^A" e a 
unicidade está provada. 

COKOLÁKIO. Sejam A j e A 2 dois atlas 
analíticos sObre a variedade analítica M -
Então há um atlas analítico maximal contendo 
A j e A 2 , se e só se, para cada ponto p e M , 
há uma carta de A, que é analiticamente 
relacionada em p a uma carta de A 2 . 

A condição é necessária; com efeito, ee 
existe o atlas A' nas condições do corolário, 
então cada carta de A será analiticamente 
relacionada a todas as cartas de A t e de 
A2, de modo que as cartas de A( e de A2 

serão analiticamente relacionadas. 
A condição é suficiente: se para cada 

ponto peM, há uma carta de Al que é 
analiticamente relacionada a uma carta de 

então por ser R uma relação de equi-
valência, toda carta de Ay é analiticamente 
relacionada a todas as cartas de A2 e por-
tanto o atlas A", constituído por todas as 
cartas de At e por todas as cartas de A2 é 
analítico. L o g o , pelo teorema anterior, existe 
um atlas analítico maximal único A' con-
tendo A'1, isto é, contendo jíl, e A2 e o 
corolário está demonstrado. 

Tendo em mente ôstes resultados, podemos 
formular a seguinte 

DEKINIÇÀO 3 ' . Uma variedade analítica 
real é uma variedade topolôyica real munida 
de um atlas analítico. 

4- Exemplos de Var iedades Anal í t icas 
Reais. 

I) O espaço fín ou qualquer um de seus 
subconjuntos abertos, evidentemente. 
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II) Um ponto ou um espaço discreto são 
variedades analíticas reais de dimensão zéro. 

III) As curvas regulares no plano são 
variedades analíticas reaiB de dimensão 1. 
Estudemos em particular o caso da elipse de 

y 2 , . equaçao — — = 1 , com a topologia 

induzida pela topologia ordinária do plano. 
Há um atlas, a saber, a família das cartas 
abaixo: 

{pr^^BA), (prx,ÂrBrÀ), 

{pr„1íTè'), (pr„BA'B'), 

a 

/ ^ 
K.Yt 

1 0 

B' 

"l A « 

Fig. 2 

onde prx e pry representam as projecções 
ortogonais sôbre os eixos O X e OY res-
pectivamente; os arcos indicados da elipse 
são considerados sem os extremos, de modo 
que são conjuntos abertos na topologia 
escolhida. Nestas condições prx e pry são 
homeomorfismos de abertos da elipse sôbre 
abertos de R . 

Vejamos que êste atlas <5 analítico ; para 
isso, verifiquemos apenas que a 1." e a 3,* 
cartas são analiticamente relacionadas, pois 
para as outras o procedimento será análogo. 
Fixemos idéias sõbre o ponto P da figura 2. 
Como pr„P=Pl e p ry P = P2 , o ponto 
P terá por c o o r d e n a d a s a; na c a r t a 

( p r . , A' B A) e y na carta (p ry , B A B') . 

Na vizinhança A B do ponto P , a equação 
da elipse nos fornece as relações : 

y A a — ®a i 0 < a : < a 

e 

- y2' 0 < y < b , 

qne são funç&es analíticas de seus argumen-
tos em A B. 

IV ) As curvas e superfícies regulares do 
espaço ordinário são variedades analíticas 
reais, de dimensões 1 e 2 respectivamente. 
Tomemos a superfície cilíndrica de revolução 
de raio unitário da figura 3, cujas equações 
paramétricas são : 

x = cos w 
y — sen w 
3 = £ 

com 
Í -

0 ^ w < 2 ir 
oo < 2 <• -f oa , 

Pig. 3 

É evidente que a superfície cilíndrica não 
se pode aplicar toda inteira sõbre o plano 
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sem sofrer rupturas ou superposições. Entre-
tanto isto pode ser obtido localmente, da 
maneira que indicaremos a seguir. 

Partiremos uma geratriz da superfície 
cilíndrica, aquela que passa pelo ponto A. 
Então o restante da superfície, que é um 
conjunto aberto na topologia induzida sôbre 
ela pela topologia ordinária do espaço 
pode ser transformado homeomorficamente 
sôbre um aberto do plano (w,z), w medido 
em radianos, como indica a figura 4. Nesta 
primeira carta, as coordenadas do ponto P, 
indicado na figura 3, seriam : 

m>! = w e zj = s . 

i 

irr O 

Fig . 4 

Obteríamos uma segunda carta, retirando 
da superfície cilíndrica uma outra geratriz, 
por exemplo, a geratriz oposta àquela que 
passa pelo ponto A; o restante da superfí-
cie seria transformado pelo bomeomorfismo 
definido por : 

a>2 = tp — ic e z2 — z 

num aberto do plano ( w , z), indicado na 
figura 5. 

Estas duas cartas constituem um atlas pois 
cobrem a superfície cilíndrica e são além disso 
analiticamente relacionadas, pois w2 = M\ — Jt 
p z2 — z i s3o fiinçOes analíticas, assim como 
suas inversas te, = w2 + TT e = z2 . 

inteiros e consideremos o conjunto quociente 
7'2 = A ' 2 / Z a , obtido de R2 por identificação 
de todos os pontos do plano cujas coordena-

-TT 

F i g . 5 

das diferem por números inteiros. Na figura 
6, todos os pontos marcados com um x se 
identificam ao ponto P do interior do qua-
drado de lado unitário OABC\ o ponto P 
será escolhido como elemento representativo 
da classe de equivalência a que pertence. 
Por outro lado, escolheremos como elemen-
tos representativos das classes de equivalên-
cia dos pontos cujas abcissas são números 
inteiros aqueles situados sôbre o lado OA 
e dos pontos de ordenadas inteiras aquêles 
situados sôbre o lado O C , Dêsse modo o 
conjunto dos pontos do plano definido por 
O ^ a; < 1 e O ^ ^ < 1 contém os elementos 

X X 
B 

O c 
* X x X 

V) Seja Z2 o conjunto de todos os pon-
tos do plano cujas coordenadas são números Fig 6 
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representativos de todas as classes de equi-
valência de Jfi. módulo Z2. Materialmente, 
concretiza-se T2 tomando um quadrado de 
papel e efectuando as dobras indicadas nas 
figuras la, 7 b e T c . 

o e 

ta ) 

Fig . 7 

A superfície obtida é, pois, o tóro ordiná-
rio cujas equações paramétricas são (ver 
figura 8 ) : 

x = (R — cos D ) C O S U 

y — [R — cos v) sen u 

z — sen u 
com O ^ m < 2tr 

< ã t t [o-á v 

onde R é a distância de O ao centro de 
qualquer das secções circulares obtidas por 
plaaus que contêm OZ. 

Se se introduz om T 2 a topologia quo-
ciente, teremos um espaço topológico sepa-
rado e conexo, que se chama tóro a duas 
dimensões (o tóro a 1 dimensão T = R ] Z 
é o círculo de raio igual a 1). 

Fig, 8 

Um conjunto aberto em T 2 é a imagem, 
pela aplicação canónica, da reunião de um 
conjunto aberto (J de R2 e de todos os 

outros conjuntos de R2 cujos pontos possuem 
coordenadas que diferem das coordenadas 
dos pontos de U por números inteiros 
(ver figura 9). 

o o 

o o 

o 

o o 

o o 
o o o o 

F ig . 9 

Mostremos que T2 ó uma variedade ana-
lítica real de dimensão 2 . Para isso expli-
citemos as cartas. A primeira seria obtida 
retirando do tóro (ver figura 8) uma circun-
ferência vertical e outra horizontal paBsando 
por PQ , com o que a parte restante do tóro 
(que é um aberto na topologia quociente) 
seria transformada num aberto do plano 
(«, v) pelo homeoinorfismo e vt = z 
(ver figura 10). As coordenadas do ponto P 
(ver figuras 8 e 10) seriam v, e V] nesta 
carta. 

Obteríamos uma outra carta se retirássemos 
do tóro a circunferência horizontal e a ver-
tical que passam por QQ 6 transformássemos 

4 i 
i + 

Sff-L-

u , SSTT 

Fig. 10 
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o aberto resultante num aberto do plano 
(u,t>), indicado na figura 11, por meio do 
homeomorfismo : w2 = « — n e v2 = v — ir . 

Estas duas cartas formam um atlas sôbre 
T 3 pois é evidente que cobrem T 2 e são 
analiticamente relacionadas desde que as 
funções : w2 = tíj — r. v2 = t?| — n bem como 
suas inversas Wj = v2 + jt e vt = v2 + ir 
são funções analíticas. 

v 

r - . u* 

rr 1 

- T T 
H 

P 
-TT 

TT 

Fig . 11 

VI ) Um outro exemplo interessante de 
variedade analítica bidimensional é a faixa 
de MOEBIITS, que é o conjunto M , definido 
p o r : 

M = j(ar, y)eR2\ — 1 ^ 1 , — \<y<l, 

onde se identificaram os pontos (— l, .çf) 
aos pontos {1 , — 

O que corresponde a considerar o qua-
drado A B A' B' da figura 12 e nele identi-

Y 

Figura 20 

ficar os pontos A , B', C, etc,, aos pontos 
A! , B , C , etc, respectivamente. 

Uma faixa de MOEBIDB se obtém, econcre-
tamente» tomando-se um quadrado de papel 
e efectuando as deformações indicadas nas 
figuras 13 a, 13 6, e 13 c, A figura 136 
indica uma torsão efetuada de molde a inver-
ter dos pontos A' e B e a figura 13c é a 
superfície (faixa de MOEBIUS) que se obtém 
da identificação (colagem) dos lados A B' e 
A' B de tal maneira que A coincida com 
A' e B' com B. A linha l em 13 c indica 
a posição ocupada pelos lados A B' e A! B 
depois de identificados e a linha V em 13 c 
indica o conjunto dos pontos correspondentes 
aos pontos de abcissa nula da figura 12. 
Se considerarmos a topologia induzida pela 
topologia ordinária do espaço , obser-
ve se que, ao retirar a linha í ou a linha V, 
obtém-se de cada vez um aberto na faixa de 
MOKBIUS. Se em cada um dos casos, desen-
rolarmos o aberto que resulta após a reti-
rada de uma ou outra dessas linhas e o 

lai tbl 

F i g . 13 

aplicarmos sôbre o plano, teremos ainda um 
aberto do tipo indicado na figura 14. 

As cartas estão indicadas abaixo : 

d) Para x=f= 1 e — 1 , o que corres-

ponde a retirar a linba l , temos : j X í X 

U i = V 

6) Para a ^ O , o que corresponde a 
retirar V , temos : 
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Fíg- 14 

SFL 

se 

se - 1 

L & =» y 

x<o\** = x + 1 

Ua = —y-

Donde : 

se x > o l " * -
U a = 

e se ar < 0 

a?i — 1 
y\ 

afa — a?! + 1 

y* y\ 

e estas funçDes, bem como suas inversas, 
são analíticas, com o que M é uma varie-
dade analítica real bidimensional. 

VII ) Trataremos agora do espaço pro-
jectivo a 2 dimensões P2, definido como o 
espaço quociente JP3 = R\ j A , onde 

{PI 

(espaço Rs privado da origem) e A ó 
a relação de equivalência seguinte: «se 
x,yeR$, x ê equivalente a y (módulo A) 
se existe um número real í. tal que y~~kx». 

Geometricamente, as classes de equiva-
lência (módulo A) são retas de A'3, passando 
pela origem, mas destituídas dêste ponto. 
Ora, estas retas são caracterizadas pelos 

seus cossenos diretores « , , , ars ou por 
números proporcionais a êstes, seus parâ-
metros directores a-j , x2 , . Este sistema 
de parâmetros diretores de uma reta se pode 
identificar ao sistema de coordenadas homo-
gêneas de um ponto do plano (observe-se 
que 3*1,^2 e n®-0 podem ser simultanea-
mente nulos pois a origem foi suprimida) 
e as retas do plano coordenado x1Ox2 

para a?5 = 0) se identificam aos pontos do 
infinito do plano. Somos conduzidos por 
esta construção ao plano projectivo conhe-
cido. Os abertos de Ps, na topologia quo-
ciente, são as imagens, pela aplicação canó-
nica, de superfícies cónicas 8 , de vértice 
na origem e circunscrevendo aberto* U de 
R\ (ver figura 15). 

Fig . 15 

Consideremos os abertos U, V e Tl7 de 
/ i j , definidos p o r : 

IV= \xeXi;xs=f=0l 

e sejam $ ( U ) , e í > ( i r ) as imagens 
de £7, V e W pela aplicação canânica 

; R% — Pa . Êstes três conjuntos formam 
uma cobertura de P a e um atlas é obtido 
se pusermos : 

para $ ( £ / ) 
A', -
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para í> ( F) 

para 4>(VF) 

Ag = 
ar, 

1 

* 8 
ar. 

A'5 = 

r 3 = 
a-5 . 

Observemos que as funções .A] — — e 
1 

Y 
Ft = —— são analíticas para os pontos de 

#(C)n»(F). Conclusão análoga obtería-
mos por consideração dos demais pares de 
cartas e é, pois, uma variedade analítica 
bidimensional. 

VI I I ) Afastemo-nos dos exemplos geo-
mótrieos e consideremos o conjunto M(n,R) 
das matrizes quadradas de ordem n s6bre 
R . Há uma correspondência biunívoca entre 
M(n,R) e R** dada explicitamente por 
tXij*~"»i+fj-Dn i qi® faz corresponder à ma-
triz o ponto de Rn' cujas 
coordenadas são (a?j , , • - • , a v ) . Intro-
duz-se uma topologia em M{n, R) exigindo 
que esta correpondência seja um homeomor-
fismo, o que equivale, por exemplo, a definir 
a distância de a ( p t A i S i i f S * 

Nestas condições, M{n ,R) 

é, de facto, uma variedade analítica real de 
dimensão na . 

I X ) Estudemos agora uma aplicação do 
corolário da pg. 5. Para isso, consideremos 
a superfície esférica de equação x 2 + y2 + z2 = 1 
em R3 e definamos dois atlas analíticos 
sobre ela para em seguida concluir que êstes 
dois atlas definem a mesma estrutura de 
variedade analítica. A topologia da super-
fície esférica será sempre a topologia indu-
zida pela de A 3 . 

Seja P(u,v) um ponto genérico da super-
fície esférica onde tt e v são parâmetros 

representando respectivamente a longitude 
e a latitude do ponto P , contadas a partir 
de Po (ver figura 16). As equações para-
métricas da superfície esférica Bão pois : 

Fig. 16 

x cos v cos u 
y = cos v sen u . 
z — sen v 

com 
í - i r / 2 
[O^u 

— ic/2 ^v 
. < 2 i t 

onde os poios norte e sul têm por coordena-
das respectivamente A T ( 0 , t t / 2 ) e 5 ( 0 , — i t / 2 ) . 
Esta restrição garante a binnivocidade da 
correspondência entre pontos da superfície 
esférica e pares de valores de w e t>. 

Definamos um primeiro atlas composto 
das duas cartas (a, , £7,) e ( a 3 , tT a ) . Uj ó 
O que resta da superfície esférica quando 
dela se Tetira um semi-meridiano fechado 
(com os extremos) passando jior P0 e cujos 
extremos são os poios norte e sul; êste aberto 
pode ser transformado homeomorficamente 
num aberto do plano (w , r ) como mostra a 
figura 17 e nesta carta as coordenadas dos 
pontos de Ut serão dadas p o r : 

« ! = u e t'i = v , 

Seja £/a o que resta da superfície esférica 
quando dela so retira um semi-cfrculo equa-
torial fechado de extremos P 1 ( i ; / 2 , 0 ) e 
P 2 ( 3 t t / 2 , 0 ) . Nestas condições, t r a se 
pode transformar homeomorficamente num 
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O 1 U| 1 1 2 T T 

-TT / 2 

FifT. 17 

aberto do plano ( « , » ) , conforme figura 18, 
de ta[ modo que nesta nova carta as coor-
denadas dos pontos de t72 sejam : 

«2 = m — n e v2 — v . 

E como u3 = w, — TU , 2̂ = 17], e suas in-
versas, são funçOes analíticas nos pontos em 
que são ambas definidas, o atlas considerado 
é analítico. 

í] são as coordenadas do ponto genérico 
P{x,y,z) de V[ nesta carta, teremos, con-
forme figura 19 : 

y_ 
u 

| O F | PP" 
\QP ,| 

l P" s | 
\OPt\ 

= 1 + z . 

Donde : 

d ) 1+z 
e í. 

1 + 2 

f i g u r a 19 

A carta (p21 ^á) consta do aberto Vs, 
obtido pela supressão do polo norte na 
superfície esférica e do liomeomortismo 
que é a projeção estereográfica sôbre o 
plano XOY e com centro no polo norte. 
Se í>2 6 'a são as coordenadas de P(x,y,z), 
ponto genérico de V2 , nesta carta (ver 
figura 20) : 

Definamos ura outro atlas sôbre a superfí-
cie esférica, composto das cartas ([îj , f^) e 
(03 , Va). 

A. carta (P j , f j ) é constituída do aberto 
F, , que se obtém da superfície esférica 
quando dela se retira o polo sul; (3j é o 
homeomorfismo projeção estereográfica com 
centro no polo sul e transforma Vi em todo 
o plano (sem os pontos do infinito). Se Si e 

M p" 
: ir.il 

Figura 20 
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\0Pa\ "2 

Segue-se que: 

_ \ P' P | __ ^ 
0 N\ 

(2) 1 - z 
e U = 

1 - a 

As equações (1), (2) e z2 + y2 + z2 = 1 
formam um sistema de cinco equações a sete 
variáveis, do qual podemos extrair relações 
entre s, , í, , s2 e , pela eliminação de 
x, y e z . Temos sucessivamente: 

4 - M ! * * * 
1 -

(L-z/ (1 - t f 
14-8 to So 
1 — i «1 

logo : 
a t . * 

a , .2 I 2 ,2 
'2 +" '2 '2 + '2 

que são funções analíticas dos seus argumen-
tos, exceto para = t2 = 0 , que é a pro. 
jeção estereográfica do polo norte, o qual 
não pertence a ambos Fj e V2 • 

Analogamente obter-se-ia: 

t. 
e ta *= 2 , .2 

"1 ' l 
2 , ,2 

'1 + ' l 

que são também funções analíticas em todos 
os pontos que pertencem a f j f ) , pois 
o único p o n t o s i n g u l a r corresponde a 

= íj =» 0 , projeção estereográfica do polo 
sul, que não pertence a Tj , 

Então o segundo atlas é também analítico. 
Resta-nos verificar que ambos definem a 
mesma estrutura de variedade analítica. Ora, 
as funções: 

»1 = 
cos r ( cos ?ÍJ 

1 + sen iPj h 

w, — arctg — : v, = arcsen s g -
1 + + /? 

são analíticas, exceto para o polo sul. Mas, 
para êste ponto, as funções abaixo o são : 

cos r, sen 
1 -+- sen r, 

1 - 4 - Í?1 

COS U] COS )/] 
1 — sen r, 

t* = 

' a <í, - a r c t g — ; r , — a r c s e n — s „ . 
»a *s + ' a + 1 

X ) Sôbre a parábola cúbica de equação 
y = (ver figura 21) com a topologia indu-
zida pela de k 2 , podemos definir dois atlas 
analíticos, os quais, no entanto, não definem 

cos i*i sen « j 
1 — sen 

4+ 4 ' 1 

p(x , V, z) 

Figura 21 

a mesma estrutura de variedade analítica 
sôbre a curva. 

Ambos os atlas contêm apenas uma carta, 
as quais denotaremos por (at , U) para o 
primeiro e {&2,U) P a r a o segundo, sendo U 
toda a curva, o, e o>2 as projeções ortogo-
nais sôbre os eixos O X e O Y respectiva-
mente. 

A coordenada de um ponto genérico 
P{x,y) da curva será Arj <= x na primeira 
carta e X2 = y na segunda. De modo que : 

Ag A , e A j = A2 ^ 
e a segunda destas funções tem um ponto 
singular na origem. Então há dufis estrutu-
ras distintas de variedade analítica a con-
siderar. 
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