
G A Z E T A DP M A T E M A T I C A II 

M A T E M Á T I C A S S U P E R I O R E S 
P O N T O S DE E X A M E DE F R E Q U Ê N C I A E F I N A I S 

M A T E M Á T I C A S G E R A I S 

F. C. L. — MATEMÁTICA B GEBAIB — Exame Final — 
(Cursas de Biológicas, Geológicas, Frof. Adjuntas) 
- 6-10-1961. 

5378—Dada a função w = y* y1 e"* + s ! x ! 

à»w 
+ xtyte'/1, calcule - — — — . 

9 ' ò & à d # 

5379 — Determine os máximos e mínimos da fun-
ção 

a = i a; (3 x •+ 6 y — 2 ) . 

5380 — Efectue a condensação e determine a 
característica da matriz 

" 1 - 1 1 3 ' 
2 4 5 

r i - i i an 
2 4 5 3 . 

L s - 1 4 e j 

5381 — Faça a contagem e separação das raízes 
da equação 

í ' = j ! X + 5 

e calcule aproximadamente uma delas pelo método de 
N E W T O N . 

5382 — No lançamento simultâneo de dois dadoB 

perfeitos qual a probabilidade de obter uma soma 
de pontos 

а ) Pelo menos igual a 3 ? 
б) Maior do que 3 ? 

5383 — Propriedades da distribuição normal. 
Num exame observaram-se os seguintes resultados : 

40 "/,, de notas inferiores a 10. 
50 de notas entre 10 e 15. 
10 0 o de notas superiores a 15. 

Admitindo que as notas seguem a distribuição 
normal, determine a média e o desvio padrão. 

1. S. C, E. F, — MATEMÁTICAS GEBAIB — 2.* Prova Prá-
t ica de Informação — 29-5.1961. 

I 

5 3 8 4 — 1) Estudar a função /(as) 
2x» 

<» - a)» ' 

2) Desenvolver era série de potências inteiras de 
x a função 

f ( x ) ~ log (J + l/l + x") 
t 

indicando o intervalo onde é válido o desenvolvi-
mento. 

3) Calcular 

(a a \ ' 
cos 1- m sen — ) . 

x x J 

B i 1. a) Domínio ] — oo , 2 [ e ] 3 t 4 - » [ . 

b) Ponto de intersecção com os eixos; P ( 0 , 0 ) . 
c) Não apresenta simetria» nem é ]>eriódica. 

d) Extremos e intervalos de monotonia 

«/• » 2 x í < £ - 6 ) f < i ) > 0 em [6,+oo[ . ] - « , 2 [ 
(x — 3)* f < * ) < 0 em ]2 ,6 ] 

f ( x ) = 0 para x — 0 e x — 6 
e apenas é extreinante x =• 6 
(minimizan te), 

<) Convexidade e concavidade 

48 x 
f (x) -

(x - 2)* 

e assim f (x ) é convexa em [0 , + 2 [ e ] 2 , + oo[ 
e côncava em ] —oo,0]. Em x —0 tem um ponto de 

inflexão. 

/) Assiníotas: 

Como lim 
2x3 

—t (x - 2)1 
~ + O O existe a assinto ta X = 2; 

lim 
2 xJ 

Enunciado» dos o.oi 5ST8 « 5585 de F. R. Dias Agudo (x — 2)* 
— oo: não existem assintotas paralelas 
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ao eixo dos y y . Dado que f ( x ) — 2 x 4-8 + 

existe a assintota obliqua Y = 2 X + 8 . 

1 + - * 
2. 

24 x - 32 

(x - 2)í 

t/l - 1 1 
f» ( x ) ( l + x i ) " T ~ 

x + t/l + x ' \/l •+• x ' 

™ , 1 - 3 (2 n — 1) 
- ^ ( - 1 ) * — p a r a | x j < l . 

® 1 • 3 (2 a — 1) x ' - 1 - ' 
EafãEo f ( x ) - V ( - 1 ) ° — - - -

w ^ v ' 2 • 4 ••• 2 u 2 o + l 
o 

para ] x | < 1 . 

5. É uma indeterminação da forma l**3. Calcule~se 

então 

lim 

lim 

/ a a \ 
ítm i ío^ co» — + m aen — 
i -™ \ x x / 

/ a a \ 
Í03 I eoí l-m sen — j 

a a m a a 
sen cos — 

X3 X X( X 

a a 
cos hm sen — 

X X 

í 
_ Ti" 

a a 
a sen — + m a cos — 

x x 
— lim = tu a 

*=<*> a a 
cos — + m sen —-

x x 

/ a a \ 1 

isto i, lim I cos h m sen —• I — e " * . 
!=<*> \ X 1 ) 

I I 

5 3 8 5 — 1) Mostre que a função 

verif ica a equação í ^ + f ^ + f ^ O qualquer que 
aeja F . 

2) Calcular 

V x 

Jo 1 

3) Determine os parâmetros reais a, b e c , por 
forma que o polinómio f ( z ) — z* — 2 + a z* + 

+ ( tenha a raiz complexa i e uma raiz real 
dupla. Quais são as raízes de f ( z ) ? 

R : 1 ) Fazendo u x — y , o — y — z , w —z —x, 
vem r , - f m - r w , f ; = - r ü - 1 - f , , " f ; - — f; + 
(ionrfe FI + F; + F; =.0. 

2) f a zendo X — t6 , ue»i 

r ^ L a x ^ T - ^ d t -
1 + V x Jo 1 + 4 1 

- 6 / ( t * — t» + 1 — ) d t - 6 f t * d i — 
A V f + V A 

- 6 f t ! J t + 6 f d t — 6 f — -

Jo Jo Jo » + * 

- | M S - 2 rt']J + 6 [ t l Í - 6 [arclg t j j - ' 

6 ir 26 3 ir 2 + G - 6 — - — . 5 4 5 2 

3) Se f (a ) tem a raiz i também tem a raiz — i . 
pi 

A fórmula de Girard " I r , dá 2 i — i + r t + 
PO 

•f ri => r( — 1. Portanto, 

r f ( i ) - 0 r (X - a + c ) + ( 8 + b ) i - 0 

t f (1) = 0 l . a + b + c - 1 - 0 

1 - a + c -= 0 

2 + b - 0 

a + b + e - l • 0 

b = — 2 f b 2 

1 - a + c - o J c - I 
a + e — 3 = u l a = 2 

+ V5" 
d x . 

As raízes são i , — i , 1 (dupla). 

L S. C. E F. — MÍTBIFÁTICJS GEEATS — 2.° exame de 
f requência ordinário — 27-6-1961. 

I 

5 3 8 6 — 1) Deduza a fórmula de TAYLOS para 
« m a função de uma variável. 

2) O polinómio / (3S) - 24 + 34 z* + 39 4-
+ 36 i ' + 15 z + 2 tem raízes positivas ? PorqutS? 

Calcule as suas raízes, sabendo que as raízes reais 
são racionais (não é necessário calcular os limites 
excedente e deficiente das raízes). Apresente a ducom-
posição de f { í ) em factores primos. 

R : 2} As raízes racionais são da forma p/q em 
que p = ± l , ± 2 e q — 1 , 2 , 3 , 4 , 6 , 8 , 1 2 , 2 4 . Como 
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f ( z ) não tem raízes positivas, as raises racionais encon-

1 1 1 
tram-se entre os numtros: — 1, , , , 

2 3 4 
1 1 1 1 2 3 

~ I T ' — ! f ' ~ ~ÜT' 24~1 ' _ T ' 
A aplicação das regras de exclusão de NEWTOX per~ 

1 1 
mi te aproveitar apenas os números: —, —, 

2 
— 2 , . A regra de R OF FIM indica, finalmente, 

3 
1 1 2 

mie as raízes racionais são: , , — —. As 
2 4 3 

outras duas raizes são imaginárias: i e —i. 

f ( z ) - 24 ( z + - j - ) + 7 ) + y ) (z® + J>* 

I I 

5387 — 3 ) Quando se diz que F(x,y) é di fe-
renciarei em P (o , 6) ¥ Enuncie e demonstre uma 
condição suficiente de diferenciabilidade. 

; ( x + y \ 
Mostre que a função g [ — 1 é homogénea a 

\x~y/ 

verifique o teorema de EULEB, 

4) Mostre que toda a função continua em [a , fe ] 
É integrável no sentido de RIBMAHH, nesse inter-
valo. Sendo g ( « ) contínua ein [ a ,AJ , prove que 

J*g(x)dx = p(e) (b - a) (a<e<'>). 

R : 3) A função é homogénea de grau zero pois 

/tx + ty\ n A + y \ „ , , / x + y \ 

- 21 2 i 

(x — y)2 " v X - y / (x - y>* 
x g", -t- y g, — 0 , que é a verificação do teorema de 

EULKR. 

I I I 

X - I 0 1 2 3 

y 2 T õ" T a 

determine a por forma que o polinómio interpolador 
Seja do terceiro grau. 

Sem achar o polinómio interpolador, calcule y( — 2) 

e y (4). 

6) Defina base de um espaço vectorial e prove 
que em R" qualquer conjunto de n vectores inde-
pendentes constitue uma base. 

Deduza a regra de CBÍMBK e utilize-a para resolver 
os is temade n equações a n incógnitas AX=>A'-t- Ak 

em que A' e Ak são as colunas j e k da matriz A 

regular. 
Ut i l i ze a teoria dos sistemas homogéneos para escre-

i x + y+z—0 

x + * ~ l - 0 . 
Qual deverá ser o valor de a para que a recta seja 

perpendicular ao eixo O y ? 

ver as equações normais da recta r - r : 

R ! 5) Construindo a tabela de diferenças vem 

X y i y L3Y A 'Y A4V 

—1 2 ü 2 a—6 

0 1 - 1 2 a—4 

1 0 1 a—2 

2 1 a—1 

3 a 

Para que o polinómio interpolador seja do terceiro 

grau é preciso que a4 y (— 1) = 0 , ou seja a — 6 . 
Para a 6 vem y (4) = 6 + 5 + 4 + 2 = 17 e 

y ( - 2 ) ^ l . 

6 ) A solução do sistema A X A ' + A 1 é o vector 

X ' de componentes xj. — 0 ( r ^ b J , L ) , x' 1 , x j — 1, 
Para escrever as equações normais de r escolha-se 

uma solução do sistema, por exemplo ( 0 , - 1 , 1 ) e escre-

va-se o sistema na forma | 

(sistema homogéneo). 

x 
Para tal sistema é 

ax + (y + l ) + ( « - 1 ) - 0 

+ (z - 1) = 0 

v -I- 1 z - 1 

ou — — y + i 

1 1 l a a 1 

0 1 1 1 I 0 
z — 1 

— 1 
-, que são as equações nor-

1 — a 
mais de r . 

Para que r _l_ O y deverá ser 1 — a — O ou a = l . 

I. S. C. E F. — MATEMÁTICAS GKRAIS — 2 ° exame de 
f requência extraordinário — 30-6-1961. 

1 
r 

5 3 8 9 — 1) Mostre que f ( x ) se desenvolve pela 
série de TAYLOH em qualquer intervalo [ u , a + t ] onde 
as suas derivadas sejam globalmente limitadas Trove 
também que toda a série inteira em x é série de MAC 
LAUBIM da sua própria soma. 

2 ) Prove que é condição necessária e suficiente 
para que a seja zero de ordem n de g (x) que esta 
função se possa escrever ua forma g ( s e ) — « } " < p ( j e ) , 
sendo a ( x ) uma função continua que não se anula 
para x — a . 
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Separe OB zeros (io polinómio 2 x3 —15 xl-f- 36 i - f - l , 
utilizando a sucessão de ROLLB. 

R : 2) Utilizando o método de NEWTON, facilmente 
se calculam os limites excedente e deficiente tias raízes 
do polinómio: L 3 e 1 *= — 1 . Os zeros da primeira 

de ROLDE 

uma solução. Prove que todas as soluções deste sis-
tema são da forma X = A'0 + y em que Y é solu-
ção de A Y = 0 . 

Discuta o sistema 

x 4-y + z 

ac — y + z •• 

- T 2 3 + y + Sa — a 

+ + 
, verifica-se que existe um 5x + 3y + 5z^*5 

zero do polinómio em ( — 1; 2J . 

II 

5390 — 3) Diga em que condições a equação 
F (x , y ) — 0 deline uma função implícita y (x) na 
vizinhança de P ( o , b) , Utilize a regra de derivação 
das funções compostas para deduzir a expressão de 
J/1 (a;) e y" (a:) . 

4) Deduza a desigualdade de S C H W A R T Z e a fór-
mula fundamental do cálculo integral. Utilize esta 

para calcular J ^ xs log1 x dx . 

R : 4) 

J ^ tflogl xdx — | logtx J^ — — x1 lot)ids-

- [ T W*]] - T í[T *ji - T r*2áiL\= 

j" x* 12 2 I i t 12 2 C2 , . 

[xJ "12 2 f" x3 12 2 r x3 "12 

8 16 14 

III 

5391 —5) Dados os pares de valores (a;,, y^), 
(Í- = , 1 , - - - TÍ) , em que os valores de x estão em 
progressão aritmética, diga como procede para fazer 
uma interpolação com a fórmula de LAGRANOE, 
supondo que dispõe de tabelas de coeficientes Lagran-
gianos (não efectue demonstrações). 

6) Quando se diz que p filas paralelas de uma 
matriz são independentes? Se, numa daria matriz, 0 
número máximo de linhas independentes É r e o 
número máximo de colunas independentes è s prove 
que r = s . 

Qual é o valor dos menores de ordem superior a r 

numa matriz de característica r? Porque? 
Considere o sistema possível A X = li e seja Ar0 

por meio da teoria dos determinantes. Interprete geo-
metricamente a discussão. 

1 1 

R: 6) A matriz do sistema é A = 
1 - 1 
3 1 

5 3 

— —2 i determinai!/e 
1 1 
1 - 1 | 

principal. Construindo os determinantes característicos 

e i fácil ver que a • 

1 1 
1 - 1 
3 1 

1 
• 6 - 2 a e -

1 1 1 
I - 1 1 

5 3 5 
o sistema proposto será possível quando 6 — 2 a — 0 
o « a — 3 e impossível quando a i 3 . 

A interpretação geométrica e simples. Quando o sis-

tffKO é possível Oi planos representados pelas B.a e 4 

x + y + z ~ 1 

x —y + z — 1' 
Quando o sistema é impossível, o plano representado 

pela 3.' equação é paralelo à recta r e o plano repre-

sentado pela 4,' equação passa por r . 

equações passam peta recta r 

I. S. G. E F. — M A T E M Á T I C A S G E R A I S — Exame final — 
Época de Julho ( l . 1 chamada) — Prova Prática 
— 12-7-61. 

5392 — 1) Estude a natureza da série 

R: Como Um 
t . • ' t j 

^ ( 1 + 7 T T ) i 

F T 

a série è absolutamente convergente quando | x | > 1 
e divergente quando | x | < 1 . Para x = 1 tem-se a 

série l°9 ^ t H , que é divergente, e para 

Y = — I vem O série alternada decrescente 2 (— 1)" 
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log H ^ , portanto convergente. A série é unifor~ 

mcmeníe convergente em ] — oo, — 1] o [r , + oo [ 

2) Dada a função f ( x ) = e" log (e f JC) , calcula 
o por forma que f (x) tenha um extremo para x—0. 
Indique a natureza desse extremo. 

Averigue se a imagem de / ( x ) admite assíntotas 

R : Como f ( x ) = e " Fa log (e -t- x) + — — 1 ' 
L e + x j 

a condição P (0) — 0 implica a = - l/e . Calculando 

f " (x) , vem f " (O) < 0 , o que indica que z — O é um 
maximizante. 

log (e + x) 
tim { (x) =• — oo e Um f (x) = Uni 
1—1 l—4-00 K-F-ao e • 

e" « 
— Um e — 0 : X — — e e Y 0 ião pois 

1-+00 e + x 

assíntotas. Não há assíntotas obliquas. 

3) Calcule Paclog 

R : P x log j J-Pilog (x - l ) -

- P x í o f f ( x + 1) = Ç l o g ( X - 1 ) - - P - ^ . — 

XÈ 1 X3 
+ j P — 

X̂  
- - — 1) -

1 f 1 \ xí 
" ¥ P ( K + 1 + x — ) - T Í O f f ( x + 1 ) + 

1 / 1 \ X* 

X* X 1 , , XS 

logi^- log{* + D + 

x* x 1 , . xz /x - 1\ + 
+ log 

/ l + l 
V ^ - r 1 ' 

4) Sendo z — F(x,y), considere as funções 
ü = g (z) e v =- h (z) e prove que : 

d u ()v du d v 

d»dy dyd*' 

' t)» ( dy) àyi, dx)' 
sabendo que 

d2« 

R 

6) 

d « à v /du J z \ /dv ( }z\ 
oix ày \ d z d x / \dz ày J (d u () z \ / d v d z 

dz dy ) \ d z f j x , 
d ( <>v\ áu á v u - —— — h u Ò X \ ày} d* cty 

à ( <í v\ d u t l v 
(Jy\ áx/ dy dx dt-òy 

d u d v 

t)y d * 

ò y d x 

e, como 

í)® v <)?v 
tí y d x ' íí x d y 

resuíta a igualdade, atendendo também à alínea a). 

5) Mostre que os vectores 
At - 1 , A t = 0 , = 1 - 1 

0 0 1 0 
1 1 1 0 

_ 0 , 1 _ 
são linearmente dependentes. Determine a forma 
gera! dos números que satisfazem à igualdade 
jl Ai + l2 Az + l3 A3 + li A4 - i) . 

R : Se os vectores são linearmente dependentes, ter~ 
-se-á de verificar a relação ^ A t 4- h A3 + l j A3 + 
-f Ai — D em que l t , 1; , l3 ,são constantes não 
conjuntamente nu/as. 

Aquela condição equivale a dizer que o sistema 
homogéneo 

li + 1 , - 1 4 - 0 
1, - O 

li + h + li =0 

li + h - 0 
terá de possuir soluções não nulas. Com efeito, 

1 - 1 
1 0 
1 0 
0 1 

o 

e por conseguinte 0 sistema tem soluções não nulas Como 
i-l^bO, o sistema e simplesmente A 1 0 1 

0 0 1 
1 L 1 

indeterminado e as suas soluções são proporcionais. 

Acha-se facilmente uma solução não nula tomando os 

complementos algébricos de 1„ t l | e lt em 

D = 

dx ày àydx 

1 0 1 - 1 
0 0 1 0 

1 1 1 0 
li h h 

A forma geral das soluções é 
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'1 
0 1 - 1 

— 0 1 0 
1 1 0 

1 0 - 1 
— 0 0 0 

1 1 0 

I» 
1 1 - 1 
0 1 O 
1 1 O 

U 
•—• = Í 
A 

Jí_ 
- 1 

u 
1 o ~ - 1 

ou ainda 

6) Dada a recta r • 

Ij = a 
l3 - O 
l* - - « 

x - 1 z + 1 
, calcule 

0 1 2 
0$ seus cosenos directores e escreva a equação do 
plano que passa por r e corta o eixo Ux em 
( 2 , 0 ,0 ) . 

0 , 1 , 2 
R : cos a , p , 1 — + . 

1/5 

Como será 
1 = 0 

ty — Z - - 1 — 0 1 

4- P (2 y — z — 1) = 0 a equação do feixe de pianos 

1 2 y -
• z — 1) - C 

que passa por r. Fazendo m 
P 

(x - 1 ) + 

3 de pianos 

, liem x + 2 m y — 

— m z — m — 1 = 0 e a equação axial é 
m + 1 

2 m m 
H — y — — z = 1 . Como o plano pedido 

m + 1 m + 1 
deverá passar por ( 2 , 0 , 0 ) , terá de ser m +• 1 — 2 

x y z 

1. S. C, E. F. — M A T E M Á T I C A S G B B A I B — Exame f ina l 
— Época de Julho (2.* chamada) — Prova Prática 
- 15-7-1961. 

a x b x* + c x* 
5393 1) Oadaacurva y — , deter-

1 + S x — 

mine a , b e e por forma que a assintota oblíqua 
Bi-ja a recta X + Y— 1 — 0 e a tangente na origem 
seja 2X — Y - 0. 

• „ a x + b x ' + c x 3 

R : Como — — í i - (b + 2 c ) + 
1 -t- 2 x — 

+ f (x ) , com Um tf (1) — 0 , a assintota obliqua é 

Y - - c X — (b + 2 e ) , isto é, c - l e b 3 . 

a x - 5 i ! + x1 

Entïo y — e y ' (0) — 2 , o que dá 
1 + 2 x - i* 

2 . 

2) Aclie o desenvolvimento em série de MAC LADHIH 
x + 1 

da função , determinando o inter-
[x - 1>í(x — 2) 

em que é válido o desenvolvimento. 

ü + 1 
Calcule P -

R : 

(x - 1)» ( x - 2) 

x + 1 a0 + a t (x — 1) 
(x _ 1)8 (x - 3) 

2 3 3 
+ 

(x - 1)2 
h . . 
x - a " 

(x - 1)3 X - 1 X — 2 

Cálculo de ad e a1 : fazendo x — 1 = t, vem 

_ x + 1 2 + t 
K , { x ) - — - - - 2 - 3 t + e a 0 -

x — 2 — 1 -i- t 
- - 2,a, - - 3. 

Cálculo de b„ : t>0 - R j (2) - [ ~JL±JL , 
L(x - l)3Ji-i 

1 

<3. 

Ora 
1 - x 

- paro | x | < 1 e portanto 

( x - 1 ) « \ l - x j 
OQ 

— 2 n xn~' também para | x | < 1; 
i 

3 3 

3 
x —2 

Então 

x - 1 

3 1 

2 

x + 1 

1 - x 
- P<*r<* I*]<1; 

u 
3 <*> / % \ • 

- v * ( l — 2 n - x " , 
(x - 1)* (x - 2) 

para j x | < 1 . 

i . r x + 1 i i i 
p 2 P 3 P + 3 P 

(x - 1)J (x —2) ( x - 1 ) ' x - 1 x - 2 

x - 1 
f 3 % 

x - 2 

x - 1 
+ C . 

3) Prove que a função z — x-f GMí) 
satisfaz, quaisquer que sejam as funções f e g, à 
relação 

X* 1- 2 a-,y h y* — 0 . 
à x' àxóy d y1 òxày 
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R . : 

dx 

_d,z 

ò** 

R. : 

- I f r m 

Fazendo as operações indicadas no primeiro membro 

da igualdade, obtem-se O. 

4) Sendo A ^ p 1 1 1 d e t e r m i n e p po r 
0 1 1 
2 1 1 

L l 2 j)_ 
forma que O sistema homogéneo A X = 0 seja inde-
terminado. Ache nesse caso um sistema fundamental 
de soluções. 

R . : Para que o sistema A X = 0 seja indetermi-

nado í preciso que a característica de A seja menor 

do que três. 

Como 1 1 
0 1 

^ ü e 

= 0, ou p 

t 
0 
2 
2 . 

0, deverá ser 

O sistema é simplesmente indeterminado e o sistema 

fundamental de soluções e' constituído apenas por uma 

solução que se obtém facilmente tomando os complemen-

tos algébricos de x ̂ , e >3 no determinante 

D = 

A solução geral ê 

1 1 1 
0 1 1 

*t 

x, = O 
X; = — A 

x3 =• « 

X, = 0 

Xt = _ 1 . 
X 3 - I 

5) Decomponha em quadrados a forma 

x\ — 2 xi xz — 2 Xi x j . 

*1 X* 

*i 1 - 1 0 

- 1 0 - 1 

0 - 1 0 

*2 *S 

Xl - 1 - I 

>3 — 1 0 

Xj 

*3 - 1 

• ~ 

- - Xg 

X? ~ 2 X( XJ — 2 XJ X3 = {XI — - (XJ +• X3}2 4- XJ. 

6) Escreva a equação do plano que passa peto 
ponto P (1, 0 , 0) e i perpendicular à recta 

= (X - y -= 0 
' " í j r + . a - O . 

R . : O feixe de planos que passa por P ( 1 , 0 ,0 ) é 

A (x — 1) -f By + C l = U e os parâmetros directores 

ae r são h = 

e I -

- 1 0 
1 1 

- - 1 , k = 0 1 
1 0 

1 

1 - 1 
0 1 

B C 

1. Ter-se-á de verificar a condição 

^ . — , o que conduz à equação do plano: 

x + y — z — 1=0. 

L S. C. E. F. — M A T K B Í T I C A » G K B A I B - Exame final 
Época de Outubro — 2/10/1961. 

Prova prático 

3594 — 1) Calcule lim {cosec x 4- log x ) . 

R . : lim (cosec x + log x ) = lim (—^ -f- log x ] 
1 - + P / 

i sen x log x 
- lim — -- . 

i—to sen x 

„ l°g x 
Como hm sen 1 log x -=- lim • <— —• 

1-+0 1— Ki cosec x 



34 G A Z E T A DE M A T E M Á T I C A 

lim 
-+o — cosec x cotg x 

• Hm — • • O t vem 
2 

~ v z a r c t 9 \ w J -

lim (cosec x + log x) — + 00 . 

5395 — 2) Estude a função assim definida 

x* + 2 (x < 0) 

1 (x - 0) 
w» 

(at>0) 
x - 1 

Faça a representação geométrica de f (a;) . 

R . : a) Domínio ] - o o , l [ , ] 1 , + » [ . Pontos de 

descontinuidade: x = 0 e x — 1 . 

b) Não apresenta simetrias nem periodicidade. 

c ) Intervalos de monotonia ; extremos. 

Como o comportamento da função em ]—"=,0] 4 

bem conhecido, basta ver o que se passa em ]Ü, 4- co [ . 

f ( x ) = 
x * - 2x 

- 1)* 

r (x) - o => j - 2 
f (x ) > o = > x > 2 
r (x) < 0 = » x < 2 

Portanto, f (x ) é decrescente em ] 0 , e ]1 , 2[ , tem 

um mínimo no ponto m (2 ,4 ) e é crescente em ]2 , - f -oo [ . 
d) Convexidade (x > - O) 

r»(x) 
2 f ' ( x ) > 0 = > x > 1 

f (x ) < 0 = > x < 1 <x - 1)3 

A função é convexa cm ]1, «=[ e côncava em ]0 ,1[ . 

e) Assintotas. 

Como lim f (x ) = 00 existe a assíntota X — 1 para-

leia ao eixo O y . Existe também a assintola obliqua 

Y = X + 1 pois f (x ) ~ x -j-1 + — — - e lim 1 — — 0 . x — 1 I - » X —1 

5396 - 3) Calcule P -
2 + cos x 

R. : Fazendo tg— = t vem P 
2 2 + cos x 

- 2 P 
2 + 

1 - t* 1 f 
1 + t1 

1 
1/3 

= 2 P -
3 + f 

1 + 

2 t 
= -v— arctg —— 

V 3 

5 3 9 7 - 4 ) A função g(x,y) , g(0,0) =0 xl yt 
è contínua no ponto f ( 0 , 0 ) ? Porquê? 

Calcule tf ( 0 , 0 ) e ^ < 0 , 0 ) . 

R. : Calculemos lim g (x , y ) segundo a direcção da 
Z—O 
I-U 

recta y — a x : 
x 1 

Hm g (x , y ) — lim — lim — 00. 
j^j i-p x ' + a ' x ! 1-0 x + a ! x 

Segundo a direcção da parábola y ! = x : 

x 1 
lim g (x , y ) — lim 
„0 a i i i + i J-0 

- lim -
i-U x + 1 

- I . 

Assim se vê que não existe lim g ( x , y ) e portanto 

y—O 
g (x , y ) não é continua em P ( 0 ,0 ) . 

1 

« • m f » « g ( x , 0 ) - g ( 0 , 0 ) x gs (0,0) = Itm —- — Itm -— + 00 
*-0 x *=0 X 

g; (0,0)= Hm v v ' ' - lim 0. 

í-0 y 1-u y 

5398 —5) Como se aabe, para uma tabela de três 

a fórmula interpolador» 

X fo Xl 

y yu yi Vi 

de LAUBINOE è / ( x ) = 2 
* (*<) 

Vi 

r? <*> - x i c ® - *ò « ? < (*) - . 
1- W W - X, J 

a ) Sabendo que tpt,(a;0) —G, <pi(xi)™—2, spj(;Eí) = 3 
e que — 7 « 0 ( x ) + 9 (x ) — 2 !pj ( « ) — 12 x — 18 
ache os valores de xo, x j e . 

b) Supondo que o polinómio interpolador é do 
primeiro grau e que se verificam as relações 
yo + yt + Vi "* ~ H e Vz — yi = 2 , deteimine os 
valores de y o , y i e y i . Escreva o polinómio inter-
polador. 

R . : a ) - 7<fy,(x0) = 12 x„ - 18 
- 42 - 12 x0 — 1 8 ^ > * 0 2 

9 <pj {x t> - 12 x, - 18 
— 18 - 12 x, — I S ^ i X ! .0 

- 2 9 2 ( x , ) - 12 x , - 18 
- 6 - 12xi - 1 8 = > x j - 1 

1 1 

/ 
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b) <po (x) — i <i — 1) — xs — x 
ç, ( x ) - (x + 2) ( s - 1) ~ x* + x - 2 
« ( x ) « (x + 2) x - x* + 2x 

O polinómio interpolador ê 

I ( x ) 
s x î + x — 2 x* + 2x 

yo H ã—- tt + — - — yi 6 - 2 

e, como é do primeiro grau, terá de ser 

í 
: U. 

Esta equação, juntamente com as duas relações dadas, 

conduz ao sistema 

cuja solução t 

yo — 3 yi -i- 2 yz - o 
y0 +• yi + ?i — l i 

— i i + y a - 3 
y » = - 7 
v j ™ — 3 

y* 1 
O polinómio interpolador é 

I (x ) - : ï - 7 ) + 
X2 + X 

6 
XÎ + 2x 

- 2 

(— 1) — 2 jx — 3 . 

< - 3 ) + 

5399 — 6) Uti l ize a teoria dos determinantes para 
estudar a posição relativa dos planos — y — l = 0j 

ic2 = x + s — l — O , i r j ^ x — 2 y — Ü — 1 — 0 e 
ti = y + • — 0 . 

Escreva a equação da recta r que passa pela ori-

gem e se apoia na recta s = = í : I o 
sabendo que 

ét 

R . : A característica da matriz do sistema 

x — y — 1 - O 

x + z — 1 0 

x - 2 y _ z _ 1 „ 0 
y + z = 0 

2 . Come/eito, da matriz A 

[i :; _ ] 
L o Î i J 

o determinante de maior ordem significativo que dela se 

pode extrair i A - 1 
0 

1 (determinante prin-

cipal). 
Os determinantes característicos A' — 1 - 1 i 

1 0 1 
1 - 2 1 

são ambos nulos e por isso o sis-e A " « 1 — 1 1 
t 0 1 
0 1 0 

tema é indeterminado de grau 1. 

Geometricamente significa que os planos c TT, 

passam pela recta definida por TT, e -a2 . 

O problema de gfonietria analítica pode resolver-se 

do seguinte modo: conduz-se pela origem o plano -n I a . 
acha-se a intersecção P do plano w com a recta s e 

depois escreve-se a equação da recta O P , 
A recta b tem os parâmetros directores h — — 1 , 

k =• — 1 e 1 = 1; o plano ir é A x + B y + C z = 0 
A B C 

tal que — 

A intersecção 

k 
P 

l 
, isto ê, ir = x + y — z 0 . 

o sistema determina-se resolvendo 

x _ y - 1 = 0 
x + z - 1 = 0 

x + y ~ i — 0 

cuja solução é P 7- , -5-) . A recta r é então 
\ 3 3 o j 

Z X 

T 
3 

- 1 
z 

T 

Enunciados e soluçSss dos n." 5354 ti 5599 de Forcando d« Jssu» 

I. S. T. — MATBMÍTICAS GEUJIIS - Exame final — 
20-7-1961. 

5400 - S e j a ITÍ O p l a n o d e t e r m i n a d o p o r 
A (1 , 0 , 0 ) , B ( 0 , 1 ,2 ) e C ( 0 , 0 , 1 ) o ir* o plano 
que intersecta a parte positiva (.los eixos coordenados 
a distâncias da origem iguais a 1 . 

Conduza pelo ponto P ( 1 , 1 , 1 ) uma recta paralela 
à intersecção dos planos -iri e i r j . 

5401 — E dado um triângulo isósceles de base 
20 e altura 8 cm. De todos os paralelogramos inscri-
tos neste triângulo com um dos lados assente na base 

4 
do triângulo e os ângulos agudos iguais a a n g t g — , 

ô 
quais as dimensões do de área máxima? 

5402 — Primit ive as funções 

o) xsec2 x ; b) 
2x* + xt + Gx + 1 

2®» - x* + 4 i - 2 

5403 - S e j a m OXYZ e OXYZ doiB siste-
mas de referência não necessariamente triortogonais, 
de versores e i , e » , e i e ê|, ê j , èi respectivamente, 
relacionados pela igualdade matricial 

[ê, ê2 « t j - [«i e, « j ] T 

y X 
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a ) Qual a relação entre as matrizes colunas X e 
í t que representam um mesmo vector x de áP nos 
dois sistemas de referência? 

È) Se for G a matria de elemento g e n é r i c o 
gi) — 19t — cos (e,, e^) [matriz da métrica relativa 
ao sistema de referência OXYZ\ e G a correspon-
dente matriz para O X 1 Z , qual a expressão matri-
cial do produto interno de dois vectores x e y num 
e noutro rios sistemas de referência? 

Aproveite a igualdade das duas expressões do pro-

duto interno para concluir que O =- TT G T. 

c) Se for P r f l P + 2 AT P •+• a w = 0 a equação 
de uma superfície de 2." ordem no primeiro sistema, 
qual a forma que toma a equação da mesma superfí-
cie no seguudo sistema de referência? 

Mostre que nesta transformação de coordenadas a 
matriz G ~ l £ t dá lugar a outra semelhante e que o 
polinómio |(? - <gt — é invariante, o mesmo acon-
tecendo a c ( G - i a) , Tr ((?-» a) , Tr adj (Ô%» Q) e 
| G-i & |. 

d) Se em vez de uma quádrica se tratar de uma 
cónica do plano X O Y, deduza a fortna que tomam 
os invariantes anteriores em função do ângulo 6 que 
formam entre si os dois eixos coordenados. 

t S. T. — M A T E M Á T I C A S G E K A I B — Exame Final — 
14-10-1961. 

5404 — a ) Verifique que a matria 

ü ! 1] 
tem um valor próprio racional e dois irracionais. 

b) Dados os vectores 

[1 - y i ] 

b - [ x 1 0J 

determine x, y e z de modo que b seja vector 
próprio da matriz correspondente ao valor próprio 
racional e os vectores a e í> definam um rectângulo 
de área 6. 

5405 — Uma função 
guiute forma: 

T (;c) está definida da se-

r < * ) Ias — 6 para 
para 
para 

0 < K l l l 
10 e i <11 . 
11 c b < 12 

Determine a partir dela uma função contínua 
d M 

M (x ) que satisfaça às relações = T (sc) e 
dx 

AÍ <0> = 12. 
Represente graficamente as duas funções em dois 

sistemas de referência com o mesmo eixo de orde-
nadas e eixos das abeissas para.lelos e indique como 
a partir da função dada se pode estudar o crescimento 
e os máximos e mínimos da função M \x) . 

5406 — Calculo 

a ) P e 1 ' • cos 3 x . 

Itt-i 

" í , y f e -
5407 — Dada a função 

f - y* para x (x + t/) 0 
/ ( » , » ) - * { » + y> r 1 . 

| 0 para + y) =0 

o ) Estude a sua continuidade na origem. 
5) Verifique se aí admite derivadas parciais, 
a) Investigue » 'existência de alguma direcção ao 

longo da qual exista derivada dirigida na origem e 
indique o seu valor, 

Ennuelndos dos 5400 * 5407 d« F. R. Dia« Agudo 

Á L G E B R A S U P E R I O R 

F. C. C. — ÁLUEBBA SUI-ERIOR— 1.» Frequência - 1.» 
chamada. 

I 
Perle Teórica 

5408 — 1) © é um grupo multiplicativo; que 
entende por ordem de um elemento a e ® ? 

Se os e l e m e n t o s a ; e @ têin ordem com 

t — 1 , 2 , , k , qual é a o r d e m do e l e m e n t o 

5409 — 2 ) Seja 5t um anel. Suponha que em 3Í 
semi-grupo em relação ao produto, existe inverso a"1 

de qualquer elemento a ^ 0 . Prove que SI é então 
ura corpo — S . 

5410 — 3) Considere o grupo das raízes Índice n 



G A Z E T A l )E M A T E M Á T I C A 37 

da unidade e seja 

« = P\ 'Pz •••Pt 

a sua decomposição em factores primos. Indique os 
sub-grupos do grupo considerado e os respectivos 
índices. 

I I 

Parte Prática 

5411 — 1) Considere o grupo Ô das permutações 
du ardem n e a aplicarão de © no grupo adit ivo 
abeliano constituido pelos números O e 1 (a opera-
ção é a adirão aritmética quando ao menos um dos 
números é zero e ainda 1 + 1 = 0 ) . 

Como se cliama a aplicação assim definida? Jus-
tifique. 

5412 — 2) Considere o conjunto St de elementos 
cada um deles definido por três números 

rea is ; por exemplo, 

a = (Ti,xt, x3); 

gerido 

à £3 (jí! , y2, y3) , 

defina-se a + b por 

(x{ + yi, x2 + yz, + VJ) . 

Mostre que 21 é grupo adit ivo abeliano. Justifique. 

5413 — 3) Constituirão os polinómios de coefi-
cientes reais um anel? No caso af irmativo: 

o ) Terá o anel elemento unidade? 
b) Terá o anel divisores próprios de zero? 
c) S e rão anel comutativo? 
Justifique as respostas. 

Nota: Responder só a 2 quoB to ea de cada 
grupo. 

F. C C. — ÁLOEUHA SUPKKIOB — 1." Frequência — 2.» 
chamada. 

I 

Parle Teórica 
5 4 1 4 — 1 ) Dê a definição de grupn cíclico em 

notarão aditiva. Defina elemento primitivo nesse 
caso. Se k-a ê elemento primitivo e m a ordem do 
grupo, que relação existe entre k e ml 

5415 — 2) Com fundamento nos postulados da 
definição de um corpo— S poderá assegurar a solução 
das equações 

o • x + b e 

y • a + b ™ c . 

Justifique. 

5 4 1 6 — 3 ) Seja @ um grupo aditivo e seja g 
um dos seus sub-grupos. domo define classes laterais 
{ à esquerda e à direita) neste, relativamente a g . 

Prove que se estas ciasses laterais coincidem, o 
sub-grupo é normal. 

I I 

Parle Prática 

5417 — 1) Decomponha a permutação 

/ a t i 3 az Si \ 

\ (iz í-5 i j aj / 

no produto dum número mínimo de transposições. 

5 4 1 8 — 2 ) Os números + 1 e — 1 constituem 
um grupo relativamente à multiplicação. Mostre que 
este grupo é imagem homomorfa do grupo adit ivo 
dos inteiros Poderá estabelecer um homomorfismo 
entre aquele grupo e o grupo multiplicativo do con-
junto dos números reais, uma vez deste excluído 
o zero ? 

5419 — 3 ) Considere o conjunto das matrizes 
diagonais de 3.* ordem. Terá este conjunto estrutura 
de anel? Justifique completamente a resposta. 

Nota: Responder só a 2 questões de cada grupo. 

F. C. C. — Á I . U E B R A SupERioa — 2.® exame de fre-
quência — 1.* chamada — Maio 1961. 

I 

Parte Teór ica 

5 4 2 0 — 1) Estabeleça uma condição para que o 
produto de duas matrizes seja permutável quando 
elas são simétricas. 

5421 — 2 ) Sejam: E espaço vectorial complexo 
de n dimensões A e (E -* E) e e i , ej ,-•• ,e„ uma 
base de E . 

a) Supondo que 

Aet = — A et — © 1 < hc n 

e que para k ^ A +- 1 , A ek é uma combinação l i-
near de , , e„ , escreva uma matriz que repre-
sente A naquela base. Qual a dimensão do espaço 
nulo do operador A ? 

b) Nas mesmas condições que relação existe entre 
os valores próprios de A e os da restricção de A no 
espaço de base 

i " " > en ^ 

5 4 2 2 — 3) Seja E o espaço vectorial dos núme-
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ros complexos sobre o corpo fl dos número» reais. 
Mostre que a transformação 

x-*x (conjugado de x) 

ê linear e determine a sua matriz relativamente à 
base 1 , t . 

I I 

Perfe Prál ica 

5 4 2 3 — 1) Seja E o espaço vectorial real com 
3 dimensões, considerado em Geometria Analítica 
com base e! , ez , ej (vectores unitários do sistema de 
eixoe trí-rectangulares). Escreva a matriz que cor-
responde ao operador e que determina uma rotação 
de 30* em torno de e3 e no sentido de et para Cj. 

Determine os valores próprios desse operador. 

5424 — 2) Dada a matriz 

a = r i 5 [I 5 2 - 4 - 1 

6 - 3 1 2 
0 1 4 - 2 
1 6 2 3 j 

determine o seu polinómio característico, a sua ma~ 
triz adjunta e a sua inversa. 

5425 — 3) Escreva a associada da matriz d e 
transformação de 

e? "" ei 
— « i t « l + • " - ) - «,„_,,»<;„_, + e„ (2 < È < n ) . 

Qual a matriz da transformação inversa? 
Nota : Responder só a 2 questões de cada grupo. 

F. C. ti. — Á L O K B R A S U P E R I O R — 2 . " exame de fre-
quência — 2.' chamada — 31/6/61. 

I 

Parte Teórica 

5426 — 1) Se & é matriz simétrica e éü anti-

ssimétrica, de que natureza é a matriz Q SB — íü €t? 

Justifique. 

5427 — 2) a ) Considerem-se os operadores linea-
res A e B sobre o espaço vectorial E (no corpo ti) 
e admita que eles têm um vector próprio comum x , 
mas correspondente a diferentes valores próprios. 
Será x vector próprio de uma combinação linear de 
A e B , com coeficientes em n? 

b) Si-ja í í uma matriz quadrada de ordem n com 
valores próprios ÃJ , , X„ . 

Quais são os valores próprios d e a A + p / { « e [ i 
complexos quaisquer) ? 

5428 - 3) Seja A e (E ^ Ex) com E o Et es-
paços vectoriais. Mostre que: vectores linearmente 
dependentes são transformados em vectores com a 
mesma propriedade. 

II 

Parto Prática 

5429 — 1 ) Num espaço de dimensão n — 2 i e 
x , , r'j ( i 1 , , k) uma base. Escreva a matriz que 
corresponde à transformação definida por 

A xt — Ij xt + fij x[ 

A X'i — — p; Xi + Kj x\. 

Qual a matriz que corresponde à transformação 
inversa? 

5430 - 2) 
inveisa de 

Calcule a matriz adjunta e a matriz 

r 1 - 2 o n 
I - 2 2 - 2 I . 
L 0 - 2 3 J 

5431 — 3 ) Calcular as raízes características e os 
vectores próprios da matriz de 4. ' ordem cujos ele-
mentos são todos iguais a 1 . 

Indicar uma base para eada sub-espaço próprio. 
Nota: Responder só a 2 questões de cada grupo. 

Enuoclados (tos n.°r 5408 a 5431 racotbidos por Maria BsatrjE 
Ferreira da Co^a 

C Á L C U L O I N F I N I T É S I M A L 

Academia Mil itar — CJÍLCUI .O I N F I N I T E S I M A L — Prova 
escrita do exame final ~ Julho de 1361. 

(Responda apenas a uma questão de cada gríipo). 

5432 — 1) Determinar as equações vectoriais da 
tangente, do plano normal, do plano osculador e da 

binormal no ponto da linha 

x2 + y* — E ( X* + y* — s •= 0 

V + x - 0 

em que x 1 . 
I I 

5433 - 1) Desenvolver em série de FOUHIBR no 
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intervalo [— w , + n] a função 

{ — 1 para x < 0 

1 para x > 0 ' 

I I I 

5434 _ 1) Calcular Iff, (X3 + Y! ) d U sendo (D) 

o volume limitado pelo plano XOY e pela semi-
-superfície esférica x* + y2 + & ^ 1 , a > 0 . 

2) Determinar o volume da parte da esfera 

-f- yi 4- — 2 

que é interior á superfície cónica 

z- • x , 

IV 

5435 — 1 — a ) Quando é que se diz que a equação 

P(x,y) dx + Q (x, y) d y = 0 

é uma diferencial exacta? 

è ) Mostrar que —- é um factor integrante para a y1 

equação 

3 y3 d x + (x » y* + 2 y - f 1) d y — 0 

e determinar o seu integral geral. 

5436 — 1) Dada a equação 

«Py - dy . c — 5 — 1- 6 y x e* 
dn? dx 

mudar a variável (dependente) y para a variável a 

por forma que y — z e r . 

Determinar a solução geral da equação dada e a 
solução particular yi que verifica as condições 

st (0) - (0) - o. 

Enunciados doa n . " 5452 a 5456 do A . César da Frolta 

G E O M E T R I A D E S C R I T I V A 

F. C. C. — GEOMETRIA D E S C R I T I V A — 1.* frequência, 
chamada — (Janeiro 1961). 

5437 — 1) Dados um ponto P do plano verti-
cal de projecção, uma recta qualquer r e uma recta 
s do 2." bissector, conduzir por P a recta perpendi-
cular a r que se apoia em s . 

5438 — 2) Dadas 2 rectas enviesadas, sendo uma 

delas vertical e a outra qualquer, determinar o ân-
gulo que elas definem. 

5439 — 3) Dados um plano qualquer pelos traços, 
um plano de nível de cota 3 e uma recta r que não 
pertence a nenhum dos planos, determinar; 

а ) a intersecção dos planos 

б) os pontos de r que são equidistantes dos pia-
nos dados. 

C Á L C U L O D A S P R O B A B I L I D A D E S 

F. C. C. — CÍT.ccr.0 DAS PROBABILIDADES — Frequên-
cia - 2.* chamada - 8-3-1960. 

1 

Porte Teórico 

5440 — 1) Enuncie e demonstre o teorema da 
possibilidade composta para uma classe dupla em 
probabilidade descontínua. 

5441 — 2) Enuncie a lei binomial no problema 
das provas repetidas. Generalize o enunciado. 

5442 — 3) Em Probabilidade contínua defina 
probabilidade no caso de lançamentos em regiões 
ilimitadas Enuncie um teorema relativo a esse caso 
e faça a aplicação a um exemplo, 

II 

Psrte Prática 

5443 — 1) Num baralho do 40 cartas tiram-se 
à sorte sucessivamente e sem reposição 5 cartas. 
Calcular a probabilidade de saída de : 

a ) um só ás; 
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b) um ás pelo menos; 
c) 3 cartas <le um mesmo naipe e 2 da outro; 
d) uma copa na última tiragem, sabendo que nas 

anteriores só saiu uma. Justifique sumariamente. 

5444 — 2) Duma urna com 10 esferas, sendo 6 
brancas e 4 pretas, tiram-se à sorte, simultanea-
mente, 2 esferas que saiern da mesma côr. Qual a 
probabilidade de, ein nova tiragem de 2 esferas, de 
entre as 8 restantes, voltar a sair esfera da mesma 
côr das duas primeiras? 

5445 — 3) Sobre os catetos dum triângulo rectân-
gulo [O A R] lançem-se ã sorte 2 pontos M e N i 
um em cada cateto. A recta aleatória M N divide o 
triângulo em 2 regiões: um triângulo rectângulo 
e um quadrilátero. Calcule a probabilidade de, em 
novo lançamento de um ponto Q , este cair no 
quadrilátero. 

Enunciado* dos D." 5457 a 5445 recolhidos púr Murta Beatrla 
Ferreira da Cüsta 

A S T R O N O M I A 

F, C. L. — ASTRONOMIA — Exame Final — I ." chamada 
— Outubro de 196i. 

Teoria 

5446 — I ) Os valores da paralaxe beliocêntrica 
de Marte aparecem nas efemérides astronómicas? 
Porquê ? 

5447 — 2) A expressão usualmente utilizada na 
correcção do seini-diâmetro 

a'l — í " (1 4- n sen 1" cos s) 

inclui termos de 2 * ordem? Justifique a resposta. 

5448 — 3) A expressão analítica que nos permite 
determinar a precessão planetária inclui termos perió-
dicos? Porquê? 

5449 — 4) Todas as estrelas da nossa galáxia 
podem emitir energia em virtude dos fenómenos de 
contracção gravitacional? Justifique a resposta. 

5450 — 5) A denominada lei da massa-luminosi-
dade aplica-se a todas as estrelas situadas até 100 
parsees do Sol? Porquê? 

5451 — 6) As estrelas novae têm uma posição 
determinada no diagrama liEKTzspKutia-liuasBLL? Jus-
tifique a resposta. 

Prática 

5452 — Calcule o tempo médio do ocaso do Sol 
num lugar de coordenadas 

<p - 4- 65* 34' 54" 
X 7" 39- 17\9 

para o dia 1961 Junho 22. 
(Precisão do problema 0m.I). 

F. C. L. — ASTRONOMIA —Exame Final —2. 'chamada 
— Outuhro de 1961. 

Teoria 

5453 — 1) O fenómeno da aberração da luz pro-
veniente de Júpiter varia no decurso do ano? Justi-
fique a resposta. 

5454 — 2) A partir da expressão da influência, 
na ascensão recta, da precessão luní-solar cm um ano 

(cos c + sen e tg S sen « ) 

justifique se um erro d í no valor da declinação tem 
importância no valor da ascensão recta. 

5455 — 3) Do ponto de vista teórico, poderão 
existir estrelas sem movimento próprio? Justifique a 
resposta. 

5456 — 4) 0 aparecimento, na esfera celeste, das 
estrelas novas é um fenómeno frequente? Porquê? 

5457 — 5) As estrelas sub-gigantes são muito 
numerosas na nossa galáxia? Justifique a resposta. 

5458 — 6) Uma galáxia espiral com barra apre-
senta substracto? Justifique a.resposta. 

Prático 

5459 — Calcule o tempo legal do nascimento do 
Sol uum lugar de coordenadas 

\ 
f v 71° 58' 43" 

l x - 4- 8L 35™ 08*.9 

para o dia 1961 Setembro 24. 
(Precisão do problema O"1.!). 

Enunciado» dos n5446 a 5459 da Raimundo Vicente 
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F. C. C . — ASTRONOMIA — ( , • Frequência — 2.M cha-
mada — Fevereiro de 1961. 

Prova Prática 

5460 — Em 1961, Janeiro 16, observou-se em Coimbra 
uma estrela com um teodolito, tendo-se determinado 
a distância zenital 

z = 46* 571 4 6 " , 6 
e o azimute 

A - 279° 7' 23" , 6 . 

A observação foi feita às 21' 13m 20*,53 de tempo 
universal. 

Calcular a ascensão recta e a deelínaçõo da estrela. 

Prova Teórico 
5461 — 1) Determinação da latitudede um lugar. 

Vantagem de observação de uma estrela no meri-
diano. 

5462 — 2) Conversão de tempo sideral local em 
tempo solar médio local. 

5463 — 3) Transformação de coordenadas; pas-
sagem de um astro no 1.° vertical. 

Nota — Responder só a duas questões. 

F, C. C. — ASTRONOMIA — 2." Frequência — l . 1 cha-
mada — 26-4-1961. 

Parte Prática 

5464 — Calcular para Coimbra e para o dia 15 de 
Maio de 1961 o T . U. e o azimute nos instantes 
correspondentes ao nascimento ü ocaso da estrela 7 
Pegasis. 

Parle Teór ica 

5465 — 1) Influência da refracção nas coordena-
das equatoriais. 

5466 — 2) Deduzir (ou estabelecer) as fórmulas 
fundamentais da paralaxe em azimute e distância 
zenital. 

5467 — 3) Estabelecer o desenvolvimento em 
série da latitude local geocêntrica. 

Nota — Responder só a duas questões. 

F. C C. — ASTRONOMIA — 2." Frequência — 2." cha-
mada — Maio de 1961. 

Parlo Prático 

5468 — Em 1961, Abril 17, observou-se num deter-
minado instante em Coimbra e a leite do meridiano 
a estrela 7 Cassiopeiae com a distância zenital 
verdadei ra 

55- 12' 3 3 " , 6 . 

Calcular o T . U., o azimute e o ângulo paraláctieo 
da estrela nesse instante. 

Parte Teórica 

5469 — 1) Influência da refracção no nascimento 
ou ocaso de um astro 

5470 — 2) Dedução das fórmulas fundamentais 
para a determinante da paralaxe em declinação e 
ascensão recta. 

5471 — 3) Estabelecer o desenvolvimento em série 
do raio local terrestre. 

Nota — Responder só a duas perguntas. 

F. C. C. — ASTRONOMIA — Exame Final — 1 " chamada 
12 6-61. 

Prova Prática 

5472 — Calcular para um lugar situado no semi-
-meridiauo de Coimbra de latitude 

f - 41° 15' 34 " ,7 

e para 1961, Junho 27, o T . U., a distância zenital 
e o azimute da maior digressão a leste da estrela 
a. Cassiopeiae. 

ISauciciadoB doa n." 5160 a 5172 recolhidos por Maria HoatrLl 
KerrtiLra da Costa 

PONTOS DE EXAME DA UNIVERSIDADE DO RECIFE 
Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de 

Pernambuco — COMPLEUKNroa DK GBOMBTRIA — 2.* 
prova parcial — Novembro de 1960. 

5473 — 1) Seja S a superfície definida pela 
equação vectorial paramétrica 

r = f(u)7+ f(u) g (v)j + g (u) f , 

onde / e g são funções de classe suficientemente 
elevada e tais que as derivadas /' e g' são constan-
temente positivas. 

a ) Mostre que as linbas de curvatura da super-



42 G A Z E T A DE M ATE M Á.TIC A 

fície 5* são definidas pela relação 

! * ( / . < « > + + ( / ( » ) J 3 ) + 

+ i o g ( ? (v) +• i / r r T T w ) - iog c 

onde C è uma constante arbitrária (positiva). 

A) Mostre que as linhas da superfície S que 
cortam ortogonalmente as linhas de S definidas por 
/ ( i i ) g (w) Const,, são as linhas de S definidas por 
( / ( « ) ) * - M « ) ) s = Const. 

c) Verifique que a superfície S nãn tem pontos 
umbilicais. 

5474 — 2) Dada a superfície 5 de equação 
vectorial paramétrica 

— 2 -* 
r ™ (u3 + u) i — — (u3 + uW + 9 « t e , 

v 

seja r a família de linhas de S , definida pela 
equação diferencial 

d* v d v 
tt* + (u3 - 3 u) + (3 — u*) v — iii 

d u
2

 d u 

a ) Mostre que existe em r uma e uma só linha 
que é definida por uma equação da forma ti = a • u" T 

Onde o e m são constantes e determine uma equação 
vectorial paramétrica dessa linha. 

È) Utilizando o resultado antenor, determine, em 
termos finitos, uma equação vectorial paramétrica 
geral das linhas da famíl ia r e determine, em par-
ticular, uma equação vectorial paramétrica da linha 
j da família r que passa pelo ponto P definido 
por u = 1 , v = 1 o tal que nesse ponto se tem 

( Ü ) - 2 . 
\du / p 

e) Mostre que a linha f obtida é uma linha 
assintótica da superfície £ . Qual ó a outra linha 
assintótica de S que passa pelo ponto P? 

Universidade do Reci fe — Faculdade de Filosofia de 
Pernambuco — AHÁLISB MATKMÁTIOA I — 2 * prova 
parcial — Novembro de 1960. 

5475 — 1) Seja / a função real de variável real 
x definida pela relação 

xs + A x* + B 

cr*« + 4 

onde A,B,C são constantes. 

a) Determinar as constantes A,B,C, de modo 
que o gráfico de f seja tal que a recta de equação 

cartesiana x + y = 0 seja uma assinto ta e o ponto 
(0 ,/{<)) ) seja de inflexão. 

6) Esboçar n gráfico da função / . 
c) Determinar a área da região limitada pelo 

gráfico de / e pelas rectas x + y 0 e x = I . 

5476 — 2) Sobre uma circunferência de raio R, 

considere um ponto A . Seja P um ponto da tan-
gente à circunferência em A e que dista li da A , 

Designe por B e C os pontos de encontro da cir-
cunferência com uma secante variável que passe por 
P . Mostre que o valor máximo da área do triângulo 

ABC è igual a ^ R2 . 

tu l 
5477 — 3 — a) Mostre que a série ^ 

é convergente. 

b) Verifique que a igualdade 

1 1 1 
T 7 Í + ã". 3 + + » (9 n — 1) = 

2 2 2 
- — — + 5 + -v + — -

n-rl n -r 2 » + « 

é válida para todo o natural n . 

c) Baseando-se na igualdade anterior, mostre que 

a soma da série ^ 
1 

n (2 » - 1) 
é igual a % log 2 . 

Universidade do Reci fe — Faculdade de Filosofia de 
Pernambuco — AMÁLISB MATEMÁTICA II — 1.* prova 
parcial — Agosto do 1961. 

5478 - 1) Mostre que, se / é uma função real 
das variáveis reais x e y , homogénea, de grau m, , 
cujas segundas derivadas existem e são cnntínuas, 
então 

Ò* f d* f f x * - — + 2x — + - — - m (m — ! ) / ( » , y ) . 
à tí * d y àyz 

Conclua, em seguida, que a função / definida por 

f y 

f ( < * , ! / ) - + • e - - » ' , ( x , y ) # ( 0 , 0 ) 

è solução da equação 

ò*f . ü&f x1 +• 2 x y - , 
àx2 à x d y d y* 

• 0. 

5479 — 2) Dada a função / , das variáveis reais 
x e y , definida por 
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a;' + 3/' 
/ ( 0 , 0 ) - 0 

verifique que, <10 ponto ( 0 , 0 ) 1 existem e são dife-
rentes as derivadas 

» f drf 
e 

d*dy à y dx 

5480 — 3) Seja E o conjunto dos pontos do 
plano euclideano, de coordenadas cartesianas 

1 1 1 
m ' ' m' """ 11 * 

onde m e w são inteiros positivos. 

a) Determinar o derivado E', do conjunto E ^ 

e o derivado E" , do conjunto E', 

b) Suja A — E' — E", De exemplo de uma 
cobertura aberta, infinita, do conjunto A, da qual 
não seja possível extrair uma cobertura finita. 

Qual é a condição do teorema de HEINE-BOHEI. que 
não é satisfeita pelo conjunto A ? 

Faculdade de Fi losof ia de Pernambuco — ANÁT.IEE 

MATEMÁTICA (II Série) — 2." prova parcial — Novem-
bro de 1961. 

5481 — 1) Calcule a massa do sólido definido, era 
coordenadas cartesianas tríortogonais, pelas condições 

«* + y ' < a < 1 

sabendo que a função densidade é, em cada ponto, 
numericamente igual à distância desse ponto ao eixo 
dos z z . 

5482 - 2) Mostre que 

1 

í 
1 -f — sen x 

1 ú 
. — log d x 
sen x 1 

1 sen x 
2 

(Sugestão: Considere a função / , da variável 
real y , definida por 

1 1 + y sen x 
log—~ .—• dx, - 1 <y <1, 

1 — y sen x 

df 
o calcule , em termos finitos; utilizando o resul-

d y 

tado obtido, determine f(y), em termos finitos), 

5483 — 3) a) Mostre que, se a > - 0 , 

{"•> 1 f® y 
I e~°Tdx*=*— e I e~"een (yx) —— 

Jo <* Jo yl +aZ 

b) Mostre que a segunda integral converge uni-
formemente, qualquer que seja o intervalo ( f iuito) de 
variação de y . 

e) Conclua, em seguida, que 

i 1 - cosias 1 , a* + & 
e - » i . — „ d x — — log -

a1 

Faculdade de Fi losof ia de Pernambuco — ANÁLISE 
MATEMÁTICA. ( I I Série) — Exame f inal — Dezembro 
de 1961. 

5484 — 1) Calcule o volume do sólido definido, 
em coordenadas cartesianas tri-ortogonais pelas con-
dições : 

r 4 > z > x* + yi 
14 x* + 4 y* < 1. 

5485 — 2) Util izando a igualdade, 

dx 
/ - 7 7 - . , para |y > 1 , 

Jo V - cosx ]/y - 1 

calcule os integrais 

/** dx C% 3 — cosas I e I l0g dx. 
Jo (y — C08 x)z JO 2 — cos x 

5486 — 3) Calcule a integral 

"V. x dr 

J O tfh & 

com um erro inferior a 0,001. Determine, em seguida, 
uma melbor avaliação do erro cometido. 

Universidade do Reci fe - Faculdade de Filosofia 
de Pernambuco — G B O H B T U A SUPEBIOB — 1.' prova 
parcial — Agosto de 1961. 

5487 - 1) Seja [Cf, •] um grupo e o um ele-
mento fixo de G . Considere o sistema [ G , G ] , 
onde a operação 0 é definida por 

I0J = x • a • y . 

a) Mostre que o sistema [ G , 0 ) é um grupo. 

6} Seja X a aplicação de G em G definida por 

X (x ) =• x - b , onde b é um elemento fixo de G , 

Mostre que X é um isomorfismo de [G , •] sobre 

[G , © ] , se e só ee b = a"1 . 

c) Seja K um automorfismo de [(? , - ] e seja a.' 

sen x 
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a aplicação de 6 em G definida por 

«•' (x ) — a ( x ) • á ( o ) • a - 1 

Mostre que a.' ê um automorfismo de [ ( ? , ( ? ] e que 
a correspondência a R' é um isomorfismo do grupo 
dos automorlismos de [Cí , •] sobre o grupo dos 
automorfismos de [G ,©]. 

5 4 8 8 — 2) Sejam [A , + , •] um anel comutativo, 
a um elemento de A e I um ideal de A. 

u) Verif ique se o conjunto J , dos elementos 
xeA, tais que a-xel, ê um ideal de A. 

b) Veri f ique se o conjunto K, dos elementos 
x e A , tais que x = a • g , onde sei, è um ideal 
de A e mostre que K £ I £ J . 

e) Suponha que A è o anel dos números inteiros 
e I è o conjunto dos múltiplos do inteiro b. Desi-
gnando por d e m , respectivamente, o máximo 
divisor comum de a e b o o mínimo múltiplo 
comum de a e 6, mostre que K é o conjunto dos 
múltiplos de m e J é o conjunto dos múltiplos 

Universidade do Rec i fe — Faculdade de Fi losof ia de 
Pernambuco — UEOMERTIUA SUPBKIOB - I I I Série 
— 2,' prova parcia l — Novembro de 1961. 

5 4 8 9 — 1) Considere a geomefr ia analítica plana 
definida definida sobre o corpo K (suposto com mais 
de dois elementos). 

Sejam A, B, C três pontos distintos colineares 
e seja / a dilatação definida pelas condições: 

f ( A ) = A e / < £ ) = C. 

a) Mostre quo não há nenhuma translação í per-
mutável com / , a não ser a aplicação idêntica. 

&) Mostre que, se a translação í não é aplicação 
idêntica, então as dilatações /te tf têm pontos 
fixos distintos. 

c) Suponha que K è O corpo dos inteiros módulo 
7, que A = { 1 , 2 ) , B ss (3 , 1 ) e C = (2 , 5) o que 
t — D , onde D = (2 , 1) . Determine os pontos 
fixos das dilatações f t e t f . 

ci) Sejam g e h as dilatações assim definidas : 

ff(B) — B e g (C) — A-, h (C) - C e h {A) - B,, 

Mostre que as dilatações .fgh, ghf e h f g geram 
grupos cíclicos de ordem 2 . 

5 4 9 0 — 2) Seja K um corpo e sejam P e Q 

dois polinómios móninos pertencentes a A [ x j . 
а ) Determine uma condição necessária e suficiente 

a que deve satisfazer um polinómio mónico R e A"[J-.J, 
para que os polinómios PQ, QR e R P sejam 
divisíveis, respectivamente, por R , P e (3. 

б) Supondo que k é o corpo dos inteiros módulo 
5 e que 

P — x* + x- + ix + 4 e Q - a ; ' - ) - 2 3i;í + 4 a ; 4 - 3 , 

determine todos os polinómios R que verificam as 
condições da alínea anterior. 

Enunciados doe d.** 5175 a 5190 de José Morgado 

B O L E T I M B I B L I O G R Á F I C O 
NÚBIA secçAo, alâin de extractos de criticas aparecida* o u revistas estrangeiras, serllo publicadas criticas do l i v ros 

e oatras puMicaç&es do Matemática do quo os Autores ou Ëttltores enviaram dois exemplares à Ked&eçfto 

148 — J E A N PORTE — La Logique mathématique et le 
c a l c u l m é c a n i q u e — Publicado pelo Instituto de 
Matemática da Universidade Nacional dei Sur — 
Raia Blanca. 

A Universidade Nacional dei Sur iniciou em i960 
a publicação de Cursos de Matemática de que este 
trabalho é o n." 1. Segundo informa o autor no traba-
lho foi utilizado livremente o conteúdo de diversas 
exposições feitas no Seminário de Lóg ica do Instituto 
Henri Poincarê. 

O livro ê de leitora fácil e acessível e trata do pro-
blema da decisão; programa logístico e sistemas for-
mais; sistema formal do cálculo das proposições 
puro; funções recursivas; conjuntos recursivos e 

recursivamente numeráveis; as numerações de Güdel; 
aplicação das funções recursivas aos sistemas for-
mais; sistema formal do cálculo de predicados puro; 
conclusões: as possibilidades das matemáticas meca-
nizadas. 

Os problemas da lógica são, em geral, delicados e 
em particular os problemas da teoria da decisão. 
A exposição feita neste l ivro é no entanto bastante 
simples e não requero mais que conhecimentos ele-
mentares de lógica matemática que não vão muito 
ali^in da simbologia e terminologia usadas boje uni-
versalmente. 

É um livro de leitura agradável c boa introdução 
ao estudo destes problemas. 

J. Sllia Paulo 


