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MATEMATICAS SUPERIORES

RONTOS DE EXAME DE

FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

F. C. L. — Maremdricas Gerais — Exame Final —
(Cursos de Bioldgicas, Geoldgicas, Prof. Adjuntos)
— 6-10-1961.

5378 — Dada a funglo w = y2y2e™? 4 22 x2e¥/2}
P w

/! e e e e
+ x?y?e’?, calcule SFEIv IR

5379 — Determine o8 mdximos e minimos da fun-
gdo
z=oy!(Bx+6y—2).

5380 — Efectue a condensagio e determine a
caracteristica da matriz

7 s [Sen RS
2 4 5 3].
3 —1 4 6

5381 - Faga a contagem e separagdo das raizes
da equagio

3 =2x+5

e calcule aproximadamente uma delas pelo método de
NewToN.

5382 — No langamento simultineo de dois dadog
perfeitos qual a probabilidade de obter uma soma
de pontos

a) Pelo menos ignala 3?
b) Maior do que 3?

5383 — Propriedades da distribui¢do normal.
Nuin exame ohservaram-se os seguintes resultados:

40 ¢/, de notas inferiores a 10.
509/, de notas entre 10 e 15,
10°/, de notas superiores a 15.

- Admitindo que as notas seguem a distribuigio
normal, determine a média e o desvio padrao.

Enpunciados dos n.* 5378 a 5385 de F. R. Dias Agudo

1. 8. C. E. F. — Mateuiricas Gerais — 2.* Prova Pra-
tica de Informagdo — 29-5-1961.

1
2 x3

5384 — 1) Estudar a fungdo f(x) = T

2) Desenvolver em série de poténcias inteiras de
= a fungio

f(x) = log (= +V'm

indicando o intervalo onde é vilide o desenvolvi-
mento.

3) Calcular

a a\*
lim (cos — + m sen —) .
] x T
R: 1. @) Dominio 1—oo0,2[ e ]2, + oo [.
b) Ponto de intersecgio com os eizos: P (0,0).
¢) Ndo apresenta simetrias nem € periddica.
d) Euxtremos e infervalos de monotonia
. 2x2(x —6) f'(x) >0 em [6,+c0[ e ]—00,2][
X = =37 (<0 em 12,6]
fi(x) =0 para x=0 ¢ x=6
e apenas € extremante x = 6
(minimizante).

e) Convexidade e concavidade

48 x
Rl

e assim f(x) € convera em [0, + 2[ e ]2, + oo

econcava em ] — o0,0]. Em x =0 tem um ponto de
inflexdo.

f) Assintotas:

2 x3
Como lim it
2 x2
lim ———— = co:
=00 (x — 2)?

= + oo existe a assintota X=2;

ndo existem assintotas paralelas
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20 d Daido in (x)=S x4 s 03
ao eizo dos yy. Dado que f(x)=2x+ -{—m
existe a assintota obliqua Y =2X + 8.
14 —— ;
5 1 -~ x2 1
. F(x)--—L—x— B — —(1+x2)_L_
x+\/1+x‘ V1 + x2
(2!1 1)

—x!" para |xj<<1.

-2(— 1’

1:3---(2n—1) xn+t
+4...2n 2n+1

Entdo f (x) = Z (=1)
para |x|<<1.

8. E uma indeterminagio da forma 1°. Calcule-se
entio

a a
lim x log | cos — + m sen -—-) -
x=00 x x

a a
log (cos — + m sen —)
x x

= lim
x=00 1
=
a a m a a
— sen — — —— co8 —
x2 x x2 X
a a
€08 — -~ m §en —
: x x
= lim -
x=00 1
Egac
a a
asen — + m a cos —
A x X
= lim =ma
x=00

a a
c08 — -+ m sen —
x x

. 5 a A\*
isto €, lim | cos — + msen — | =e™*.
x=00 b4 X

II
5385 — 1) Mostre que a fungiio
F(x,y,2)

verifica a equacglio F, + F, + F, =0 qualquer que
seja F.

=fz—y,y—2,2—2)

2) Calcular

M8y
o 1+5/z

3) Determine os parimetros reais a, 4 e ¢, por
forma que o polindmio f(2) =24 — 223 + a2?+
+ bz + ¢ tenha a raiz complexa ¢ e uma raiz real
dupla. Quais sio as raizes de f(z)?

R: 1) Fazendo u=x—y, v=y—2, W=z—X,
vem Fomf—f,, Fym =fif); Fym i,
donde F, + F, + F, =0.

2) Fazendo x = t8, vem

1096 1 i
f Ve —_——dx = Gf dt =
o 1+ 3%/x o 1+t
1 1 |
—Gf (t*—t2+1——-—-)dt-6f tidt—
2+ 1
-6 t2dt 4+ 6 dt—6
f Gl

= gfﬂ]", — 2[t3]3 4+ 6[t]} — 6 [arcig t]} =
6 ™ 26 3=
-— 24+ —6—=——
5 g B 5 2

3) Se f(z) tem a raiz i também tem a raiz —1i.

A formula de Girard Al =2Zr dd 2=i—i4+r+
Po

+ ry=>ry; = 1. Portanto,

{f‘(i)—O{(l—a+c)+(2+b)i—0

f(l)=0la+b+e—-1=0
l1—-a+c=0 b= —2 b= —2
2+b=0 l—a+ece=0jc=1
a+b+e—1=0|la+ec—-3=0]a=2

As raizes sdo i, —i,1 (dupla).

L 8. C. E. F. — Marewiricas Gerais — 2.° exame de
frequéncia ordindrio — 27-6-1961.

I

5386 —1) Deduza a férmula de TavLor para
uma fun¢do de uma varidvel.

2) O polinémio f (z) = 24 25 + 34 24 + 3928 +
+ 8622 + 152 + 2 tem raizes positivas? Porqué?

Calcule as suas raizes, sabendo que as raizes reais
sdo racionais (nfo é necessdrio caleular os limites
excedente e deficiente das raizes). Apresente a decom-
posigio de f(z) em factores primos.

R: 2) As raizes racionais sdo da forma pfq em
que p=+1,+2 ¢ q=1,2,3,4,6,8,12,24. Como
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f (z) ndo tem raizes positivas, as raizes racionais encon-

1 1 1
tram-se entre os nimeros: — 1, P Sy e oy
1 il 1 1 2
EENER 19> ¢ a4 ? LT

A aplicagdo das regras de exclusdo de Newron per-

L 1
mite aproveitar apenas 0s numeros: — T

2
-2, - 3 A regra de RuFrint indica, finalmente,

1 1 2
que as raizes racionais sio: — - o T 2 As
oulras duas raizes sdo imagindrias: i e —1i.

f(z)—24(z+%) (z+%) (z +§) (z2+1).

II

5387 — 3) Quando se diz que F (z,y) é dife-
rencidvel em P (a,b)? Enuncie e demonstre uma
condigdo suficiente de diferenciabilidade.

( @ +
Mostre que a fungio g( ”) é homogénea e

verifique o teorema de EuvLer.

4) Mostre que toda a fung3o continua em [a, 5]
é integrivel no sentido de Riemann, nesse inter-
valo. Sendo g (x) continua em [a,b], prove que

[lo@az=g@© 6 -a) @<c<H).

R: 3) A fungio ¢ homogenea de grau zero pois
tx + ty) xX+Yy : 24y
et Yt LR L =g .
B e ) e
-— ; x 4+ 2%
2 =2 g,-g'( y)' 2
(x—¥) x—= (x=="¥)
xg. +y8 =0, que é a verificagio do teorema de
EvLer.

vem

I

x| —-1]0]1]2
5388 — 5} Dada a tabela ;‘ T|-]—t‘u—'7
determine a por forma que o polindmio interpolador
seja do terceiro grau. .
Sem achar o polindmio interpolador, calcule y(—2)
e y(4).

6) Defina base de um espago vectorial e prove
que em R" qualquer conjunto de n vectores inde-
pendentes constitue uma base.

Deduza a regra de Cramer e utilize-a para resolver
osistema de n equagles a n incégnitas A X= 47+ 4*

3
a

em que 4’ e A* sHo as colunas j e &k da matriz 4
regular.
Utilize a teoria dos sistemas homogéneos para escre-
ax+y+z=0
z+z—1=0.
Qual deverd ser o valor de a para que a recta seja
perpendicular ao eixo Oy?

ver as equiagdes normais da recta r = {

R: 5) Construindo a tabela de diferengas vem

x | y | ay | a2y | a3y | aty
-1 2 | -1 0 2 |a—6
0|1 |—-1| 2 [a—4
110 1 |a—2

2|1 |a-1

3| a

Para que o polinémio interpolador seja do terceiro
grau € preciso que Aty (— 1) =0, cuseja a = 6.

Para a=6 vem y()=6+5+4+2=17 e
y(—2)=1.

6) A solugdo do sistema A X = Al + Ak € o vector

X' de componentes x, =0 (r=£j,k), xX' =1, x; =1.

Para escrever as equagies normais de r escolha-se

uma solugdo do sistema, por exemplo (0, —1,1) e escre-

va-se o sistema na forma { s e il ple=t el
x+(z—1)=0

(sistema homogeneo).

Para tal sistema € s = L ake Sovl
15 1 Lis &1
01 11 10
x y+1 z—1 &%
0 T iy s que &do as equagies nor-
mais de r.

Para que r | Oy deverdser 1 —a=0 ou a=1.

I.S. C. E. F. — Maremiricas Gerais — 2.° exame de
frequéncia extraordinario — 30-6-1964.

1

5389 — 1) Mostre que f(xz) se desenvolve pela
série de TavLor em qualquer intervalo [u,a+k| onde
as suas derivadas sejam globalmente limitadas. Prove
também que toda a série inteira em = é série de Mac
Lavrix da sua propria soma.

2) Prove que é condigio necessdria e suficiente
para que a seja zero de ordem n de g (x) que esta
fungdo se possa escrever na forma g(z)=(z—a)"s(z),
sendo ¢ (x) uma fungdo continua que nio se anula
para  =a.
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Separe os zeros do polindmio 223—165x2+ 3641,
utilizaudo a sucessdo de Rorus.

R: 2) Utilizando o método de Newron, facilmente
se calculam os limites excedente e deficiente das raizes

do polindmio: L =3 e | = — 1. Os zeros da primeira

derivada sdo x; =2 e xy, =3 e, construindo a sucessdo
-1 2] 3

de RoLLe | ——|——|——1|, wverifica-se que exisie um
— | +

gero do polinémio em [—1,2].

II

5390 — 3) Diga em que condi¢des a equagio
F(z,y) = 0 define uma funglo implicita y(x) na
vizinhanca de P (a,b). Utilize a regra de derivacgio
das func¢des compostas para deduzir a expressio de

y' (=) e y'(2).

4) Deduza a desigualdade de Scuwarrz e a for-
mula fundamental do cdleulo integral. Utilize esta

para calcular j;]mzlog?m dx .

R: 4)
2log? x d e T IS PEY |CTE
j;zx 0g® x x—[?ongl—gj;gx gx dx =
x‘z' 12 2{ x‘z 2 lfz 2d}
— o 4 —— e — X xXy=
30*’!‘_]; 9 | B Tactat ek
x3 2 ] x* 2 2 pra
= | — log? ik | | Pk = 2dx =
[glogx]l 3|3109x]‘+9ﬁx x
xi‘Z 12 2 x’{ 12 2[x37]2
-[Fos] 5[5+ s[5 ]~
1 14

8 6
= — T (e S —
3 log? 2 3 log 2 + 57

III

5391 — 5) Dados os pares de valores (z;,¥),
(i=0,1,---n), em que os valores de x= estfio em
progressio aritmética, diga como procede para fazer
uma interpolagio com a férmula de Laerance,
supondo que dispde de tabelas de coeficientes Lagran-
gianos (ndo efectue demonstragdes).

6) Quando se diz que p filas paralelas de uma
matriz sdo independentes? Se, numa dada matriz, o
ndmero mdximo de linhas independentes é » e o
nimero maximo de colunas independentes é s prove
que r=38§.

Qual é o valor dos menores de ordem superior a r
numa matriz de caracteristica r? Porqué?

Considere o sistema possivel 4 X = B e seja X,

uma solugdo. Prove que todas as solugdes deste sis-
tema sio da forma X = Xy + Y em que Y & solu-
¢gdode AY =0.
Discuta o sistema
z4+y+z=1
z—y+z=1
3z+y+3z=a
bx+3y+5z=25
por meio da teoria dos determinantes. Interprete geo-
métricamente a discussdo.

T S |
1-1 1
R: 6) A matriz do sistema é A =
) matriz do sistema 8 alb R
15 8 5
_ 3
e é faeil ver que A = IR fei 2 € determinante
principal. Construindo os determinantes caracteristicos
1 B 1 | s R R |
83=|1—-1 1|=6—-2a¢ a;=[1-1 1|=0
L S R B 8h

o sistema proposto serd possivel quando 6 —2a =0
ou a =3 e impossivel quando a =3 .

A interpretagio geomélrica e simples. Quando o sis-
‘ema € possivel os planos representados pelas 3.% e 4.9
x+y+z=1
x—y+z=1"
Quando o sistema € impossivel, o plano representado
pela 3.2 equagio € paralelo a recta r e o plano repre-
sentado pela 4. equagdo passa por r.

equagdes passam pela recta rs{

L 8. C. E. F. — Maremiricas Gerats — Exame final—
Epoca de Julho (4. chamada) — Prova Pratica
— 12-7-61.

5302 — 1) Estude a natureza da série
gl | 1
Ay | =
2 ores (143)
1

1
e |
xoH! og. +n+1) 1

=]

R: Como lim
—lg (1 4+ —
il n

a serie € absolutamente convergente quando |x|>1
e divergente quando |x|<<1. Para x =1 tem-se a

b 1
série 2 log (1 -+ :) , que € divergente, e para
1

y =—1 vem a série alternada decrescente 2 (—1)°
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i 1 1 Asdirs & it R Ju v du gz dv o9 z)
= 1 te. H' ) —_—— - | — — —_— ) -
ag( + n), portanto convergente. A série € unifor- ) 3% 07 = dx) (dz 35
memente convergenle em ]| —oo,—1] e [r,+ cof du 9z dv 9z Ju odv
w>1). =l ilar e
2) Dada a fun¢lo f(x) =e**log (e + x), calcule 0 ov f) u a v iPv
) — (u- +u
a por forma que f(x) tenha am extremo para z=0. 9x oy o"! dy dyox
Indique a natureza desse extremo. ~
Averigue se a imagem de f(xz) admite assintotas "
4 E R LIS A
R: Como f'(x) = e** [alog(e+x)+ :I: oy 0x y ox o0xdy
e+x e, como
a condigio f'(0) = 0 implica a = — 1/e. Calculando tv v
' (x), vem f'(0) <0, o que indica que x = 0 € um oy s
maximizante. X o Fg
T R T Sy M - resulta a igualdade, atendendo também & alinea a).
e St it TR 5) Mostre que os vectores
' i e s £ R
e " Ay =117 2=] 07 4ds=] 17> di=[ —1
=40 @ + X 0 0 1 0
assintotas. Ndo hd assintotas obliquas. 1 1 1 0
Lo 1 0 1

oAl PR
) Calcule mog(m).

R: Pxlog (:-::—i)—l'xlog(x—l)_

2 1
—leog(x+1)—%109(1(—1)—??:‘“1

2 1 2 2
-%-lag(x+1)+?Pxx——%log(x-—~1)—

-1
1
——P
2 (

1 2
.)—"—zog<x+1)+
i 2

1

o | ok B o
+= (x +H_1)  log (x 1) —

2 1
—’T—%—_eog(x—1)-——10g(x+1)+
x2 x 1 x x—1\ 4+
S LI ) T
e S Yy (e ) 2‘°g(x+1)

4) Sendo z = F(x,y), considere as fungdes
u=g(z) e v=~r(z) e prove que:

3_ur}v du@
_ 0rdy ody o=z’
‘ 0 [ dv\ 9 [ 9V
b — ) ey et i85
) aw(“ay) ay(“dz)’
sabendo que
v v

020y odydz

sio linearmente dependentes. Determine a forma
geral dos niumeros que satisfazem a igualdade
a4 +hd + 343+ A3 =0.

R: Se os vectores sdo linearmente dependentes, ter-
-se-( de verificar a relagio |y Ay + )3 Ag + I3 Ag +
+ 14A;=0 em que lj,l,,l3,1y sdo constantes ndo
conjuntamente nulas.

Aquela condigdo equivale a dizer que o sistema
homogéneo

1y +13=1=0

I3 =0
Li+ 1+ 13 =0
I + ]4 = ()
terd de possuir solugdes nio nulas. Com efeito,
L B Tr = [=0
0 01 0
s Sl KR © 0
)8 R 1

e por conseguinle o sistema tem solugies ndo nulas. Como
A= |1 0 1|=—=150, o sistema e simplesmente
Qe
1S
indeterminado e as suas solugies sdo proporcionais.
Acha-se facilmente uma solugio ndo nula tomando os

complementos algébricos de 1,153,153 e 1y em

D=|1 0 1 -1 A forma geral das solugbes é
0 01 0
) [ s | 0

h L I3 1
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0T, =1 T SRR | RE g
- 10 1 0 Ot 0
1.1 0 11 0
I3 14
3 T A Ve
— 10 0 0
14 0
ou
1y b I 1
i e EDE = e
ou ainda
fj=—a
lp=a
Iy =D
b= —a
6) Dadaarecta -rux—_-—l-—l—z-'_l,ealcu]e

0 1
0s seus cosenos directores e escreva a equagio do
plano que passa por r e corta o eixo Oz em

(2,0,0).

0152
V5

x—1=0

2y —z--1=0’

+ B(2y —2z—1) =0 a equagdo do feixe de pianos

R: cos a,B,7=7+

Como ra{ serd a(x —1) +

que passa por r. Fazendo m =--%, vem X+2my—

—mz—m—1=0 e a equagio axial é —x——+

m + 1
i L = 1:6 lano pedid
- z=1. Como o n
m+1y 2T plano pedido
deverd passar por (2,0,0), terd deser m + L =2
P ey Sl
ou m = .§+T+:§_. .

I. 8. C. E. F. — Mareuiricas Gerars — Exame final
— Epoca de Julho (2.* chamada) — Prova Pratica
— 15-7-1961.

ax + bu? + cad b

—_——, deter-
L b 2w @

mine a, & e ¢ por forma que a assintota obliqua

sejaarecta X + ¥ —1 =0 e atangente na origem

seja 2X—Y =0.

5393 1) Dadaacurva y =

ax + bx* 4+ ex?
e e e S B ey
1+2x—x SRS

R: Como

+e(x),
Y=—c¢cX—(b+ 2¢), istoé,
ax — 3 x2 4 x3

com limg(x) =0, a assintota obliqua €
=00

c=1e b= -3,

Entio y = e y'(0) =2, o que da

1+4+2x—x
a=2,

2) Ache o desenvolvimento em série de Mac Laurix

+1
da funcio -———i , determinando o inter-
- 1)2(z—92)°’ i
em que ¢ wihdo o desenvolvimento.
Calcule P it}———-—
(x—1)2(x - 2)
x+1 ao-+—al(x~—1)_l_ bq

x—-1)2x—2)  (x—1) x—3
2 3
N B T O X i
Cdleulo de ay, e a;: fazendo x—1=t¢t, vem
x + 1 2+t
R — L Sl ~
1(x) SERy gt 2-3t+ e ag

——2,31-‘“3.

Caleulo de by: by=R,(2) =

x+ 1
(x— 1)’]

1 a0
Ora — = ¥ x" para |x| <1 e portanto
2 1 4
Sl TR A -
(x — 1) (l.—x
oo
= — 2 nx"" também para |x|<1;
1
3 3 .
— —— —32x“para|x|<1;
= 1]
3 b R L |<2
= 21_1_—30 ?) para |x|<2;
2
x+1 & 3
Entd —_— =% (1 —-2n— —|x»
e T S ) %

para |x|<<l1.
x+1 1 1

G-1)2(x-2) P = s 1+3P —2

-2
C.
=il

2
= — + 3!
1 + olog

3) Prove que a fungdo z==zf (l) +g (l)
T x

satisfaz, quaisquer que sejam as fungbes f e g, &
relagio

'z 'z 0%z
2 2 _ 2— =0.
xd£‘+ zyardy.’-ydy’
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R.:

o Y)ﬁ (1 N (1).1

ax -f(Y f' X7 X > X x2

sl S TRMYE Vs y) 2y (3
T (:):s*‘;g (— sirr L (x)
i T 1)_i r(i)_f_ " (l)
0xX9v :t:zt X ng X _sg X
dz = f! (1) + lg' (1)

oy ¥ x X

azz 1 i y 1 " y
ay? ‘?.f x)+x2g i

Fazendo as operagies indicadas no primeiro membro
da ignaldade, obtem-se 0.

4) Sendo A=71 1 17, determine p por
Ao B |
i B |
Lanid  pil
forma que o sistema homogénco 4 X =0 seja inde-
terminado. Ache nesse caso um sistema fundamental
de solugoes.

R.: Para que o sistema A X =0 seja indetermi-
nado € preciso que a caracteristica de A seja menor
do que trés.

Como |1 1|50 e |1 1 1|=0, deverd ser
01| D1
oAl
11 1]=0, ou p=2.
Did S
1l e

O sistema € simplesmente indeterminado e o sistema
Sundamental de solugies é constituido upenas por uma
solugiio que se obtém facilmente tomando os complemen~
tos algébricos de xy,x e Xg no determinante

LYE=S I T ] xg =0
U e B | xp=—1.
Xy Xz X3 Xg“l
Xl=0
A solugiio geral € Xy = —a.

Xg=a
5) Decomponha em quadrados a forma

2] — 2xy 23 — 23 3.

33
R.:
X4 X2 X3
%1 1| =3 0] -—+x4—x;
X2 | —1 0] -1 2

X| —1| —1|—> —x3—xg

X3 —1 (V]

3| —1]|—=>—1x3

x] — 2 xg % — 2 x5 x3 = (%4 — x2)? — (%2 + x3)% + x3.

6) Esereva a equacio do plano que passa pelo
ponto P (1,0,0) e é perpendicular a recta

S
y»+z=0.

R.: O feixe de planos que passa por P (1,0,0) €
A(x—1)+ By + Cz =0 e os parametros directores
der sdo h=|—-10|=—1, k=|0 1|=-1

‘ 11 | L)
el= | 1 —1 l = 1. Ter-se-a de verificar a condigdo

0 1
A B Cc

TR e ey o que conduz & equagdio do plano:

x+y—z—1=0.

I. 8. C. E. F. — Mareudricas Geraie — Exame final —
Epoca de Outubro — 2/10/41961.

Prova prética

3594 — 1) Calcule lim (cosecx + logz).
=10

1
R.: lim (cosec x + log x) = lim ( -
st x=+0 \ 8N X

+ log x) -
. 1 +senxlogx
= lim B
x=+0 sen x

log x

Como lim sen xlogx = lim
x=+0 a=+0 CO8EC X
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1
g x _ sen x
=lim ————————— = lim — =0, vem
i=t0 — COSEC X COLG X x=+0 x

Co8 X
feén X

lim (cosecx + logx) = + co.
x=40

5305 — 2‘) Estude a fungfo assim definida

@+ 2 (z<0)

1 =0
0T

@>0)

Faga a representagiio geométrica de f(z).

R.: a) Dominio ]— oo ,1[, |1, + oo . Pontos de
descontinuidade: x =0 e x =1.

b) Ndo apresenta simetrias nem periodicidade.

c) Intervalos de monotonia; extremos.

Como o comportamento da fun¢io em ]— oo ,0] €
bem conhecido, basta ver o que se passa em 0, + oof .
ff(x) =0=>x=2
ffx)>0=x>2
flix) <0=x<2

x2—2x

o2 e

Portanto, f (x) € decrescente em 10,1 e ]1,2[, tem
um minimo no ponto m (2,4) e € crescente em ]2, + oof -

d) Convexidade (x> 0)
£ (x) = 2 fl(x)>0=x>1

(x —1)3 filx) <0 = x<1
A fungdo é convexa em |1, + cof e 2éncava em ]0,1[.
e) Assintotas.
Como lim f(x) =oco existe a assintota X =1 para-
x=I

lela ao eizo Oy. Existe também a assintota obliqgua

1
Y=X+1 pois f(x)=x+1+ e lim =0.
X— xm=s X —
1
5396 — 3) Calcule P-— :
2 +cosx
B, Dt o G i P
e AT il B
1 1
-2P & . =3P
+1——t3 14 t2 3+t
1+t
i
2 g V3 a9 ? t
M ——— _ a — =
V3 o t \2 V.;; a2 v3
V'3

X
tg—‘;-

V3

= —— arclg

V3

5307 —4) A fanclo g(z,y) = T_ -, 9(0,0)=0
é continua no ponto P (0,0)? Porque?
Calcule g, (0,0) e g, (0,0).

R.: Calculemos lir;s g (x,y) segundo a direcgdo da

y=0
recla y =ax:

1

I -Zm
lim g (x,y) = U T as

=0 =0 X2 4 a? x2

Segundo a direc¢do du pardbola y? = x:

-1,

= lim

hmg(x,y)—l:m e T

2
1m0 x=0 X2+4 X

Assim se vé que nio existe limg(x,y) e portanto
xr=l

y=0
g(x,y) ndo € continua em P (0,0).

1
; o £(:0) —g(0,0) x
L e
f —f(0,0 0
g 0,0) =z LON =19 _,.. 0 g
=0 y ™oy

5308 —5) Como se sabe, para uma tabela de trés
pares de valores b b b
Y1 y1 Y

de Laaranee é I(x) = Z 2 :x)}
-

a formula interpoladora

Y

[qa(z)-£.[(w—x.) e 9 (z) = f”i]

a) Sabendo que g(x) =6, ¢1(z1)=—2, 92(x2)=3
e que — 7o (@) +9¢ (z) —2¢;(x) =120 — 18
ache os valores de xp, =y e x,.

b) Supondo que o polinémio interpolador é do
primeiro grau e que se verificam as relagdes
Yo+y1+y2=—11 e y—y; =2, determine os
valores de %,y; e y». Escreva o polinémio inter-
polador.

R.: a) — Tog(xg) =12x, — 18

—42=12x)—18 = x9 = — 2

9@1 (xt) - 12 Xy — 18
— 18 = 12x|—-18——-;x1 =0

—2?2{1’2)—12!3—18
_6—1283—18=>!z—1
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b) @(x) =x(x—1)=x2—x
o (x) =(x+2) (x—1)=x2+x—2
g2(x) = (x + 2)x =x2 + 2x

O polinémio interpolador €

x2 — x x2 4+ x—2 x2 4+ 2x
I(x)= T Ly e | ot et

e, como € do primeiro grau, teré de ser

1 1 +1 0
—6-}'0-*2)?1 3_Vz .

Esta equagdo, juntamente com as duas relagies dadas,
conduz ao sistema |yo— 3y1 + 2y2=0
Yo+ Ji+yz——11
- Y1+y:=2
cuja solugiio € [yp= —1T
vi=—3
yo=—1
O polinémio interpolador é

x24+x—2
=8

x2 —x
-7
—X(-n)+

:
s "3'-2—"(—1)—_-24;:.-3.

1(x)=

(—48)+

5399 — 6) Utilize a teoria dos determinantes para
estudara posigiorelativa dos planos sy=w—y—1=0,
m=c+z2—1=0, ng=2—-2y—2—1=0 e
my =Y+ 2= 0.

Escreva a equagfio da recta r que passa pela ori-

m =0

gem e se apoia na recta sE{ sabendo que

Ty =
i

R.: A caracteristica da malriz do sistema
x—y—1=0
x4+z—-—1=0
x—2y—-2z—-1=0

y+z=0
ér =2, Comefeito,da matriz A=1 —1 0-
1 0 1
1 —2 —1
0 1 1
o determinante de maior ordem significativo que dela se
pode extrair é A= |1 — 1| =1 (determinante prin-
1 0‘
cipal).
Os determinantes caracteristicos Al = | 1 "—1. .1
1 0 1
‘ 1 -2 1
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e A= |1 —1 1| sdo ambos nulos e por isso o sis-
1 01
0 150

tema € indeterminado de grau 1.

Geométricamente siqnifica que os planos =3 € ™y
passam pela recta definida por =y e =3 .

0 problema de grometria analitica pude resolver-se
do segquinte modo: conduz-se pela origem o plano = | 8,
acha-se a intersecgdo P do plano = com a recta s e
depois escreve-se a equagdo da recta OP .

A recta 8 tem os pardametros directores h=—1,
k=—1el=1; oplano »n ¢ Ax+By+Cz=0

A B G
tal que R T istoé, sn=x+y—z=0.
A intersecgdo P determina-se resolvendo o sistema

x—y—1=0
x+2z—1=0
x+y—z=0

2 1.
cuja solu;ﬁoéP(E,—g,-é—). A recta r € entdo
o i x PR8N s
g TR I e~ e Tty T
3 3 3

Enunciados e solugBes dos n.%® 5384 a 5399 de Fernando de Jesus

I.S. T. — Maremiricas GeErais — Exame final —
20-7-1964.

5400 — Seja = o plano determinado por
A(1,0,0, B(0,1,2) e C(0,0,1) e = o plano
que intersecta a parte positiva dos eixos coordenados
a distincias da origem iguais a 1.

Conduza pelo ponto P (1,1,1) uma recta paralela
4 intersec¢do dos planos =y e m.

5401 — E dado um tridngulo isésceles de base
20 ¢ altura 8 em. De todos os paralelogramos inseri-
tos neste tridngulo com um dos lados assente na base

. 4
do tridngulo e os Angulos agudos iguais a angtg —,

quais as dimensdes do de drea mdxima?
5402 — Primitive as fungdes
2x3 4+ 224+ 62+ 1
2a% —x2 + 43— 2
5403 — Sejam OXYZ e OXYZ dois siste-
mas de referéncia ndo necessariamente triortogonais,

de versores e;,e:;,e; e &,8&;,8; respectivamente,
relacionadoe pela igualdade matricial

[6) &; 8] =[es e; 0:] i

a) xeectx; b)




36

GAZETA DE MATEMATICA

a) Qual a relacgfio entre as matrizes colunas X e
vs que representam um mesmo vector x de &* nos
dois sistemas de referéncia?

b) Se for G a matriz de elemento genérico
gi; = e;| e, = cos (e:e,-) [matriz da métrica relativa
ao sistema de referéncia OXV Z] e G a correspon-
dente matriz para 0X l"‘JZ, qual a expressio matri-
cial do produto interno de dois vectores x e y num
e noutro dos sistemas de referéncia?

Aproveite a igualdade das duas expressdes do pro-
duto interao para concluir que G = TTG 7.

c¢) Se for PTQP +2A"P + a3 =0 a equacio
de uma superficie de 2.* ordem no primeiro sistema,
qual a forma que toma a equagiio da mesma superfi-
cie no segundo sistema de referéncia?

Mostre que nesta transformag¢io de coordenadas a
matriz G~1g dd lagar a outra semelhante e que o
polinédmio |G=1&@ — 1 I| é invariante, 0 mesmo acon-
tecendo a ¢ (G711 @), Tr(G-1Q), Tradj(G1Q) e
|Greé|.

d) Se em vez de uma quddrica se tratar de uma
cénica do plano X OY, deduza a forma que tomam
os invariantes anteriores em fun¢fio do dngulo 6 que
formam entre si os dois eixos coordenados.

I 8. T. — Mareudricas Gerars — Exame Final —
14-10-1961.

5404 —a) Verifique que a matriz

3 0 -1
0 3 i
-1 1 0

tem um valor préprio racional e dois irracionais.
b) Dados os vectores

u=[1—y2)
b=[z 1 0

ALGEBRA

F. C. C. — Aveesra Suresior — 4.* Frequéncia — 1.2
chamada.

1
Parte Tedrica

5408 —1) & é um grupo multiplicative; que
entende por ordem de um elemento ae @ ?

Se o8 elementos ;6@ tém ordem =n;, com

determive ®, y e z de modo que b seja vector
proprio da matriz correspondente ao valor préprio
racional e os vectores a e & definam um rectingulo
de drea 6.

5405 — Uma funclio 7' (x) estd definida da se-
guinte forma:
®x —6 para 0L x<10
T(x) = 0 para 10 <z <11.
— 2 para 11 <@z <12
Determine a partir dela uma fungio continua
i M
M (x) que satisfaga as relagdes > = T(z) e
Fl

M (0) =12,

Represente graficamente as duas fungdes em dois
sistemas de referéncia com o mesmo eixo de orde-
nadas e eixos das abcissas paralelos e indique como
a partir da fung¢fio dada se pode estudar o crescimento
e 08 miximos e minimos da fungio M (z).

5406 — Calcule

a) Pe**.cos 3z.

+1
) f \/l_tidz.
oy 1—2

5407 — Dada a fungio

x? — y2

———— para z(z 0
S =lzE@+y s Lar

0 para z(z +y) =0

a) Estude a sua continuidade na origem.
b) Verifique se ai admite derivadas parciais.

¢) Investigue a’existéncia de alguma direcgiio ao
longo da qual exista derivada dirigida na origem e
indique o seu valor.

Enunciados dos n.*® 5400 a 5407 de F. R. Dias Agudo

SUPERIOR

i=1,2,---,k, qual 6 a ordem do elemento
al—ag---a.?

5409 — 2) Seja 2 um anel. Suponha que em 2
semi-grupo em relagdo ao prodato, existe inverso a1
de qualquer elemento a s=0. Prove que 2 é entdo
um corpo — S. ;

5410 — 3) Considere o grupo das raizes indice n
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da unidade e seja
n=pi-Pz P
a sua decomposi¢io em factores primos. Indique os

sub-grupos do grupo considerado e os respectivos
indices.

11
Parte Préatica

5411 — 1) Considere o grupo & das permutacdes
de ordem n e a aplicacdo de & no grupo aditivo
abeliano constituido pelos nimeros 0 e 1 (a opera-
¢lo é a adi¢lo aritinética quando ao menos um dos
niimeros é zero e ainda 1 + 1 =0).

Como se chama a aplicagiio assim definida? Jus-
tifique.

5412 — 2) Considere o conjunto 2 de elementos
a,b,---, cada um deles definido por trés nimeros
reais ; por exemplo,

a=(m,x,23);
sendo
b= (y1,92,93)>»

defina-se a + b por
(@1 + Y1y 22+ y2, @3+ ¥3) -
Mostre que U é grupo aditivo abeliano. Justifique.

5413 — 3) Constituirdo os polinémios de coefi-
cientes reais um anel? No caso afirmativo:

a) Terd o anel elemento unidade?

b) 'Terd o anel divisores préprios de zero?

¢) Serd o anel comutativo?

Justifique as respostas.

Nota: Responder s6 a 2 questdes de cada

grupo.

F. C. C. — Aroesra Sueemior — 1.* Frequéncia — 2.4
chamada.

I
Parte Tedrica
5414—1) D@ a definigdo de grupo cizlico em
notagdo aditiva. Defina elemento primitivo nesse
caso. Se k-a é elemento primitivo e m a ordem do
grupo, que relagio existe entre k£ e m?

5415 — 2) Com fundamento nos postulados da
defini¢do de um corpo—S poderd assegurar a solugio
das equagdes

a-x+b=c
ya+b=c.

Justifique.
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5416 —3) Seja G um grupo aditivo e seja g
um dos seus sub-grupos. Como define classes laterais
(& esquerda e & direita) neste, relativamente a g.

Prove que se estas classes laterais coincidem, o
sub-grupo é normal.

IT

Parte Pratlica
5417 — 1) Decomponha a permutagio

ap o3 ap a5 @y )
iy o5 ag 5§ a“
no produto dum mimero minimo de transposigoes.

5418 — 2) Os numeros + 1 e — 1 constituem
um graupo relativamente 4 multiplicagio. Mostre que
este grupo ¢ imagem homomorfa do grupo aditivo
dos inteiros Poderd estabelecer um homomorfismo
entre aquele grupo e o grupo multiplicativo do con-
junto dos nimeros reais, uma vez deste excluido
o zero ?

5419 — 3) Considere o conjunto das matrizes
diagonais de 3.* ordem. Terd este conjunto estrutura
de anel? Justifique completamente a resposta.

Nota: Responder s6 a 2 questdes de cada grupo.

F. C. C. — Argesra Sorerior — 2.° exame de fre-
quéncia — 1.* chamada — Maio 1964.

|
Parte Tedrica

5420 — 1) Estabeleca uma condi¢fio para que o
proiuto de duas matrizes seja permutdvel quando
elas sdo simétricas.

5421 — 2) Sejam: K espago vectorial complexo
de n dimensdes Ae(E —E) e e ,e,---,€, uma
base de E .

a) Supondo que

Aey =+ v =Ade¢, =0 l<h<n

e que para k >k + 1, Ae, é uma combinagio li-
near de e, 4, ,€,, escreva uma matriz que repre-
senfe A naquela base. Qual a dimensdo do espago
nulo do operador A47?

b) Nas mesmas condigdes que relagio existe entre
os valores proprios de A e os da restricgio de A no
espago de base

Cht1) "t E T

5422 — 3) Seja E o espago vectorial dos mime-
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ros complexos sobre o corpo 0 dos nmimeros reais.
Mostre que a transformagio

z -z (conjugado de x)

é linear e determine a sua matriz relativamente a
base 1,7.

11
Parte Prética

5423 — 1) Seja E o espago vectorial real com
3 dimensdes, considerado em Geometria Analitica
com base e;,e;,e; (vectores unitdrios do sistema de
eixos tri-rectangulares). Escreva a matriz que cor-
responde ao operador e que determina uma rotagio
de 3U° em torno de e3 e no sentido de e paca e;.

Determine os valores proprios desse operador.

5424 — 2) Dada a matriz

A=r1 5 2 —4
6 —3 1 2
0 1 4 —2

1 6 2 3

determine o seu polindmio caracteristico, a sna ma~
triz adjunta e a sua inversa.

5425 — 3) Escreva a associada da matriz de
transformagio de

€ =e
€ =ajeptanert  F A+ 6 (2L N),

Qual a matriz da transformacfo inversa?
Nota: Responder sé a 2 questdes de cada grupo.

F. C. C. — Avcesra Suesrior — 2.° exame de fre-
quéncia — 2.* chamada — 31/5/64.

I
Parte Teérica

5426 — 1) Se @ ¢ matriz simétrica e & anti-

-simétrica, de que natureza é a matriz QB — B8a?
Justifique.

5427 — 2) a) Considerem-se os operadores linea-
res A e B sobreoespago vectorial E (nocorpo Q)
e admita que eles tém um vector proprio comum z,
mas correspondente a diferentes valores proprios.
Serd x vector proprie de uma combinagfo linear de
A e B, com coeficientes em 07

b) Seja @ uma matriz quadrada de ordem 7 com
valores proprios g, e+ ,3,.

Quais sdo os valores proprios de 2 A + 7 (2 e B
complexos quaisquer) ?

5428 — 3) Seja Ae(E — E;) com E e E; es-
pagos vectoriais. Mostre que: vectores linearmente
dependentes sdo transformados em vectores com a
mesma propriedade.

IT
Parte Prética

5429 — 1) Num cspago de dimensfo n =2Fk e
x,x; (i=1,++,k) uma base. Escreva a matriz que
corresponde 4 transformacio definida por

Az =a;x; + B x;
A w; = — Bwy + ;.

Qual a matriz que corresponde a transformacio
inversa?

5430 — 2) Calcule a matriz adjunta e a matriz
inversa de

1 -2 0
—2 2 -2
0 —2 3

5431 — 3) Calcular as raizes caracteristicas e os
vectores proprios da matriz de 4.* ordem cujos ele-
mentos sdo todos iguais a 1.

Indiear uma base para cada sub-espago préprio.

Nota: Responder s6 a 2 questdes de cada grupo.

Enuociados dos n.** 5408 a 5431 recolhidos por Maria Beatriz
Ferreira da Costa

CALCULO INFINITESIMAL

Academia Militar — Circurno IsrFixiTésimar — Prova
escrita do exame final — Julho de 1961.

(Responda apenas a uma questdo de cada grupo).

1

5432 — 1) Determinar as equagdes vectoriais da
tangente, do plano normal, do plano osculador e da

binormal no ponto da linha
{ +y?—2=0
y+ax=0
em que x = 1.

IT
5433 — 1) Desenvolver em série de Fourier no
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intervalo [— =, + =] a fangio

—1 para =<0

/(=) _{ 1 para >0’

11T

5434 — 1) Calcular /‘f (2% + y?) d v sendo (v)
w o/ v}

o volume limitado pelo plano X OY e pela semi-
-superficie esférica a2 + y2 + 22 =1,2>0.

2) Determinar o volume da parte da esfera
22+ Y2+ 22 =12
que ¢é interior & superficie conica
22 =¥ + 2.

v

5435 —1 — a) Quando é que se diz que a equagio
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0
é uma diferencial exacta?

GEOMETRIA

F. C. C. — Geowerria Descritiva — 1,* frequéncia,
1.* chamada — (Janeiro 1961).

5437 — 1) Dados um ponto P do plano verti-
cal de projecgiio, uma recta qualquer 7 e uma recta
s do 2.° bissector, conduzir por P a recta perpendi-
cular a » que se apoia em s.

5438 — 2) Dadas 2 rectas enviesadas, sendo uma

1
) Mostrar que — é um factor integrante para a
Y
equacio
3o p3da+ (282 +2y+1)dy=0

e determinar o seu integral geral.

v

5436 — 1) Dada a equagdo

mudar a varidvel (dependente) y para a varidvel z
por forma que y = ze*.

Determinar a solugio geral da equagio dada e a
solucdo particular y; que verifica as condigdes
y1(0) =y (0) =0.

Enunciados dos n.°* 5432 a 5436 de A. César de Freitas

DESCRITIVA

delas vertical e a outra qualquer, determinar o fin-
gulo que elas definem.

5439 — 3) Dados um plano qualquer pelos tragos,
um plano de nivel de cota 3 e uma recta r que nio
pertence a nenhum dos planos, determinar:

a) a intersecgdo dos planos

b) os pontos de r que sfio equidistantes dos pla=
nos dados.

CALCULO DAS PROBABILIDADES

F. C. C. — C{ucono pas Prosasinipapes — 1-* Frequén-
cia — 2. chamada — 8-3-1960.
1

Parte Tedrica

5440 — 1) Enuncie e demonstre o teorema da
possibilidade composta para uma classe dupla em
probabilidade descontinua.

5441 — 2) Enuncie a lei binomial no problema
das provas repetidas. Generalize o enunciado.

5442 — 3) Em Probabilidade continua defina
probabilidade no caso de langamentos em regides
ilimitadas. Enuncie um teorema relativo a esse caso
e faga a aplicago a um exemplo.

II
Parte Prética
5443 —1) Num baralho de 40 cartas tiram-se

A4 sorte sucessivamente e sem reposigio 5 cartas.
Calcular a probabilidade de saida de:

a) um sé 4s;
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b) um ds pelo menos;

¢) 3 cartas de um mesmo naipe e 2 de outro;

d) uma copa na ultima tiragem, sabendo que nas
anteriores 86 saiu uma. Justifique sumariamente.

5444 — 2) Duma urna com 10 esferas, sendo 6
brancas e 4 pretas, tiram-se a4 sorte, simultinea-
mente, 2 esferas que saiem da mesma cor. Qual a
probabilidade de, em nova tiragem de 2 esferas, de
entre as 8 restantes, voltar a sair esfera da mnesma
cor das duas primeiras?

5445 — 3) Sobre os catetos dum triingulo rectin-
gulo [0 A B] lancem-se 4 sorte 2 pontos M e N
um em cada cateto. A recta aleatoria M N divide o
trifingulo em 2 regides: um tridngulo rectingulo
e um quadrildtero. Calcule a probabilidade de, em
novo lan¢amento de um ponto Q, este cair no
quadrildtero.

Enunciados dos n.”* 5437 a 5445 recolbidos por Maria Beatriz
Ferreira da Costa

" ASTRONOMIA

F. C. L. — Astrovomia — Exame Final —4.* chamada
— Oatubro de 1964.

Teoria

5446 — 1) Os valores da paralaxe heliocéntrica
de Marte aparecem nas efemérides astrondmicas?
Porqué ?

5447 — 2) A expressio usualmente utilizada na
correcgdo do semi-didmetro

sy = 8" (1 + nsen1" cos 2)
inclui termos de 2.* ordem ? Justifique a resposta.

5448 — 3) A expressio analitica que nos permite
determninar a precessio planetdria inclui termos perié-
dicos? Porqué?

5449 — 4) Todas as estrelas da nossa galdxia
podem emitir energia em virtude dos fenémenos de
contracgio gravitacional? Justifique a resposta.

5450 — 5) A denominada lei da massa-luminosi-
dade aplica-se a todas as estrelas situadas até 100
parsecs do Sol? Porqué?

5451 — 6) As estrelas novae tém uma posicio
deterininada no diagrama iiesrzsrruNe-RusseLL? Jus-
tifique a resposta.

Prética

5452 — Calcule o tzmpo médio do ocaso do Sol
num lugar de coordenadas
{tp = + 65° 34' 54"
A=—T" 390 179
para o dia 1961 Junho 22.
(Precisdo do problema 0™.1).

F. C. L. — Astrovomia — Exame Final — 2.* chamada
— Outubro de 1961.

Teoria

5453 — 1) O fenémeno da aberragio da luz pro-
veniente de Jupiter varia no decurso do ano? Justi-
fique a resposta.

5454 — 2) A partir da expressio da influéneia,
na asceusio recta, da precessdo luni-solar em umn ano

da =0 (cos ¢ + sen ¢ tg § sen a)

justifique se um erro d & no valor da declinagéo tem
importincia no valor da ascensio recta.

5455 — 3) Do ponto de vista tedrico, poderdo
existir estrelas sem movimento préprio? Justitique a
resposta.

5456 — 4) O aparecimento, na esfera celeste, das
estrelas novas é um fenémeno frequente? Porqué?

5457 — 5) As estrelas sub-gigantes sio muito
numerosas na nossa galdxia? Justifique a resposta.

5458 — 6) Uma galdxia espiral com barra apre-
senta substracto? Justifique a.resposta.

Préatica

5459 — Calcule o tempo legal do nascimento do
Sol num lugar de coordenadas
A
= —71° 58 43"
{.\- + 8" 35 089
para o dia 1961 Setembro 24.
(Precisdo do problema 0™.1).
Enanciados dos n.°® 5446 a 5459 de Raimundo Vicente
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F. C. C. — Asrrovomia — 1.2 Frequéncia — 2.* cha-
mada — Fevereiro de 1961.

Prova Préatica

5460 —Em 1961, Janeiro 16, observou-se em Coimbra
uma estrela com um teodolito, tendo-se determinado
a distdancia zenital

s = 46° 57' 46",6
e o azimute
A=279 7' 23" 6.
A observagiio foi feita as 2" 13™ 20°,53 de tempo

universal,
Calcular a ascensio recta e a declinacgdo da estrela.

Prova Teérica

5461 — 1) Determinagio da latitude’de um lugar.
Vantagem de observagio de uma estrela no meri-
diano.

5462 — 2) Conversio de tempo sideral local em
tempo solar médio local.

5463 — 3) Transformagio de coordenadas; pas-
sagem de um astro no 1.” vertical.

Nota — Responder s6 a duas questdes.
F. C. C. — Astrovomia — 2.* Frequéncia — 1.* cha-
mada — 26-4-1961.
Parte Prética

5464 — Calcular para Coimbra e para o dia 15 de
Maio de 1961 o T.U. e o azimute nos instantes
correspondentes ao nascimento e ocaso da estrela ¥
Pegasis.

Parte Tedrica

5465 — 1) Infludncia da refracgdo nas coordena-
das e uatoriais.

5466 — 2) Deduzir (ou estabelecer) as formulas
fundamentais da paralaxe em azimute e distincia
zenital.

5467 — 3) Estabelecer o desenvolvimento em
série da latitude local geocéntrica.

Nota — Responder 86 a duas questdes.

F. C. C. — AstroNomra — 2.* Frequéncia — 2. cha-
mada — Maio de 1961.

Parte Prética

5468 — Em 1961, Abril 17, observou-se num deter-
minado instante em Coimbra e a leste do meridiano
a estrela g Cassiopeiae com a distincia zenital
verdadeira

55° 12' 33",6.

Calcular o T. U., 0 azimute e o 4ngulo paraldctico
da estrela nesse instante.

Parte Tedrica

5469 — 1) Influéncia da refracgdo no nascimento
ou ocaso de um astro
5470 — 2) Deduc¢io das férmulas fundamentais

para a determinante da paralaxe em declinagio e
ascensio recta.

5471 — 3) Estabelecer o desenvolvimento em série
do raio local terrestre.

Nota — Responder 86 a duas perguntas.

F. C. C. — AstroNomia — Exame Final — 1.* chamada
12-6-61.

Prova Prética

5472 — Calcular para um lugar situado no semi-
-meridiano de Coimbra de latitude

@ = 41° 15' 34,7

e para 1961, Junho 27, o T. U.,, a distidncia zenital
e o azimute da maior digressio a leste |da estrela
a Cassiopeiae. »

Enunciados dos n.°* 5460 a 5472 recolhidos por Maria Beatriz
Ferreira da Costa

PONTOS DE EXAME DA UNIVERSIDADE DO RECIFE

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — CoMPLEMENTOS DE (FEOMETRIA — 2.%
prova parcial — Novembro de 1960.

5473 — 1) Scja S a suoperficie definida pela
equagio vectorial paramétrica

- =i L. -
r=fi+fw)gv)J+g@Ek,
onde f e g sdo funy¢Oes de classe suficientemente
elevada e tais que as derivadas f' e g’ sio constan-
temente positivas.
a) Mostre que as linhas de curvatura da super-
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ficie S sdo definidas pela relacio

log (f (w) + VT + (f(u)?) +
*log(g(v) + VI + (7 (v))) = log C
onde C é uma constante arbitrdria (positiva).

b) Mostre que as linhas da superficie § que
cortam ortogonalmente as linhas de § definidas por
f(u) g (v) = Const., sdo as linhas de § definidas por
(f (1))* — (g (v))? = Const.

¢) Verifique que a superficie S nido tem pontos
umbilicais.

5474 — 2) Dada a superficie S de equagio
vectorial paramétrica

- - 92 - -
re=(uW+4u)i—— 3+ uj+2vk,
v

seja T a familia de linhas de S, definida pela
equagdo diferencial
t:.zﬂ +(u3—3u)£1+ (B —u)v=ub
d u? du :

a) Mostre que existe em T uma e uma s6 linha
que ¢ definida por uma equacio da forma v=a - u™,
onde a e m sio constantes e determine uma equacio
vectorial paramétrica dessa linha.

&) Utilizando o resultado anterior, determine, em
termos finitos, uma equagdo vectorial paramétrica
geral das linhas da familia T e determine, em par-
ticular, uma equagdo vectorial paramétrica da linha
v da familia T que passa pelo ponto P definido
por u=1,v=1 e tal que nesse ponto se tem

dv

(_) =

du/p

¢) Mostre que a linha y obtida é uma linha

assintotica da superficie §. Qual é a outra linha
assintética de S que passa pelo ponto P?

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — Axiuise Maremitica I — 2* prova
parcial — Novembro de 1960.

5475 — 1) Seja f a fungdo real de varidvel real
= definida pela relagio

2+ Az + B
TW = et

onde A, B, C sio constantes.

a) Determinar as constantes 4, B, C, de modo
que o grifico de f seja tal que a recta de equacio

cartesiana =« + y = 0 seja uma assintota e o ponto
(0,5(0)) seja de inflexdo.

b) Esbogar o grifico da fungio f.

¢) Determinar a drea da regiio limitada pelo
gréifico de f e pelasrectas x + y =0 e s =1.

5476 — 2) Sobre uma circunferéncia de raio R,
considere um ponto 4. Seja P um ponto da tan-
gente 4 circunferéncia em A e que dista R de 4.
Designe por B e € os pontos de encontro da cir-
cunferéneia com uma secante varidvel que passe por
P. Mostre que o valor mdximo da drea do tridngulo

5]
ABC éigual a V—V—Rz

= 1l
Most érie )
ostre que a serle :lﬂ(2u_l)

5477 — 3 — a)

é convergente.
b) Verifique que a igualdade

1 &y 1

1-1t2.3 n(2n—1)
2

= YR L i v
n+1 n+n

é vilida para todo o natural =.
¢) Baseando-se na igualdade anterior, mostre que
- -3

a soma da série )

mne=|

1
o) éigual a 2log2.

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — Andirise Maremitica 1I — 4.* prova
parcial — Agosto de 19641.

5478 — 1) Mostre que, se f é uma func¢io real
das varidveis reais = e y, homogénea, de grau m,
cujas segundas derivadas existem e sdo continuas,
entio

02/ Rf oS
Zzawz 3‘9‘()'—-"")-5 Y dyz"“m(m—l)f(w:y)-
Conclua, em seguida, que a fungdio f definida por
Ty
f@,y) =Vat+yt - &7V, (2,y)F(0,0)
é solugdo da equagio
*f 0*S 0*f
2 — + 2= 2 =0.
T ow i Yozoy Y dy*

5479 — 2) Dada a fungdo f, das varidveis reais
x e y, definida por
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(x®—4xy?) -seny
m2+y3

f(z,y) =
£(0,0)=0

y se (z,y) 5 (0,0)

verifique que, no ponto (0,0), existem e sdo dife-
rentes as derivadas

S AT
09y odyd=z
5480 — 3) Seja E o conjunto dos pontos do
plano euclideano, de coordenadas cartesianas

1 k!
B — ) Y= —+—,
m m n

onde m e n sio inteiros positivos.

a) Determinar o derivado E', do conjunto E
e o derivado E", do conjunto E'.

b) Seja A =E'— E". D& exemplo de uma
cobertura aberta, infinita, do conjunto 4, da qual
‘nfio seja possivel extrair uma cobertura finita.

Qual é a condigdo do teorema de Heine-Borer que
ndo é satisfeita pelo conjunto A?

Faculdade de Filosofia de Pernambuco — Axirise
Matemdrica (II Série) — 2.* prova parcial — Novem-
bro de 1961.

5481 — 1) Calcule a massa do sélido definido, em
coordenadas cartesianas triortogonais, pelas condigdes
o +yrCsg]

sabendo que a fun¢io densidade é, em cada ponto,
numéricamente igual & distincia desse ponto ao eixo
dos zz.

5482 — 2) Mostre que
1
14+ —senw

™
T 2 n2
1 A = —.
_L' sen » b 1 = 6

1——2~sen:|:

(Sugestic: Considere a fung¢lio f, da varidvel
real y, definida por

1+ ysenx

™
g jrE A
f= | * s oe ds, —1<y<1,

d
e calcule d—f, em termos finitos; utilizando o resul-
Yy

l—ysen:

tado obtido, determine f(y), em termos finitos).

5483 — 3) a) Mostre que, se a>0,

el -] 1 oo y.
J e itdy=— e f e **gen (yx) = ———
0 a Jo via

b) Mostre que a segunda integral converge uni-
formemente, qualquer que seja o intervalo (finito) de
variagdo de y.

¢) Conclua, em seguida, que

pee 1—cosbaz 1 a? 4+ b
et — _dy=—log——
0 ® 2 a?

Faculdade de Filosnfia de Pernambuco — Axivise

Maremirica (II Série) — Exame final — Dezembro
de 1961.

5484 — 1) Calcule o volume do sélido definido,
em coordenadas cartesianas tri-ortogonais pelas con-
digoes:

{ 4>=z>ax + 32
4z +4y2 1.

5485 — 2) Utilizando a igualdade,

[ dx
Iﬂ y para |y[>1,

™
Yy —cosx Vy —1

™ 3 — cos
e f log ma‘:
0 2—cosx

5486 — 3) Calcule a integral

o

calcule os integrais

/"ﬂ’ dx

Jo (y—cosz)?

*'h xdr

0 \/1 4 =3
com um erro inferior a 0,001. Determine, em seguida,
uma melhor avaliagio do erro cometido.

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia
de Pernambuco — Geomersia Suresior — 1.* prova
parcial — Agosto de 1961.

5487 — 1) Seja [G', -] um grupo e a um ele-
mento fixo de G . Considere o sistema [G,C],
onde a operagdo @ é definida por

zEY== a-+Y.

a) Mostre que o sistema [G,®) é um grupo.

b) Beja A a aplicagio de G em G definida por
A(x) =x-b, onde b é um elemento fixo de G.
Mostre que 2 é um isomorfismo de [G, -] sobre
[G,®], se e 86 se b=a".

c) BSeja a« um automorfismo de [G, -] e seja a'
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a aplicagdo de G em G definida por

o' () =0 (x) - a(a)-at.

Mostre que o' é um auntomorfismo de [G',C] e que
4 correspondéneia a — «' é um isomorfismo do grupo
dos automorfismos de [G,:] sobre o grupo dos
automorfismos de [G,®].

5488 — 2) Sejam [4, +, -] um anel comutativo,
a um elemento de A e I um ideal de 4.

a) Verifique se o conjunto J, dos elementos
xed, tais que a-xzel, ¢é um ideal de 4.

b) Verifique se o conjunto K, dos elementos
xed, tais que x =a -z, onde ze/, é um ideal
de A e mostre que KEJES.J.

¢) Suponha que 4 é o anel dos nimeros inteiros
e I ¢ o conjunto dos miltiplos do inteiro &. Desi-
gnando por d e m, respectivamente, 0 mdximo
divisor comum de a e b6 e o minimo miiltiplo
comum de a e b, mostre que K ¢ o conjunto dos
miiltiplos de m e J ¢é o conjunto dos miiltiplos

b
P
P

Universidade do Recife — Faculdade de Filosofia de
Pernambuco — Geomerrtmia Sureriorn — II[ Série
— 2.* prova parcial — Novembro de 1961.

5489 — 1) Considere a geometria analitica plana
definida definida sobre o corpo K (suposto com mais
de dois elementos).

Sejam 4, B, C trés pontos distintos colineares
e seja f a dilatagdo definida pelas condigoes:

f(4)=4e f(B)=C.

a) Mostre que ndo hd nenhuma translagio ¢ per-
mutdvel com f, a ndo ser a aplicacdio idéntica.

b) Mostre que, se a translagio ¢ nio é aplicagio
idéntica, entio as dilatagdes f¢ e tf tém pontos
fixos distintos.

¢) BSuponha que K é o corpo dos inteiros médulo
7, que A=(1,2), B=(3,1) e C=(2,5) e que
t(4) =D, onde D= (2,1). Determine os pontos
fixos das dilatagdes ft e ¢f.

d) Sejam g e h as dilatagdes assim definidas:

g(B)=B e g(C)=4d; h(C)=C e h(d) =B,

Mostre que as dilatagdes fgh, ghfe hfg geram
grupos ciclicos de ordem 2.

5490 — 2) Seja K um corpo e sejam P e @Q
dois polindmios méninos pertencentes a K [x].

a) Determine uma condig¢io necessdria e suficiente
a que deve satisfazer um polinémio ménico R e K[r],
para que os polinomios PQ, QR e RP sejam
divisiveis, respectivamente, por B, P e Q.

b) Supondo que k ¢é o corpo dos inteiros mddulo
5 e que

P=aglt+ax+4x+4 e Qu=ad+222+42+ 3,

determine todos os polinémios R que verificam as
condigoes da alinea anterior.

Eusuuciados dos 0.2 5473 a 5490 de José Morgado
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Nesta secclio, além de exiractos de criticas aparecidas em revistas estrangeiras, serfio punlicadas criticas de livros
@ outras publicagdes de Matemitica de que os Autores ou Editores enviarem dois exemplares i Redacclo

148 — Jeax Porte — La Logique mathématique et le
calcul mecanique — Publicado pelo Instituto de
Matemdtica da Universidade Nacional del Sur —
Baia Blanca.

A Universidade Nacional del Sur iniciou em 1960
a publicagdo de Cursos de Matemdtica de que este
trabalho é o n.° 1. Segundo inforina o autor no traba-
lho foi utilizado livremente o conteudo de diversas
exposigdes feitas no Semindrio de Légica do Instituto
Henri Poincaré.

O livro é de leitara fdcil e acessivel e trata do pro-
blema da decisdo; programa logistico e sistemas for-
mais; sistema formal do cdleculo das proposigdes
puro; fungbes recursivas; conjuntos recursivos e

recursivamente numerdveis; as numeracoes de Gadel;
aplicagio das fung¢des recursivas aos sistemas for-
mais; sistema formal do cdleulo de predicados puro;
conclusGes: as possibilidades das matemdticas meca-
nizadas.

Os problemas da légica sfo, em geral, delicados e
em particular os problemas da teoria da decisdo.
A exposigio feita neste livro é no entanto bastante
simples e ndo requere mais que conhecimentos ele-
mentares de Iégica matemdtica que nio vio muito
além da simbologia e terminologia usadas hoje uni-
versalmente.

E um livro de leitura agraddvel e boa introdugio
ao estudo destes problemas.

J. Silva Paulo



