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juntos e DOS convencermos de que esse sistema 
engloba grande parte da matemática. MAS 
agora o nosso conjunto inicial de sentenças 
a ó aceitável em outro sentido, ou pelo menos 
nem todos estão dispostos a aceitá-to da mes-
ma maneira que o anterior. Por outro lado, 
podemos construir este novo sistema com as 
mesmas características de efectividade do 

anterior. Em particular, existe um critério 
efectivo para saber se uma sequencia •••Sn 

é ou não um argumento desse novo sistema. 
Vimos que essas características de efectivi-
dade estão lotimamente relacionadas ao sis-
tema inicial, que então poderia, sob um certo 
ponto de vista, ser considerado como o sis-
tema matemático básico. 

Espaços de Banac/i unt/brmemen/e convexosÇ) 
por Luiz Adouto da Justa Mede i ros 

Profassor da Ur.l v(-rsl.lüd<> do lirdsll o do Coolc-o Br&»[loLro do Posquls&s Físfcas. 
Rio do Jaa«iro —Brasil 

§ 1. Introdução. Nosso objectivo nesta 
exposição é apresentar, sob forma didáctica, 
ura resultado sobre espaços de BANACH, des-
coberto por D. MILMAN e publicado em 
«Comptes Rendus de 1'Acad. des Se. de 
r u . R. S. S . í , vol. 20 (1938). O resultado a 
que nos referimos consiste do teorema 1, do 
parágrafo 3, cuja demonstração que faremos, 
n ã o é o o r i g i n a l d e M ILMAN, m a s sim uma 

devida a B. J. PSTTIS, publicada em «Duke 
Mathematical Journal», vol. 5(1939) 249-253. 
Convém salientar, que fizemos, oralmente, 
esta exposição, como complemento ao curso 
sobre Espaços de HILUERT ministrado no 
I M P A p e l o p r o f e s s o r LEOPOLDO NACI IB IN , 

em 1960. 

A demonstração do teorema 1 do § 3 se 
baseia na representação das formas lineares 
<p, do segundo dual £ * * do espaço de 
BANACK JE , através de uma integral. Vamos 
nos limitar a espaços de BAXACH reais o que 
não é restritivo como veremos no parágrafo 3. 

§ 2. Representação de formas l ineares. 
Neste parágrafo, demonstraremos um teo-

{ * ) Exposição em seminário de Análise Funcional 
no Instituto de Matemática Pura e Aplicada, Rio de 
Janeiro. 

rema de representação das formas lineares 
sobre o espaço de BANACH M(E), das fun-
ções limitadas em um conjunto E , já pro-
vado por BANAOU no caso particular em que 
E ó o conjunto dos inteiros naturais e gene-
ralizado por T . H IILLI>EBRANI>T, consulte 
Trans. Amer. Math. Soe. vol. 36 (1934) 
p. p. 868-875. Antes de iniciarmos a demons-
tração, faremos um apanhado rápido de 
alguns resultados sobre a teoria da integral. 

Seja E um conjunto e representemos por 
E) a família de todas as partes de E 

incluindo E e ix parte vazia. 

Denomina-se decomposição de E a um 
conjunto finito Ej , E2 de elementos 
de <&'(E) tais que E íC\E j ó a parte vazia 
para i=f=j e El U E2 (J • • • U E, = E . 

Se D} e D2 forem duas decomposições 
de E, diremos que D1 precede D2, quando 
toda parte de 7>t estiver contida em alguma 
parte de D2 e escreveremos D} ^ Ds. É 
fácil verificar que a relação ^ assim definida 
é uma relação de ordem parcial na família 
II das decomposições de E . Dada duaa 
decomposições e de E , a decompo-
sição obtida de D j e interseptando os 
seus elementos, a qual representaremos por 

é tal que precede Dx e i ) a . Como 
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este facto vale para qualquer par de decompo-
sições, segue-se que a família das decomposi-
ções é um conjunto dirigido. Resulta, portanto, 
que se f for uma função numérica definida em 
I I , tem sentido falar em limite da f segundo 
o conjunto dirigido D, que é dito do seguinte 
modo: diremos que uru número L é limite 
de uma função numérica f definida em II , 
quando, para cada s > 0 , existir uma decom-
posição Dt tal que para toda D Dt tenha-
-se | j \ D ) — £ | < e . Escreve-se abreviada-
mente 

L = lim f(D) 
Í < 

e q u e se IS l imite de f s e g u n d o a d i r e c ç ã o 

Seja p uma função numérica de conjunto, 
real, definida em ^ ( E ) . Diz-se que p é adi-
tiva quando p {Ex U E2) => f-(Ei) + f* 
para Ex f| E3 vazio. Diz-se que p é de 
variação limitada em E , quando para cada 

decomposição D de E, a soma 2 l f ( J ^ i ) l 

for finita e nesse caso, ao número real 
positivo 

V(y.; E) = sup 2 | f< (Ei) | - Hm . 2 j n 0 & ) | 

denomina-se variação total de y. em E . 
Caso p seja uma função de conjunto real e 
positivo, obtem-se: 

V f a i E) = su P 2 1 (E.) | - » U P 2 ^ (£.) = K E ) . 

representaremos por 

i - i 

Seja f uma função real definida em E, p 

uma função de conjunto real, aditiva defi-

nida em 3"{E) e de variação limitada. Seja 

D uma decomposição de E e í ( e Ei. Con-

sideremos as somas sD = 2 /('() f* (Et) , 

quando D varia em II . 
guando existir l imxp , diremos que ôle 

DS. 
será a integral de STIELTJKS da f em E e 

Je 
f{x) d p (x) . 

Seja M{E) o espaço de BANACH das fun-
ções reais limitadas em E com a norma 
definida por 

e representemos por M* (E) o espaço de 
BAXACH das formas lineares reais continuas 
sobre M(E), isto é, o dual de M{E). 

Vamos representar por a função carac-
terística da parte E(, isto é, se 
t e [Ei e . 1 Be i e [ i í i . 

Na demonstração do teorema que segue, 
faremos uso da função sgn p , definida em 
&{E) por 

' 0 se p. (J5<) SB 0 

sgnp(JS ;) = J |afJg.)| 

HEi) 
se <h 

Segue-se que p(£\) sgn p(J£;) = 1 ^ ( ^ ) 1 * 

PKOPOSIÇXO 1. A cada elemento ? de 
M* (E), corresponde uma função real p , 
aditiva, de variação limitada, definida em 

cuja variação total em E é igual a 
|J y j| e tal que 

?(/) = f f ( * ) d n ( x ) 
J E 

para toda feM{E), 

DEMOXSTKAÇÃO. Seja y.Ei a função carac-
terística de Ei . Se © e M* ( E ) , como 
y^e M(E), p-(Ei) — y Ç/Ei) é uma função de 
conjunto real, aditiva definida em &(E) . 

Vamos provar que p é de variação limitada 
em E. De facto, seja D uma decomposi-
ção de E em n partes Ei e seja f a fun-
ção definida em E por 
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Conclui-se que / pertence a M(E) e por-
tanto 

1 1 / 1 1 - » « P 2 *B,<a:)Bgn ( * (£ ( ) ; xeEi ^ 1 

porque XK, ( # ) = 1 e sgn p (JS;) = ± 1 ou 
zero. Da l obtém-se 

ou 

?(/) = 2f* («a fx (e() ~ I • 
i= i 

L o g o , para toda decomposição D de E, 
obtem-se 

e portanto, V(p ; E) é finita e f* é de varia-
ção limitada, sendo ; E) ^ |[ ? J| . Dada 
f e M ( E ) , consideremos a função fo defi-
nida por 

f p - Z / w * * « 

sendo Í^EE; , a qual pertence a /1/(E) pois 
6 «ma combioação linear de funções de 
M(E). Vamos provar que lim f p — / • De 

facto, sendo f limitada, seu conjunto de 
valores está contido em um intervalo finito 
(a, b). L o g o , dado e > 0 , decomponhamos 
(a , b) em partes iguais a = y 0 < y j < . ' . 
••• < Vn-\ <T yn = b de t a l m o d o que 
b — a 

< E . 
n 

Representando por Ei= \x e E y^i < 

< C f ( x ) ^ y , e por Dt a decomposição de 
E cujos conjuntos são Ei, segue-se que 

\\U - / I I = sup {j fDt ( X ) - f ( x ) \ ; x e E \ < » 

pois se x e E ,x e Et para algum i e daí 

e portanto 

1/d, ( * ) - / ( * ) H \m±ft*)\<vt-yt-i<*, 

pois ti também pertence a E i . 
A mesma desigualdade vale para toda 

a decomposição obtida redecom pondo os 
intervalos de Dt ou seja, para toda D^D, , 
L o g o , lim f 0 = / como desejávamos. 

d .< 

Sendo w 6 M* (E) e fD e M(E), obtém-se 

? c/d) - ? T 2 m 1 = 2 m ? ( w 

e como f (XEi) = p (Ei), obtém-se finalmente 

i - i 

Sendo fi de variação limitada e f limitada, 
segue-se que o limite do somatório existe 
segundo [D e é igual a integral da f 

relativamente a fx . Sendo | tp (fo)— 9 (/) 

^ l| ? !|" H/d ~~ / l [ * P®1° ( ) u e vimos anterior-
mente conciui-se que lim 9 ( f D ) = y ( / ) 
e finalmente obtém-se 

Je 

Para completar a demonstração, é suficiente 
provar que ||.<p || = F ( f t ; E ) , Vimos anterior-
mente || cp || X V(m E) e usando a represen-
tação anterior, obtém-se 

l ? ( / ) U I I / H • ou H f 1 ^ F ( f 

o que prova ser || <p |j = F f f i ; E). 

Nossa próxima etapa, será obter um resul-
tado análogo para os elementos do biudal 
I * * de um espaço de BAKACH J , provando 
que neste caso é possível obter uma repre-
sentação integral, sendo a função de conjunto 
positiva. Isto será obtido através do coro-
lário que segue. 

COROIJÁKIO. Seja 3E um e*paço de Banach 

real e ç um elemento de Então existe 
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uma função de conjunto real (5 satisfazendo 

as seguintes condições : 

a) (Í ê definida em toda parte da esfera 

unitária S do dual 3E* , sendo aditiva e de 

variação limitada. 

b) |3 ê uma função não negativa. 

c) H?|| - V ( | 3 ; S ) . 

d) o ( / ) = / * f ( » ) d P ( « ) para toda f e £ « . 
Js 

DEMONSTRAÇÃO, Seja M(S) o espaço de 
BAXACH de todas as funções reais limitadas 
em 8, esfera unitária de 3E* , com a norma 
supremo. Ê claro cjue a restricção de um 
elemento qualquer f € % * a 5 pertence a 
M(S). Ainda mais, se o e j * * ele perten-
cerá a M* ( 5 ) e portanto, a proposição 
anterior garante a existência de uma função 
de conjunto jm. satisfazendo as condições a), 

c) e d). Pelo teorema da decomposição de 
JOKDAN, tem-se U = TT — v , sendo 7t e V 
funções de conjunto satisfazendo as condi-
ções a) e b). Para cada parte F de S, 

consideremos a parte P{F) de S consti-
tuída por todos os xeS tais que — xeF 

e definamos a função de conjunto v0 por 
y0(F) ^ v(P(F)). Segne-se que v0 tem as 
propriedades a) e b) pois v as possui e 
ainda mais = f f ^ ) . Pois bem, a função 

p definida em por $(F) = it(F) + 

+ v0(A') para toda parte F, possui as pro-
priedades exigidas na tese do corolário. De 
facto, <t) e b) são imediatas. Para provarmos 
a c), sabemos que || v || = F"(f*;iS) e que 
sendo p = tc — v, ainda pelo teorema da 
decomposição de JOKDAN, tem-se = 

= ~(S) + v(S) e como v ( 5 ) = v „ ( 5 ) , obtém-se 
V(fj.; S) = -n(8) + v(S) e como v ( S ) = v 0 ( S ) , 
vem || » H - V {(* ; S) = ir (S) + v0 ( S ) = 
= p (ò'j ; S) , porque jS é uma função 
de conjunto real positiva. 

Antes de demonstrarmos a d), observemos 
que 

í - f ( x ) d V ( x ) = Í f ( ~ x ) d V ( x ) = 
Js Js 

= f m d v a ( * ) . 

Sabemos que 

e portanto, 

?(/)= f f ( x ) d * ( x ) ~ f f ( x ) d v ( x ) 
Js Js 

que pela observação anterior pode ser escrita 
do modo seguinte 

J 8 J S 

on 

? ( / ) = f f ( x ) d ( i { x ) 
Js 

como desejávamos provar. 

§ 3. Espaços de Banach uni formemente 
convexos. Consideremos o espaço vecto-
rial R3 constituído por todos os vectores 
x = (y, , x2) do plano. Sabemos que com as 
normas 

I t * l l a 3 ~ ( a í + a g ) 1 ' 9 « IItf ! L = n i á x ( 1 ^ , 1 , 1 ^ 1 ) 

A3 é um espaço normado. A esfera unitária 
S2 correspondente a n^rma j| |[a é um cir-
culo de raio um e centro na origem e a 
correspondente a || || é um quadrado com 
vértices nos poutos ( + 1 , + 1 ) , ( + 1 , — 1 ) , 
( - 1 , - 1 ) , ( - 1 , - 1 - 1 } . Sejam x e y 

dois vectores quaisquer do plano tais q ue 

II tf ila = II ar Ha = i « I ! » I I . - I I » 

É fácil verificar que quando tf + h 

= 1 . 

tende 

para um, resulta que ||a?— tende para 

zero. Entretanto, 
x + y 

pode tender 

para um sem que necessariamente ||a;— y |l„ 
tenda para zero. O leitor poderá verificar 
tal facto intuitivamente. No que segue vamos 
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trabalhar com espaços de BANACH cuja nor-
ma tenha um comportamento semelhante ao 
da norma j| |]g, com relação ao facto obser-
vado anteriormente. 

Seja 3E ura espaço de BANACH e conside-
remos dois vectores x o y quaisquer da 
superfície da esfera unitária S de 3E. Supo-

x + y 
nhamos que quando o ponto médio 

2 
da corda unindo os vectores x e y , tenda 
para a superfície de S resulte, que o com-
primento desta corda tenda para zero, quais-
quer que sejam x e y tomados na superfí-
cie da S . Este mesmo facto pode ser dito 
do seguinte modo; se x e y são dois vecto-
res quaisquer de 9£ tais que || x [| = || ff j| = 
então 

1 

lim 
-C -»- V I 

2 ! 
— 1 

o que é ainda equivalente a dizer que se 
x , y forem dois vectores quaisquer de 3E 
sendo || x || = || y || = 1 , então para cada 
s > 0 existe um 36 > 0 tal que |(ac — y ||<e 

ar 4- y 
quando 

2 
- 1 <<*E 

Observando que 
x V 

2 
^ 1 o que 

acabamos de dizer ó equivalente a afirmar 
que para cada e >• 0 , existe òs de tal modo 

1 J* - 7J 

q M i e | H | H | y | | - l e 

então 1| ar — y || < e . Finalmente esta úl-
tima forma é equivalente a afirmar que se 

»11 = 11 tf 1 1 = 1 e | | * - f f | l > e e n t ã o 
y 1 — 3„ . Ta l facto motiva a defi-

nição que segue, que embora limitada a 
espaços de UANACH, poderia ser posta em 
um espaço normado. 

DEFIMIÇÃO 1. Diz-se que um espaço de 
BANACH 3Ê é uniformemente convexo, quando 
para cada s > 0 exiBte ) , > 0 , tal que se 

x e y forem dois vectores quaisquer de 3E 
sendo || a- || = || y j| = 1 e ]| a; — y |( > s 
então ]| a? + y j| < 2 - SE . 

E X E M P L O . T o d o e s p a ç o d e HI I .HERT $ ó 

como espaço de BAXAUH uniformemente con-
vexo. 

De facto, a norma induzida pelo produto 
interno de !q satisfaz a condição 

í * + 3 r | | a + \\x-y\\^2(\\x\\*+ fly|p) 

para todo par de vectores x e y de $ ) , 
Em particular se tomarmos || ®|| = ||y j| = 1 , 
obtém se 

o u 

II a; + y (|2 = 4 - || * - y |p < 4 - Ea 

para |j x — y |] > 6 . Daí resulta que toman-
do 0 < e < 2 , vem 

sendo 3« - 2 - 2 y / l -

Nosso object ivo, agora, é provar que todo 
espaço de BANAUH uniformemente convexo é 
re f l ex ivo . Devemos provar que para cada 
forma linear <p do segundo dual £ * * , existe 
um vector x0 do espaço de partida I tal 
que ® ( / ) =•/{a*o) para toda forma linear f 
pertencente ao dual 3E*. Observemos que é 
suficiente provar este facto para as formas 
lineares reais <t> pertencentes ao bidual 
Realmente, admitamos que tenhamos provado 
para as formas reais © . Seja 41 uma forma 
linear complexa de £ * * . Tem-se por um 
resultado conhecido, que í|i ( f ) — ( / ) — 
— t iLj ( i f ) sendo uma fornia linear real 
de Supondo que a ijq corresponda x 0 

pertencente a 3E, tem-se ( / ) ~ f i ^ o ) » 
Í l ( í / ) = * 7 ( « o ) e d a í resulta que ^ (/)=/<2a-0 ) 
e como a decomposição da { é única, é sufi-
ciente à (Ji fazer corresponder 2 x0. Con-
clui-se dai, que podemos realmente nos limi-
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tar as formas lineares reais, para o object ivo 
que temos em mente. 

A demonstração do teorema principal se 
baseia essencialmente no corolário da propo-
sição 1 do § 2 e nos dois lemas que se-
guem. 

L E M A 1. Seja 3t um espaço de B A X A C H 

uniformemente convexo. Para cada f real 

pertencente a 3E" , sendo | | f | | ^ 0 , existe 

um e um só vector x0 tal que || x0|| = 1 sendo 

f ( * o ) - II f II • 

DEMONSTRAÇÃO. S e n d o é b a s -

t a n t e s u p o r q u e |[ f || — 1 . C o m o 
11/11 " s t ,P l|/ (® ) i li3*!! = 1| , existe uma 
sequôncia [znj de vectores de £ , tal que 
||t„|| = l e lim | f(tn) j = l . De modo equl-

valente, para cada e > 0 existe um nt tal 
que 1 — e < |/(/„) i < 1 + « para n > nt . 

Sabemos que |/(t» ) | ^ || / |i • || tn || — 1 e por 
ser f uma forma linear real |/( f « ) ; tomará 
os valores ± / ( í « ) = / ( ± í » ) . Daí resulta 
que existe uma sucessão («„J de vectores de 

£ ta l que , || a , ||— 1 e L - ~ < / ( « „ ) ^ 1 

para n > . Vamos provar que ja;n| ó uma 
s e q u ê n c i a d e CAOCHY e c o m o J * é d e BANACH 

será convergente. De facto, sendo £ unifor-
memente convexo, para cada s > 0 existe 
um <Jí tal que para quaisquer x e y de 3E 
sendo I I j ; I I = 11 ff t l = 1 6 I I » + V I I > 2 ~ » 
tem-se || je — J ]| < s . Considerando o s 
anterior e o seu correspondente 3e , seja 

ne = — . L o g o pelo que vimos anterior, 

mente, para m ,n > nt, obtem-se f{xm-f-ar„) = 

2 
= 2 - 3 e ou seja, 2 — 3 E < | f ( x m + x n ) \ ^ 

^ II / 11 II 4 I - II + a-« il • Sendo 
|| xm I I | | xm || 1 , resulta, pois I é unifor-
memente convexo, que || xm — ar„ |j < e para 

« ( , « > ) i e , o que prova ser {a:,,! uma suces-
são de CAUCHY e portanto existe um x0 em 
I tal que lima?„ = a*0. Sendo |[ || uma apli-
cação contínua, conclui-se que ||a*o|| = IÍB>||vn|[ 
e portanto ||x011 = 1 . A inda mais tem-se 

f(x0) = / ( l i m x „ ) = lim f ( x „ ) - 1 = 11/11. 

Para completar a demonstração é sufi-
ciente provarmos a unicidade. Para tal, 
suponhamos que existisse x t em X , sendo 

ll*ill = 1 , /Oi) = 11/11 = 1 e que X, 
Seja então s >• 0 tal que ||ari — |[ > e e 
como || a-] || || x0 || = 1 e 3E é uniforme-
mente c o n v e x o , e x i s t e 3S >• 0 tal que 
|| Xi + xQ [| < 2 — 3S , sendo portanto 3 < 2 , 
Tem-se portanto 

£ | | / ! M I * i + * o l l < 2 - í . 

o que ó absurdo, l ogo x0 = a;, . 

L E M A 2 . Seja 3E um espaço de B A N A C H 

uniformemente convexo, x , y dois vectores 

de £ e uma forma linear real de 3E* . 
Se |jxj| = l , ! | y | | k l « f(*)-||f|l entã0 
para cada e >• 0 , existe 3e >• 0 tal que 

f ( y ) ^ ( l - 3 , ) | | f | | > 

DEMONSTRAÇÃO. De facto, dado um qual-
quer e > 0 , seja r\ = min (1/2 , e/2) . Usando 
o facto de J ser estritamente convexo, 
seja CJI o correspondente de vi e ponhamos 

= min ( í i i , vi). Vamos provar que um tal 
5e satisfaz as condições do teorema. Observe-
mos que Lâo é restritivo supor que 0 < e < 2, 

g 

daí obtém-se 0 < St ^ t) ̂  — < e < 2 e di-

vidamos a demonstração em duas etapas. 
a ) Suponhamos — n. Tem-se 

/ ( y ) 4 i l / M l f l l ^ l l / l l { i - ^ ) ^ ( i - 3 e ) l l / l l 

e o lema é verdadeiro. 

b) Suponhamos 1 — n < ||ff || ^ 1 . Ponha-
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li 
moa z = —-—. Sendo llaf— « l l ^ e . obtém-se 

11*11 

l l ^ - s l l ^ l l a - y l l H l y - * ! ! ^ * -

_ y 

11*11 
ou 

Dal resulta que ||a;|[ — jj;j| = 1 e ||a" — 
e por ser 3£ uniformemente convexo, obiém-
-se que || x + z |j ^ 2 — ín e portanto, para 
/(a?) = 11/11, conclui-se que 

/ ( * ) - / ( « + « ) • - / ( « ) ^ 11/11 II * + » I I - ll/ll 

ou 
f ( z ) ^ [1/11(2 - Ç . ) - ||/|| = 

= 11/11(1 - U ) ^ ( 1 - M ll/ll. 

Resultando, finalmente, que 

4 U - 3 0 l l / l l 

o que prova completamente o lema. 

TEOREMA 1 . Todo espaço de BAHACH 3 E 

uniformemente convexo è reflexivo. 

DEMONSTRAÇÃO. Devemos provar que para 
cada forma linear çe3£** t existe um vector 
í t 0 e £ tal que ç ( / ) = f(Xg) para toda forma 
linear fe 3E* . Pela observação que fizemos 
sobre as formas lineares reais e complexas 
é suficiente considerar as formas lineares 
ç e l * * que sejam reais. Seja, portanto, » 
uma forma linear real de 31** e vamos BUpor 
que |] v || = 1 . Para uma tal o existe uma 
sequência , f „ e 3t* , tal que 

(1) I L M l - 1 e. i -

sendo os fn reais pura m = 1 , 2 , . . . . Pelo 
lema 1, paru cada. tt existe uma sequência 

jíe .v tal que || x" || = 1 , para t = 1 , 2 , — , 
convergente para e _/^(ÍTÕ)= ||/» || ealém 
disso II x j || = 1 para todo n. Como para 

cada n faz-se corresponder um único ar„=.rn, 
conclui-se que existe uma sequência de 
elementos de JE satisfazendo a seguinte con-
dição : 

( 2 ) I M ^ l e / ( w „ ) H | / , | | = l . 

Nossa próxima etapa, será demonstrar que 
esta sequência |a;NJ é de CAUCHY e que 
3 , o= ] ima; „ é tal que < ? ( f ) = f ( x 0 ) para 
toda f e a . 

Sabemos, pelo corolário da proposição 1 
do § 2, que dada <p existe uma função de 
conjunto £ aditiva e real positiva definida 
em todas as partes da esfera unitária S de 
3: e tal que 

(3) i = d ip |j — v@ysy=&(s) 
6 

( 4 ) ? ( / ) = para t o d a / e i * . J B 

Ponhamos *?„, e = [a: 6 S"; || a? — ar. || < s | , 
para cada s > 0 e usando (4) obtém-se 

?(/»)= f Mx)dÇ,(x) + 

+ f /»(*)<* P H 
J s ~ s n , e 

e por (1) podemos escrever 

r 

( ô ) 

+ / M * ) d p (x) 

Se xe S — Sn,e, tem-se || x — a;,, || ^ e 
e portanto, sendo || x„ || = 1 , ||arl[^X, 
|| x - ar. || ^ e , fn(x„) = ||/„|| = 1 , o lema 2 
nos diz que 

(6) 

sendo <3S independente de n . 
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Resulta que a (5), em vista de (6), toma n 
forma seguinte: 

f + Js*, t 

+ ( i -K) { dm 

e sendo (5 positiva, obtém-se 

1-•=•'< í /-(«WH + 
8n, 

Sendo xe8n,e<z8, ||af||^l portanto, 
Mx) ^ |/»(®) j ̂  II/, || . || «|| = 1 e finalmente 

1 _ 1 < + (1 _ a,)0(sr -
Por (1) concluiu-se que 

( 7 ) 
n 3. 

para n — 1 , 2 , • • • . 

Seja ke > 0 tal que ke òt > 2 e vamos 
provar que para w ! , ra>7 i e , , e f| , „ 
é não vazia. De facto, sendo 

então 

+ H3-Sm„)]> o. 
Portanto .Sn. E f l Sm, s diferente do vazio e 
portanto se x e Sn , c f l S „ t t tem se 

+ \\x - xn\}<2e 

o que prova ser |ar„| uma sequencia de 
CAUCHY e seja ÍR0 = lim a;« . Vamos provar 
que < p ( / ) = / ( * 0 ) para todo / e í * . 

Definindo S0lt = e S ; || as — «0|| < 

conclui-se que se xH for tal que 

então Sq , 1 5 pois se vem 

II » — *o || ^ || w — II + ||«» — »o II < E e 
a e S0 ,E . Portanto S — ti0lC<zS— S „ ( E / a 

e para « > « e / 2 j pola vem 

0 ^ (3 ( 5 ^ ( 3 ( 5 - S», ,„) ^ —i— 

de onde resulta que 

(8) p ( S - S o „ ) - 0 . 

Consideremos, então, 9 ( / ) —ffao*1 , onde / 
é uma qualquer forma linear de 3E* . Tem-se 

? ( / ) - / ( * 0 ) - / / ( » ) < / p { « ) -

- CfixàdPix) 

pois PfS1 ) = 1 . Sendo (3 não negativa, por 
(8) podemos eRcrever : 

1 ? (/) - /o*o ) 1 ^ f 1 m - ti*b) 1 d P cs) =-

- £ [ ] / i l I I l « - « » l l d 0 ( * ) < 

< 11/11 E / P O I S 

®e • > II» — »o II < E • 
Logo 

II ? ( / ) - / ( « o ) II ^ | [ / U | 3 < S o . > 

para cada s >• 0 que prova ser 

* (/)=/(%) 
isto é, 9£ é ref lexivo. 

Anteriormente, veja o exemplo após a 
definição 1 deste parágrafo, provamos que 
todo espaço de HJLBKKT É una espaço de 
BAXACII uniformemente convexo. Resulta dal 
e do teorema 1, que todo espaço de HILBEKT 
é como espaço de BANACH reflexivo. 


