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que Dlogw,(z) é uniformemente conver-

gente em a.
De (8. 1) tira-se ainda

IIon(@) <11 Wa.
0 0

Seja K = J[ W.. Teremos
0

fImu(z)<K em I(a,s).
0

Pelo teorema 3 fica a demonstragio con-
cluida.

Notemos que, designando por W3 (x) o

maior dos valores w,(x) e , ainda se

o, ()
pode tirar de (8. 2)

log Wi (x) £ log W,

logo Zlog W, converge. Sera portanto

convergente e diferente de zero o produto
T1 w:. Podemos pois concluir que [ wa ()

é absolutamente convergente em I(a,e)(!).

(1) Como demonstrimos no nosse artigo do tltimo
nimero da «Gazeta de Matemdticao.

As funcdes recursivas e os fundamentos
da matemética(’)

por Mério Tourasse Teixeira
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Rio Claro — Brasil

Muitas vezes ndo estamos dispostos a acei-
tar (em algum sentido) de imediato uma certa
sentenca S. No entanto, se nos apresentam
uma determinada sequéncia de sentengas

81,8y, 8am= 8

passamos a considerar aceitavel a sentenca
S . Podemos dizer entdo que a sequéncia em
questio é um argumento para S no sentido
de aceitacdo considerado.

Uma maneira que parece natural de cons-
truir sistematicamente argumentos é a se-
guinte. Damos um conjunto a de sentengas
aceitiveis e um conjunto R;,Ry,---, R,
de regras que nos convencemos levam sem-
pre, quando aplicadas a sentencas aceitaveis,
a sentengas aceitaveis.

(*) Palestra realizada no Instituto de Matemadtica
Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, Brasil.

Entdo, toda a sequéncia
Sy Sy
onde cada S; ou pertence a a ou é obtida
de anteriores por uma das regras f2;, é um
argumento.

Suponhamos, por exemplo, que estejamos
interessados em gerar dessa maneira argu-
mentos para a teoria elementar dos nimeros.
Para tornar mais explicitas as senteng¢as em
que estamos interessados, vamos dar tam-
bém um processo de geragdo para elas.

Primeiro especifijuemos os termos (subs-
tantivos), que serédo obtidos a partir de varia-
veis (x,y, etc.) e constantes (0O é bastante)
por meio de +,- e ' (soma, multiplicacio
e sucessor). Exemplos de termos seréo entio

x +0

RSN

'+ y
etc.
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As sentengas serio entdo alcangadas a
partir dos termos por meio de = e depois
pela aparelhagem légica. Como

240 =a
r=yDy==
“le=0
Az)(y+x=y)

onde, por exemplo, D corresponde a se...
entdo..., | & negacdo e (Jx) a «existe x
tal que...»

Uma vez precisadas as sentencas em que
estamos interessados, vamos especificar agora
um método de geragio de argumentos para
essas sentencas.

Comecamos com o nosso conjunto a de
sentengas aceitiveis. Entre essas, incluimos
us que se referem ao mecanismo légico,
como

ST D8)

onde S e T sido sentencas quaisquer de
nosso domfnio, e as que se referem mais
particularmente ao nosso caso, como

x+0==zw.
Depois especificamos as regras [;, como

de S e SOT
obter 7.

Se aceitamos as sentencas de a e nos
convencemos de que as regras levam sempre
de sentencas aceitaveis a sentengas acei-
taveis, entdo toda a sequéncia

Sy -+ S

onde cada Si é de a ou obtido de anterio-
res pelas regras, fornece um argumento para
uma senten¢a da teoria dos nimeros.

Os argumentos assim obtidos podem ser
testados de uma maneira particularmente
simples. Seja, por exemplo, a sequéncia

Sy -+ S

que queremos testar a fim de verificar se é

ou nio um dos argumentos em questdo. Para
cada S; podemos verificar se é ou nio uma
sentenga de nosso sistema, de acordo com o
método de geracio, por um nimero deter:
minado e finito de passos. Para verificar se
S; 6 elemento de a ou pode ser considerado
como proveniente de sentencas anteriores da
sequéncia por uma das regras, também nés
o podemos fazer de acordo com um nimero
finito e efectivo de passos. Ainda uma
pessoa que nio entendesse as sentencas de
nosso sistema, mas entendesse as regras de
geracio dele, poderia testar uma sequéncia
Sy--- 8, e verificar se ela é ou nio um
argumento do sistema. Poderfamos mesmo
pensar na possibilidade, em principio, de
construir uma maquina que realizasse tais
testes.

Podemos também nos convencer de que
os argumentos usualmente encontrados na
teoria dos nimeros elementar podem ser
convenientemente transportados em arga-
mentos do tipo considerado.

Obtemos assim um sistema poderoso de
argumentos para a teoria dos numeros, que
admite um teste efectivo de verificacio.

A maneira cconstrutiva» de gerar o nosso
sistema assemelha-se, por sua vez, a prépria
teoria dos nimeros. As sentengas, por exem-
plo, sio obtidas a partir de um material
inicial (variaveis e 0) por meio de um
nimero finito e definido de operagdes. Os
nimeros naturais sio obtidos a partir de
zero por meio de uma operag¢io definida
(sucessio). a@ é um conjunto de sentencas
para o qual temos um processo efectivo de
determinar se ‘uma sentenc¢a estd ou nfo
nele. Analogamente poderfamos tomar um
sub-conjunto 4 dos numeros naturais tal
que possamos sempre determinar efectiva-
mente se um ndmero natural esta ou nido em
A. R; sio regras tais que sempre 6 possivel
determinar efectivamente se sentencas B&0
ou nio relacionadas por elas. Na analogia,
serio substituidas por func¢des f; de nume-
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ros naturais em |0,1} que sio efectivamente
calculaveis (isto é, que existe um método
efectivo de calcular sen valor para objectos
quaisquer de seu campo de aplicagio).
Quando, por exemplo, fi(x;,xy,25) =0
é que a5z provém de x; e xy pela «regra»
Ji e quando fi(x;,xq,x5) =1 isso ndo se
verifica, Assim sendu, a noc¢do analoga de
argumento seria uma seqguéncia

ay ---a,

de numeros naturais tal que, para cada a;,
ou a;e A ou existe j tal que f; aplicado a
certos membros anteriores e a a; da como
resultado 0.

Nessa analogia do sistema, usamos a nocéo
de sub-conjunto efectivo de nimeros na-
turais e a nocio de funcdo efectivamente
calculavel. Examinemos primeiro esta altima.
Nio seria possivel dar um processo de gera-
¢io para essas funcdes? Isto é, a partir de
um certo conjunto de fung¢des iniciais, apli-
cando um certo nimero finito de vezes certas
operacdes definidas, obter todas e apenas as
fungdes efectivamente calculaveis dos nime-
ros naturais neles mesmos.

Como func¢des iniciais podemos tomar, por
exemplo, fun¢des como

fla) =2
j(l'l,»--,:z:n)=0

e, como operacdes, por exemplo, a que leva
da fungido o4 fungio [f dada por

f(0) =g (onde ¢ é um certo nimero natural)
J(@)=9(=,f(z)-

E possivel definir assim uma classe de
functes dos nimeros naturais nos ntmeros
naturais, chamada classe das func¢des recur-
sivas e dar’argumentos convincentes a favor
da tese de que essa classe coincide com a
clusse das funcdes efectivamente calculaveis,

(dos nimeros naturais neles mesmos).
Admitindo essa tese e, chamando de fun-

¢do caracteristica de um conjunto a funcgio

que aplicada a um elemento do conjunto da
0O e da 1 quando aplicada acs outros ele-
mentos, temos que um conjunto é efectivo
se e s6 se sua fun¢io caracteristica for
recursiva.

Por extensio natural podemos falar de
relagdes efectivamente calculaveis, como
x <y, que o serio quando e sdbmente quando
a funciio associada f(x,y) (igual a zero se
a relacio se verifica e igual a um se nio)
fér recursiva.

Vendo a analogia no outro sentido, pode-
mos aplicar essa elaboragio das funcgdes
recursivas ao nosso sistema. Chamemos de
F o conjunto formado pelos elementos®ons-
tituintes do nosso sistema, ou seja, variaveis,
0,+,>,71, ete., sequéncias finitas desses
elementos, como

©0,+,=)
ou sequéncias finitas dessas sequéncias, como
((z,+,0),(0,>,x),0,',+,0)

Assim sendo, é possivel estabelecer uma
correspondéncia efectiva biunivoca entre #
e uma parte infinita dos nimeros naturais.
Por consequéncia, uma parte dos ntmeros
naturais vai corresponder &as sentencas e
ouira parte aos argumentos.

Devido a essa correspondéncia, surge a
possibilidade de que as sentencas do nosso
sistema se refiram ao préprio sistema. Ade-
mais, como as no¢des de seutenca e de argu-
mento sdo efectivas, essas nocdes vdo cor-
responder, via correspondéncia, a funcdes
recursivas que, pur sua vez, podem ser
expressas Do sistema.

As sentengas, pur exemplo, vio corres-
ponder a um sub-conjunto B dos nimeros
naturais. A fungéio f que a cada xe B asso-
cia 0 e a cada x¢ B associa 1 é recursiva.
Com o material de nosso sistema podemos
construir uma familia de sentencas S(x),
uma senten¢a para cada nimero natural a,
tal que, 8e # é o nimero correspondente a
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uma sentenca entiio existe um argumento do
sistema para S(x) e se x nio é o niimero
correspondente a uma sentenca entio existe
um argumento do sistema para " | S(x).

Assim sendo, podemos estudar o nosso
sistema no préprio sistema e podemos for-
mular e tentar responder perguntas relativas
ao sistema usando o préprio sistema.

Uma pergunta que naturalmente se impde
é se sera o nosso sistema suficientemente
poderoso. Numa forma extrema, poderemos
indagar se para toda sentenga S, sem varia-
veis livres, existird sempre no nosso sistema
um argumento ou para S ou para _|S.
Uma constru¢io engenhosa, devida a GObpEL,
nos permite determinar uma sentenga 71" do
nosso sistema, sem variaveis livres, tal que,
se o sistema f6r compativel como esperamos
(isto é para nenhuma sentenca S existe no
sistema argumentos tanto para & como para
~|1S), nem para 7' nem para | 7T existem
argumentos no sistema. A ideia norteadora
para determinar 7" é descobrir uma sentenga
do sistema que exprima, de acordo com a
correspondéncia, que para ela prépria nio
existe argumento no sistema.

A natureza da argumentaciio acima é tio
geral que nos convencemos que se aplica a
todos os sistemas com as caracteristicas de
efectividade descritas acima e capazes de
expressar uma certa parte da classe das
func¢des recursivas.

Qutra pergunta que naturalmente ocorre
é se podemos esperar determinar um argu-
mento do sistema para uma sentenga que, de
acordo com a correspondéncia, eXprime a
compatibilidade do sistema. Baseados no
resultado anterior, poderemos entio mnos
convencer de que tal coisa nio é de se
esperar. E as mesmas consideracdes ante-
riores se aplicam & respeito do poder deste
resultado.

Vimos entio que as func¢des recursivas
estio intimamente ligadas aos processos efec-
tivos. Poderiamos indagar se é possivel dar

para o nosso sistema um método efectivo
que, aplicado a qualquer sentenga do sis-
tema, diga se existe on nio um argumento
do sistema para essa sentenca. Se, por assim
dizer, retirarmos do sistema a parte que lida
com a multiplicacio (-) poderemos entio dar
uma resposta afirmativa & tal indagacfo. Isto
é, podemos gxibir um procedimento efectivo
tal que nos convencemos que aplicado a
qualquer sentenca desse sub-sistema nos diz
gse existe ou nio um argumento desse sub-
-sistema para ela. E para isso nio necessita-
mos das fung¢des recursivas, basta que nos
conven¢amos de que o procedimento é real-
mente efectivo e faz o que pretende. No
entanto, se, por exemplo, queremos argu-
mentar que nio devemos esperar determinar
um tal procedimento efectivo para o sistema
inteiro, necessitamos antes ter precisado o
que entendemos pelo conjunto de procedi-
mentos efectivos e é ai que a teoria das fun-
¢des recursivas nos ajuda, nos fornecendo
uma maneira manejavel de trabalbar com
essa nocdo. E é assim, trabalbando ¢om as
fungdes recursivas, que chegamos a nos con-
vencer de que ndao podemos obter para o
nosso sistema um método efectivo de deter-
minar, para cada sentenca, se existe ou nio
um argumento do sistema para ela.

Muito se tem feito, no sentido de obter
resultados como o acima, mostrando que
nio devemos esperar obter procedimentos
efectivos para sistemas. Para muitas teorias
matematicas simples nos convencemos de que
isso se verifica, como também para a apare-
lhagem l6gica fundamental usada, por exem-
plo, no sistema acima.

O sistema que exemplificamos se restringe
a métodos construtivos e podemos pensar
que o sentido de aceitagiio associado a ele
esti estreitamente relacionado & essa restri-
¢io. Mas que dizer de outras partes da
matematica? Em vez de construir um sis-
tema para a teoria dos numeros, podemos
construir um sistema para a teoria dos con- |
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juntos e nos convencermos de que esse sistema
engloba grande parte da matematica. Mas
agura o nosso conjunto inicial de sentengas
a é aceitavel em outro sentido, ou pelo menos
nem todos estio dispostos a aceita-lo da mes-
ma maneira que o anterior. Por outro lado,
podemos construir este novo sistema com as
mesmas caracteristicas de efectividade do

anterior. Em particular, existe um eritério
efectivo para saber se uma sequéncia Sy.-- S,
é ou nio um argomento desse novo sistema.
Vimos que essas caracteristicas de efectivi-
dade estio intimamente relacionadas ao sis-
tema inicial, que entéo poderia, sob um certo
ponto de vista, ser considerado como o sis-
tema matematico basico.

Espacos de Banach uniformemente convexos(”)

por Luiz Adauto da Justa Medeiros
Professor da Universidade do Brasil e do Centro Branileiro de Pesquisas Fisicas.
Rio de Janeiro — Brasil

§ 1. Introdugdo. Nosso objectivo nesta
exposigio é apresentar, sob forma didactica,
um resultado sobre espagos de BaxacH, des-
coberto por D. MiLmMaN e publicado em
«Comptes Rendus de I’Acad. des Sec. de
I'U. R. S. S.», vol. 20 (1938). O rasultado a
que nos referimos consiste do teorema 1, do
paragrafo 3, cuja demonstragio que faremos,
nio é o original de MiLMaN, mas sim uma
devida a B. J. Pervis, publicada em «Duke
Mathematical Journal», vol. 5 (1939) 249-253.
Convem salientar, que fizemos, oralmente,
esta exposi¢do, como complemento ao curso
sobre Espagos de HiLserT ministrado no
IMPA pelo professor LeoroLpo NacHuBIN,
em 1960.

A demonstra¢io do teorema 1 do § 3 se
baseia na representag¢io das formas lineares
9, do segundo dual X** do espaco de
Baxacs %, através de uma integral. Vamos
nos limitar a espagos de BavacH reais o que
niio é restritivo como veremos no paragrafo 3.

§ 2. Representagdo de formas lineares.

Neste paragrafo, demonstraremos um teo-

(*) Exposi¢do em semindrio de Andlise Funcional
no Instituto de Matemdtica Pura e Aplicada, Rio de
Janeiro.

rema de representagio das formas lineares
sobre o espago de Baxacun M(E), das fun-
¢des limitadas em um conjunto E, ja pro-
vado por BaNacd no caso particular em que
E é o conjunto dos inteiros naturais e gene-
ralizado por T. H. HiLDEBRANDT, consulte
Trans. Amer. Math. Soc. vol. 36 (1934)
p- p- 868-875. Antes de iniciarmos a demons-
tragio, faremos um apanhado rapido de
alguns resultados sobre a teoria da integral.

Seja £ um conjunto e representemos por
&(E) a familia de todas as partes de K
incluindo £ e a parte vazia.

Denomina-se decomposi¢gio de £ a um
conjunto finito K, Ey, ..., E, de elementos
de &(F) tais que E,N£E; é a parte vazia
para i=~j e E\UEU.---UE.=E.

Se Dy e Dy forem duas decomposi¢des
de E, diremos que I); precede Dy, quando
toda parte de D)y estiver contida em alguma
parte de D, e escreveremos D, £ Dy. E
facil verificar que a relagiio £ assim definida
é uma relacio de ordem parcial na familia
I das decomposi¢des de £. Dada duas
decomposicdes [y e Dy de E, a decompo-
sigdo obtida de D, e [, interseptando os
seus elementos, a qual representaremos por

DyN Dy é tal que precede D; e Dy. Como



