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V definida por
(¢8) clax+by)=bax+ ay

~sendo a e b reais, pois E 6 real, Segue-se
que ¢2= 17, sendo [/ a aplicagio idéntica,
de onde resulta que ¢ é uma involugdo.
Sendo

M=\|ax+by;clax+dby)=ax+by|=
= |k(@+y); —cc<lbk<+ |

e

N=|az+by;c(ax+by)=—(ax+by)|=
=lk(@®—y); —oo <k < + |

segue-se que ¢ é uma involugio em torno
de M paralelamente a N.

Suponhamos que ¥ seja dotado de pro-
duto escalar, o qual, como no caso complexo,
vamos representar por (|). Entdose |[z|=
=[lyll, tem-se

laz+by|t=(az+by|az+by) =

—a|z|p+2ab 2,y + Byt =
- Blep+2ab(zly) + 02yl =

== +ay|bae+ ay) =
= ||ba + ay]?.

Dai resulta, que se E for um espago
vectorial real, quando |[[@||= 7| a invo-
lugio ¢ é uma isometria,

O trabalho de F. A. FIckew, tem por
objectivo provar que dado um espacgo vecto-
rial real normado FE, se para cada par de
vectores x,ye E, tais que ||z| =|y]|, a
involu¢do ¢ definida por (1) for uma isome-
tria, entio E é dotado de um produto esca-
lar, que induz a norma de £ . O autor prova
que se esta hipotese for verdadeira, entiio a
norma de K satisfaz & condigio (NJ), de
onde resulta a veracidade da afirmativa.
Como observacio final, estende o seu teo-
rema para os espagos vectoriais complexos,
ainda sem se libertar da condigio (NJ).

Sobre produtos infinitos de funcgdes

por Graciano Neves de Oliveira

§ 1 — No idltimo nimero da «Gazeta de
Matematica» publicAmos um artigo em que
estudamos produtos infinitos numéricos, pro-
curando reduzi-los a séries por aplicacio de
logaritmos. Esta ideia tem-se-nos revelado
fecunda e por isso aplicamo-la ao estudo de
produtos infinitos de fung¢des, tendo ja con-
seguido alguns resultados interessantes que
passamos a expor.

§ 2 — Consideremos o produto
2. 1) P(x) =[] on(=)
0

que suporemos convergente em todo o ponto
2 dum conjunto X onde o8 w, sio definidos.

Diremos que o produto (2. 1) converge
quase umniformemente no ponto a (ponto de
acumulacio de X) se dado um ¢ > 0 arbi-
trario é sempre possivel determinar uma
ordem m(3) tal que para n > m(3) se veri-

~ fique

| Pa(x) — P(x)| <9

em certa vizinhanga e, de a, podendo e,
depender de n.
Dando-se o caso de e, ser independente
de = diz-se que a convergéncia é uniforme.
No que se segue suporemos sempre w, > 0.

Teorema 1. Se P(x) ¢ quase uniforme-
mente convergente em a e se P(x)>k >0
em certa vizinhanga & de a, o resto de ordem
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n,Q.(x) tende quase uniformemente para 1
em a(l).

Por hip6tese temos pois
2. 2) | Pu(x) — P(x) <3

para n >m(3) e xel(a,s,).
A desigualdade (2. 2) pode ainda escre-
ver-se
—3d< P, —P<L3
ou
: P—3<P,<P+3

ou, escolhendo d <k e por ser P(x)>k>0
em [(a,s) temos

O<k—3< P,

para n>m e na menor das vizinhancas
I(a,e,) e I(a,e) que designaremos por

I(a, ).
De (2. 2) vem entio
o= P(x) d
I P, (x) k—3
on
3
(2. 8) [1—Qu(x)| < e

para n>m e wxel(a,n) com o que fica
concluida a demonstragio.

TeoremMA 2. Se Q.(x) tende quase uni-
formemente para 1 em a e numa vizinhanga
€, de a se tem P,(x)<k, para n>m;, o
produto converge quase uniformemente em a .

Por hipétese tem-se
2.4 [1—Qu(x)| <3
para n >m(3d) e xel(a,en).

A desigualdade (2. 4) pode escrever-se
P(z)
Py (x)

=

(1) Isto é, ter-se-d |Q,(x)—1| <3 para n>m(3)
e zel(a,n,).

donde
| Pa(x) — P(z)| < 0| Pulz)|.

Sendo m um nimero superior a m; e a
m(3) e designando por I(a,n,) a menor das
vizinhangas I(a,s,) e I(a,s,) teremos

| Pu(x) — P(2)| < 3k

para n >m e xel(a,n,) e fica o teorema
demonstrado.

§ 3 — A par com o produto (2. 1) conside-
remos a série

3.1) S(x)=log P(x)= i log wa ().
0

Designemos por R,(x) o resto de ordem n
desta série. Sera manifestamente R,—=logQ,.

Suponhamos que P (zx) satisfaz as hipéte-
gses do teorema 1 do § 2. Isso implica como
provamos a desigualdade (2. 3) que pode
escrever-se

(3.2) 11— Q.| < ¥

para n >m e xel(a,s,).
De (3. 2) vem evidentemente

|log Qu ()| < ¢
on

(3. 3) AP

ou ainda
|8 (@) — Sa@)]| <

que permite enunciar o

Teorema 1. Se P(x) é quase uniforme-
mente convergente em a e se P(x) >k >0
em certa vizinhanga de a, a série (3. 1) é
quase uniformemente convergente em a .

E de modo semelhante se prova o

TeoremMA 2. Se a série (3. 1) é quase uni-
formente convergente em a e numa vizinhanga
e, de a se tem P,(x)< k, para n> m,
entdo o produto P(x) é quase uniformemente
convergenle em a.
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De facto verificando-se (3. 3) para n >m
e xel(a,e,) temos nas mesmas condigdes

[log Qu(x)| < e
on
=< ¥,

Pelo teorema 2 do § 2 fica este provado.

§ 4 — E conhecido o seguinte teorema de
ARZELA:

A condigdo necessaria e suficiente para que
uma série seja continua em ponto de continui-
dade dos seus termos é que a convergéncia
seja quase uniforme nesse ponto.

Podemos agora provar o

TroremA 1. Se em a o produto (2.1) é
quase uniformemente convergente, se em 1(a,¢)
é P(x)>k>0 e se em a todos 0s w, sdo
fungdes continuas entdo o produto P ¢é ainda
fungado continua em a.

De facto pelo teorema 1 do § anterior a
série (3. 1) sera quase uniformemente con-
vergente em a. Os seus termos sio todos
funcdes continnas em a(!). Logo pelo teo-
rema de ARrzeLa log P(x) é uma funcio
continua em «. O mesmo acontece pois a
P(x)— e

TeorReMA 2. Se em a o produto (2. 1) ndo
se anula e é uma fungdo continua bem como
todos os seus factores e se além disso numa
vizinhanga I(a,e,) se tem P,(x) <k, o pro-
duto converge quase uniformemente em a.

Com efeito em a os termos da série (3. 1)
e a sua soma serio funcdes continuas. Pelo
teorema de ARzELa convergiri quase uni-
formemente. E pelo teorema 2 do § anterior
fica este provado.

(1) Supozemos de infcio o, (z) > 0. Alids aqui a
condigio P(x) >k>0 em I(a,e) implica ji que
nenhum w, se anule em [ (a,e).

§ b — Neste § suporemos sempre que existe
uma vizinhanca do ponto a onde o produto
P(x) 6 convergente e diferente de zero.

TrorEMA 1. Se a série ) — (@)

o “n(®)

formemente convergente mo ponio a, a deri-

vada de P(x) no ponto a pode obter-se pela
regra de derivagdo dum produto finito :

(5.1) P'(a) = wg(a)w;(a)wg(a)---
i
2N (a.) oy (a) g (a) T

-
wg (@) oy (@) wa(a) -

é unt-

De facto a série

(5.2) S(x)=1logP(x)= E log w, ()
0

e . s
era convergente numa certa vizinhanca de a.

Consideremos a série s(x) cujo termo geral
é a derivada de log w,(2):

et
My (.’L‘)
() = 3222
0 ©n (=)
como esta série é uniformemente convergente
em a feremos

S'(a) = s(a)
De (5. 2) vem
Y P'(a)
“=Pw
e portanto
P'(a) = s(a) P(a)
ou ainda

P'(a) = 3% p(a)

5.3
( ) 0 My (a} '

donde imediatamente se tira (5. 1).
TeoreMA 2. Seem I(a,e) é 0,(x)>k>0,

o0
para n>m;, e se em a D, 0.(X) converge
0
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absoluta e uniformemente, P (x) pode derivar-
-se pela regra deduzida.

Bastaré, pelo teorema anterior, provar que

fr) -
2 * §é uniformemente convergente em a.

Ora temos em /(a,s) e para m > my

m4p

¥

m

m+4p

2 """'< Z‘.I wn .

Por hipétese pode sempre tomar-se m tio
grande que numa vizinhanca I(a,e') se tenha

m+p

D lon|<dk.

|
Logo para m suficientemente grande e x

pertencente & menor das vizinhangas I(a,s¢)
e I(a,e’) temos

donde

oo ’
Z @y,
m"

m

e fica o teorema demonstrado.

TeorEma 3. Todo o produto da forma

a0

TI (1 + va2(x)) se pode derivar no ponto a,
0

pela regra deduzida, se 2 u, é ahsolutamente

convergente, se em a a derivada de ¢(x) é
limitada e se em I(a,¢) se tem 1+ u, 2 (x)>
>k >0 a partir de certa ordem.

Neste caso tem-se
2lon] =9 (®)| X |ual

pelo que X |w,|
Pelo teorema 2 fica este provado.

converge uniformemente.

Teorema 4. Produto infinito da forma

TI (1 + vax) é derivavel, pela regra dedu-
0

zida, em qualquer ponto a do interior do

intervalo — % > l— em que é
2

2 =lim"V|u, |
desde que em 1(a,e) seja 1+ u,x*>k>0.

Com efeito a série

Z |on | = Z}nu,.‘r““ [
converge uniformemente em qualquer ponto
interior a — %, % com y=lim "V "V|u,|=
=m n‘/l H.,li = 1 .

§ 6 — Supozemos nas demonstragdes dos
quatro teoremas anteriores que existia uma
vizinhanca de a onde o produto infinito nao
se anulava e era sempre convergente. Supo-
zemos ainda que nessa vizinhanga era w, >0
para todo o n.

Se o produto niio satisfaz a estas condi-
¢des, mas é possivel determinar uma ordem
n tal que o resto @, as'satisfaz os teoremas
continuam validos como é facil verificar ().

Efectivamente, teremos

P = Pu Qn
" Se @, satisfaz & hipétese de algum dos
quatro teoremas anteriores e todos os w;,
para ¢=0,1,..., 2 —1, sido derivaveis
podemos escrever

Pf=P‘nQn+PnQn—

Z m.P i

+ P, 2 Q,. 2‘, "“P
i=0 P
Se algum dos ;(:=0,1,...,2—1) é
nulo toma se, & claro
B2

w;

‘ﬂmﬂ”'mi—lmf"']“'mu—]'

A regra mantém-se pois neste caso.

(1) Portanto agora so exigimos «; >0 para além
da ordem n —1,
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§ T — Damos agora algumas aplicagdes da
regra de deriva¢io que deduzimos.
Sabe-se que 6

.1) senw_a:]___[(l— ﬂgﬂg)

E facil ver que este produto se pode deri-
var pela regra deduzida com base no teo-
rema 3-do § 5 e no que se disse no § 6

Teremos

oo mg
cose =] (1 — %27[2) +

1

s [f:] (1 £ ﬁ:is )]r

neste caso é

(1. 2)

w' n 2a

wn 2202 — g2

Pela formula (5. 3)

= 2 f ~ 2z
I:‘[;I(l_ ?12712)] £ _§ n2 72 — g2 ¥

Y

Xf[(l— s )

n2 n2

pelo que (7. 2) passa a escrever-se

cosa:-_H<1— )—mi—iﬂ:—x

=~ n3n2 — g2

<II(1—
entrando aqui com o valor de

fi(—5%)

2 12
1 nem

n2 n2

tirado de (7. 1) vem

cotm——l-—22

x 1 7121'(2—.13

Sabe-se também que

cos:c=]]<l—-—7)——-‘-1—x )
° (Zn+1p378

atendendo ao teorema 3 do §D,a0§6 e a
formula (5. 3) podemos escrever

o — 8=
—senx = ), = = 5 cos
0 (.,n-]—l)ﬂn — 45
donde
an

5 (2n 4+ 1)27:2—-4:09.

I ainda conhecido o seguinte produto
infinito

sen x x £
(7. 3) = CO8—CO8— +-+ COH — «+
2 22 L
Temos
®, = COS 5
e
Wy = — sen —
n 2:1
Como
x 1
|on] = | 5-sen o= | £ —
Rl on

a0
a série ), |w,| é uniformemente convergente

1
em qualquer ponto. Para qualquer x tem-se

w, >k >0 desde que =n seja suficiente-
mente grande. Atendendo ao teorema 2 do
§ 5 e ao § 6 podemos a (6. 3) aplicar a for-
mula (5. 3), vindo

x
- sen —
cosZ.-xr —BeD T z e
a? 1 x
co8 —
2n.
sen
ax
donde
1 | x
cot:.c=-—-—2—-—tang—.
x T 2
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Provaremos agora que a soma da série
2 2n+1
2 2(n + 1) =
1 4 a2(+1)
(Znt 1ad* (Zn4 12"
1+wﬂn+l 1 — 22 +1

(7. 4)

é zero qualquer que seja x desde que
=< 1.
Para isso partiremos da igualdade (1)

H(l + a2+ 1) 'H(l + an+1).
,H(1 —a2r+l) =1
para |z|<1.

Designemos por P;, Py, P5 respectiva-
mente o 1.°, 2.° e 3.° produto infinito. Por
derivagio teremos
(1.5) PyPyPs+ PyPyPs+ Py Py P5;=0

A férmula (5. 3) é aplicavel a qualquer
dos trés produtos num ponto de intervalo
aberto (— 1,4 1).

Facilmente se conclui que

Py =8 Py
Ph="85 Py
oy

respectivamente com

2(n + 1)axr22+1
Sl=2 ( P
]_..)_g; (n+1)
(24 1)adn
§a= 2 14 a2n+1

(2n 4 1) a2
S‘,’n _z 1 — a2u+1 s

Entrando com estes resultados em (7, 5) e
dividindo tado por P; Py P5 logo obtemos o
que pretendiamos.

§ 8 — Acabaremos, dando o seguinte cri-
tério de convergéncia uniforme para um pro-
duto infinito :

(1) Vicente GoxgaLves, Curso de ;“Ugebra Superior
(1944), pdg. 137.

Teorema 1. Se [] wa(wa >0) é um pro-
duto infinito numérico absolutamente conver-
gente e numa vizinhanga de a ,w,(x) estd sem-

A 1 -
pre entre os nitmeros = W (ou ¢ igual a

o
um deles), entdo |[w.(x) converge unifor-
memente em a.

Antes de demonstrarmos esta proposigio
convém notar o seguinte:

Por um processo inteiramente analogo ao
usado na demonstrag¢io do teorema 2 do § 2
se demonstraria:

Teorema 2. Se Qu(x) tende uniforme-
mente para 1 em a e numa vizinhanga e de
a getem P,(x)<k, para n >m;, o pro-
duto [] oa (x) converge uniformemente em a .

Depois, baseando-nos neste teorema e de
modo analogo ao que se usou para provar
o teorema 2 do § 3 se provaria:

Teorema 3. Se a série (3. 1) é uniforme-
mente convergente em a e numa vizinhanga
e de a se tem P,(x)<k, para n>m,,
entdo o produto H"’ﬂ é uniformemente con-
vergenie em a.

Posto isto provemos finalmente o teo-
rema 1:

. : 1
Designe W, o maior dos valores — e
n

w, . Teremos por hipétese em I(a,e)

(82%L) W & m,,\(ér)é w,
donde
(8. 2) [log w, (x) | £ log W, .

Como J] w. é absolutamente convergente,
convergira | [ W, (1) e sera evidentemente
diferente de zero. A série D, log W, é pois

convergente. Mostra a desigualdade (8. 2)
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que Dlogw,(z) é uniformemente conver-

gente em a.
De (8. 1) tira-se ainda

IIon(@) <11 Wa.
0 0

Seja K = J[ W.. Teremos
0

fImu(z)<K em I(a,s).
0

Pelo teorema 3 fica a demonstragio con-
cluida.

Notemos que, designando por W3 (x) o

maior dos valores w,(x) e , ainda se

o, ()
pode tirar de (8. 2)

log Wi (x) £ log W,

logo Zlog W, converge. Sera portanto

convergente e diferente de zero o produto
T1 w:. Podemos pois concluir que [ wa ()

é absolutamente convergente em I(a,e)(!).

(1) Como demonstrimos no nosse artigo do tltimo
nimero da «Gazeta de Matemdticao.

As funcdes recursivas e os fundamentos
da matemética(’)

por Mério Tourasse Teixeira
Faculdade de Filosofia, Ciéncias e Letras de Rio Claro — Brasil

Muitas vezes ndo estamos dispostos a acei-
tar (em algum sentido) de imediato uma certa
sentenca S. No entanto, se nos apresentam
uma determinada sequéncia de sentengas

81,8y, 8am= 8

passamos a considerar aceitavel a sentenca
S . Podemos dizer entdo que a sequéncia em
questio é um argumento para S no sentido
de aceitacdo considerado.

Uma maneira que parece natural de cons-
truir sistematicamente argumentos é a se-
guinte. Damos um conjunto a de sentengas
aceitiveis e um conjunto R;,Ry,---, R,
de regras que nos convencemos levam sem-
pre, quando aplicadas a sentencas aceitaveis,
a sentengas aceitaveis.

(*) Palestra realizada no Instituto de Matemadtica
Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, Brasil.

Entdo, toda a sequéncia
Sy Sy
onde cada S; ou pertence a a ou é obtida
de anteriores por uma das regras f2;, é um
argumento.

Suponhamos, por exemplo, que estejamos
interessados em gerar dessa maneira argu-
mentos para a teoria elementar dos nimeros.
Para tornar mais explicitas as senteng¢as em
que estamos interessados, vamos dar tam-
bém um processo de geragdo para elas.

Primeiro especifijuemos os termos (subs-
tantivos), que serédo obtidos a partir de varia-
veis (x,y, etc.) e constantes (0O é bastante)
por meio de +,- e ' (soma, multiplicacio
e sucessor). Exemplos de termos seréo entio

x +0

RSN

'+ y
etc.



