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V definida por 

(1) a (a x + b y) = b x + a y 

sendo a e b reais, pois E é real. Segue-se 
que < J 2 = / , sendo I a aplicação idêntica, 
de onde resulta que c á uma involução. 
Sendo 

M = | ax hy' ü{ax-\-by)=ax-\-by\ = 

= ! * ( « + ? ) ; — co < /c < + co j 

e 

Jí |ux+by; a(ax+ by) =~(ax±by)\ = 
= |fc(ar — j ) ; - C O < / Í < + c o | 

segue-se que o é uma involução em torno 
de M paralelamente a N. 

Suponhamos que V seja dotado de pro-
duto escalar, o qual, como no caso complexo, 
vamos representar por ( j ) . Então se ||#|[ = 
— HfflJ, tem-se 

\\ax + by\p = (ax + by\ax + by) = 

= a3 || a: II3 + 2 « ô x ,y + Aa|]ff||2 

- P | | « I P + 8 a » ( « I D + P||#iP = 

= \\bx + ay\\*. 

Daí resulta, que se E for um espaço 
vectorial real, quando || a?j| ||y |[ a invo-
lução a ó uma isometria. 

O trabalho de F . A . FICKEV, tem por 
objectivo provar que dado um espaço vecto-
rial real normado E , se para cada par de 
vectores x,yeE, tais que [|ar|| =- ||y ||, a 
involução ff definida por (1) for uma isome-
tria, então E é dotado de um produto esca-
lar, que induz a norma de E . O autor prova 
que se esta hipótese for verdadeira, então a 
norma de E satisfaz à condição (N J), de 
onde resulta a veracidade da afirmativa. 
Como observação final, estende o seu teo-
rema para os espaços vectoriais complexos, 
ainda sem se libertar da condição (NJ ) . 

Sobre proc/ufos infinitos de funções 
por Graciano Neves de Oliveira 

§ 1 — N o último número da aGazeta de 
Matemática» publicámos um artigo em que 
estudámos produtos infinitos numéricos, pro-
curando reduzi-los a séries por aplicação de 
logaritmos. Esta ideia tem-se-nos revelado 
fecunda e por isso aplicámo-la ao estudo de 
produtos infinitos de funçües, tendo j á con-
seguido alguns resultados interessantes que 
passamos a expor. 

§ 2 — Consideremos o produto 

(2. i ) 
o 

que suporemos convergente em todo o ponto 
ar dum conjunto X onde os w„ são definidos. 

Diremos que o produto (2. 1) converge 
quase uniformemente no ponto a (ponto de 
acumulação de X) se dado um <3 > 0 arbi-
trário é sempre possível determinar uma 
ordem m(3) tal que para n >• m (3) se veri-
fique 

| p , ( « ) ~ p ( ® ) i < : 3 

em certa vizinhança s„ de a , podendo e„ 
depender de n . 

Dando-se o caso de e„ ser independente 
de Ji diz-se que a convergência é uniforme. 

N o que se segue suporemos sempre « n > 0 . 

TEOREMA 1. Se P ( x ) ê quase uniforme-

mente convergente em a e se P ( x ) > k > 0 
em certa vizinhança e. de a , o resto de ordem 

I 
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n , Q 0 ( x ) tende quase uniformemente para 1 
em a (*). 

Por hipótese temos pois 

( 2 . 2 ) | i \ ( » ) - P ( * ) < 3 

para n > m (3) e ® e / ( f l , s , ) . 
A desigualdade (2. 2) pode ainda escre-

ver-se 
- 3 < Pn - P < 4 

ou 
p _ i < pn < p + 3 

ou, escolhendo 3 < & e por ser P ( ; c ) > / f > 0 
em 7(a , s) temos 

0 < k — 5 < Pn 

para n > 7» e na menor das vizinhanças 
I ( a , e„) e I ( a , s) que designaremos por 
I(a , rr„). 

De (2, 2 ) vem então 

donde 

P(x) 

ou 

( 2 . 3 ) 

Pn(x) 

|i-e„(»)l< 

k - 5 

S 

te-3 

para n >• m e a: e / ( a , nj„) com o que fica 
concluída a demonstração. 

TEORSMA 2. Se Q„ ( x ) tende quase uni-

formemente para 1 em a e ni(i»o vizinhança 

£n de a se tem P„ ( x ) < k , para D > n i i , o 

produto converge quase uniformemente em a • 

Por hipótese tem-se 

(2. 4 ) | 1 . - 0 , ( * ) | < 3 

para n > m (3) e xe l(a,e'n), 

A desigualdade (2. 4 ) pode escrever-se 

1 — 
Pn{x) 

< 3 

( ' ) Isto é, ter-6e-á | Q „ ( x ) — 11 < í p a r a » > m { 5 ) 
e 0 e / (a , n„ ) , 

| — ^ (*) I < 5 IJ0« (*) I • 
Sendo m uin número superior a e a 

m(3) e designando por l(a,n„) a menor das 
vizinhanças l(a,en) e I(a,e'n) teremos 

para n > m e xel(a,-nn) e fica o teorema 
demonstrado, 

§ 3 — A par com o produto (2. 1) conside-
remos a série 

CO 
( 3 . 1 ) S (a:) - log P (») 2 l°S (®) • 

o 

Designemos por i f » (ar ) o resto de ordem n 

desta série. Será manifestamente i?n = log 
Suponhamos que P (ar) satisfaz às hipóte-

ses do teorema 1 do § 2. Isso implica como 
provámos a desigualdade (2. 3 ) que pode 
escrever-se 

( 3 . 2 ) 11 — Qa I < 3' 

para n > m e xel(a,en). 

De (3. 2) vem evidentemente 

| I o g Q „ ( a O | < 6 
on 

( 3 . 3 ) | J 2 . | < E 

ou ainda 

que permite enunciar o 

TEOIÍKMA 1, Se P ( x ) é quase uniforme-

mente convergente em a e se P ( x ) > k > 0 
em certa vizinhança de A , A série (3. 1) è 

quase uniformemente convergente em a . 

E de modo semelhante se prova o 

TEORKMA 2. Se a série (3. 1) é quase uni-

formente convergente em a e nuina vizinhança 

ej, de a se tem P„ ( x ) < k , para Q > iDj , 
e7itão O produto P ( x ) é quase uniformemente 

convergente em a . 
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De facto verificando-se (3. 3) para n > m 
e xel(a, s„) temos nas mesmas condições 

|log Q » (af) | < 8 
oa 

[ i — a i < 3'. 
Pelo teorema 2 do § 2 fica este provado. 

§ 4 — É conhecido o seguinte teorema de 
ÁRZEL . v : 

A condição necessária e suficiente para que 

urna série seja contínua em ponto de continui-

dade dos seus termos é que a convergência 

seja quase uniforme nesse ponto. 

Podemos agora provar o 

TEOREMA 1. Se em a o produto (2 . 1) è 

quase uniformemente convergente, se em I (A, E) 
è P ( x ) > k >• 0 e se em a todos os &)„ são 

funções continuas então o produto P é ainda 

função contínua em a. 

De facto pelo teorema 1 do § anterior a 
série (3. 1) será quase uniformemente con-
vergente em a . Os seus termos são lodos 
funç&es contínuas em L o g o pelo teo-
rema de A r z i l a log /'(a;) é uma função 
contínua ein a. O mesmo acontece pois a 
P [ x ) = í 1 1 * ' ' 1 ' . 

TEOREMA 2. Se em a o produto (2. 1) nfto 

se anula e é uma função continua bem como 

todos os seus factores e se além disso numa 

vizinhança I (a , s„) se tem P„ ( x ) < t , o pro-

duto converge quase uniformemente em a . 

Com efeito em a os termos da série (3. 1) 
e a sua soma serão funçfies contínuas. Pe lo 
teorema de ARZKLA convergirá quase uni-
formemente. E pelo teorema 2 do § anterior 
fica este provado. 

( l ) Supozemos de infcio « . (as) >• 0 . Aliás aqui a 
condição P (se) > k 0 em / ( o , t ) implica já que 
nenhum u„ se anule em / (a , t) . 

§ 5 — Neste § suporemos sempre que existe 
nma vizinhança do ponto a onde o produto 
P{x) é convergente e diferente de zero. 

TEOREMA 1. Se a série 2 >'• (a?) 

0 ">n (-c) 
é uni-

formemente convergente no ponto a, a deri-

vada de P { x ) no ponto a pode obter-se pela 

regra de derivação dum produto finito ; 

(5. 1) P' ( « ) = (.10 (a ) (a ) w2 (a) • 

+ 
M0 {a) &)j ( a ) w2 ( a ) . . . 

+ 

'•'o ( a ) <"i ( « ) (a ) 
+ 

De facto a série 

( 5 . 2 ) -S ( « ) = log P (a:) = 2 ( x ) 

0 
g 

erá convergente numa certa vizinhança de a. 

Consideremos a série »(JT) cujo termo geral 
é a derivada de log <.)„ (ar): 

* ( * ) = 2 J — H 

como esta série é uniformemente convergente 
em a teremos 

8>(a)=*s(a) 

De (5. 2 ) vem 
P'(a) 

S'(a) 
P(a) 

e portanto 

ou ainda 
P' ( a ) = s (a) P (a ) 

( 5 . 3 ) P ' i a ) = X ^ : P ( a ) 

donde imediatamente se tira (5. 1). 

TEOREMA 2. Se em I ( a , s ) ê w „ ( x ) > k > 0, 
ÍE 

para n > n i [ , e se em a 2 ( s ) converge 

0 
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absoluta e uniformemente, P ( x ) pode derivar-

se pela regra deduzida. 

Bastará, pelo teorema anterior, provar que 

V — é uniformemente convergente em a. 

o 
Ora temos em 1 (a , s) e para WÍ > M, 

í»n 

nt+7> I i I 1 m + p 

< 2 ^ < 7 - 2 K l -t>'n /c 

Po r hipótese pode sempre tomar-se m tão 
grande que numa vizinhança / ( a , e r ) se tenha 

sV« I< 3 a -
m 

l 
L o g o para m suficientemente grande e x 

pertencente à menor das vizinhanças i ( a , s ) 
e 1 {a , e') temos 

m+p / 
VI 

M, 

donde 

< 3 

< 3 

e fica o teorema demonstrado. 

TEOREMA 3. Todo o produto da forma 
as 

+ uo ?(x)) pode derivar no ponto a , 
0 

pela regra deduzida, se 2un ^ absolutamente 

convergente, se em a a derivada de <p{x) é 

limitada e se em I (a , e) se tem 1 + u„ % ( x ) > 
> k > 0 a partir de certa ordem. 

Neste caso tem-se 

2K ! - IVí«)l2l«- l 
pelo que converge uniformemente. 

Pe lo teorema 2 fica este provado. 

TEOREMA 4. Produto infinito da forma 

^ [ ( 1 + u n x n ) è derivável, pela regra dedu-

zida, em qualquer ponto a do interior do 

intervalo —, — em que é 
X / 

1 = Um "/Kj 

desde que em I ( a , s) seja 1 + u„ xn > k > 0 . 

Com efei to a série 

2KI -2 l» t t«<r-M 
converge uniformemente em qualquer ponto 

interior a —, — com v = l i m V w V l w« 1 = 
7 7 

— lim V K I = 1. 

§ 6 — Supozemos nas demonstrações dos 
quatro teoremas anteriores que existia uma 
vizinhança de a onde o produto infinito não 
se anulava e era sempre convergente. Supo-
zemos ainda que nessa vizinhança era M „ > 0 
para todo O n . 

Se o produto não satisfaz a estas condi-
ções, mas ó possível determinar uma ordem 
n tal que o resto Q« as satisfaz os teoremas 
continuam válidos como ó fácil verificar ( ' ) . 

Efectivamente, teremos 

P - Pn Qn 

Se satisfaz à hipótese de algum dos 
quatro teoremas anteriores e todos os , 
para = 0 , 1 , ••• , í i — 1 , são deriváveis 
podemos escrever 

P' - P» + P» O, ~ 2 —P»Qn + 

£0 

2 — U; 
(-0 

Se algum dos w; (» = 0 , 1 , • •• , » — 1) é 
nulo toma se, é claro 

Pn 
— => Mq • • • Wi_l Wf + 1 • . . M„_] . 
b>í 

A regra mantém-se pois neste caso. 

(1) Portanto agora só exigimos <cl >• 0 para al<Sm 
da ordem n — 1. 
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§ 7 — Damos agora algumas aplicaçOes da 
regra de derivação que deduzimos. 

Sabe-se que é 

( 7 . 1 ) s e n . = , n ( l - ^ ) -

É fácil ver que este produto se pode deri-
var pela regra deduzida com base oo teo-
rema 3 do § 5 e no que se disse no § 6. 

Teremos 

(7. 2) 
— n 

neste caso é 

tii 71 

to n 

2x 

2 :r2 — H * Tl 

Pela fórmula (5. 3) 

- - 2 - <f2 —2 gr-2 

X 
Y v * 2 / 

pelo que (7. 2) passa a escrever-se 

a-2 

cos x — 
j \ U* Tt" / J 71 í 

x 

entrando aqui com o valor de 

n f i — £ - ) 
j \ na 7t3 / 

tirado de (7. 1) vem 

1 
cot x 2 2 ,2 tt2 — n:2 

Sabe-se também que 

cos x =
 f í ( l - -

 4 x 2

 \ 

atendendo ao teorema 3 do § 5, ao § G e à 
fórmula (5. 3 ) podemos escrever 

2— 8 x — _ — 

0 ( 2 « + l f n 2 - 4 x 2 
cos x 

donde 

8 a; 
tg ® = 2J — — — — • 

7 ^ 2 a + 1)2 4^2 

É ainda conhecido o seguinte produto 
infinito 

V- 3) sen x x x 
= cos — cos — 

x 2 2* 
cos 

x 

2 » 

Temos 

&>„ = cos -
9!» 

1 » 
&>„ — sen —— 

2 " 2* 
Como 

1 » 
-— sen — 
On q » — 2 » 

a série 2 | w« | ó uniformemente convergente 
i 

em qualquer ponto. Para qualquer x tem-se 
fi)„ ~>k >• 0 desde que n seja suficiente-
mente grande. Atendendo ao teorema 2 do 
§ 5 e ao § 6 podemos a (6. 3 ) aplicar a fór-
mula (5. 3)j vindo 

x 
„ sen — 

- 2 - - x 
, 2 " 

cos x • x — sen x 

cos 
2" 

X 
sen x 

donde 

cot x = — — tang — . 
x T á * 2 * 
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Provaremos agora que a soma da série 

v i + jfl + » 

(2 n 4- l ) « 2 " _ ( 2 n + 

+ 1 + x 2 • + 1 1 — x 3 " + 1 J 

é zero qualquer que seja a; desde que 

Para isso partiremos da igualdade ( ' ) 

J J ( 1 + J J ( 1 -4- a : 2 " + ' ) • 

. J J ( 1 — fl!fl-+,)= 1 

para [ a? | < 1 • 
Designemos por Pt , Pa , f j respectiva-

mente o 1.°, 2.° e 3.° produto infinito. P o r 
derivação teremos 

( 7 . 5 ) P) P3 Ps + P , F , P3 + A P . PS - 0 

A fórmula (Õ. 3) é aplicável a qualquer 
dos três produtos num ponto de intervalo 
aberto ( - 1 , + 1 ) . 

Facilmente se conclui que 

P\ = SI PT 

P'i = s
a
 P2 

Ps - P 5 

respectivamente com 

, 2 ( n + l ) : r a * + t 
S i = 2 

(2n + 
1 + i 

( 2 Ti + 

1 _ » +1 

Entrando com estes resultados em (7. 5) e 
dividindo tudo por P j Pg P s Logo obtemos o 
que pretendíamos. 

§ 8 — Acabaremos, dando o seguinte cri-
tério de convergência uniforme para um pro-
duto infinito : 

T E O R E M A 1 . Se H W U ( W A > 0 } è um pro-

duto infinito numérico absolutamente conver-

gente e numa vizinhança de a , t<in ( x ) está sem-

pre entre os números — e w„ (ou ê igual a 

\vB 

um deles), então J J <*>„ (x ) converge unifor-

memente em a . 

Antes de demonstrarmos esta proposição 
convém notar o seguinte: 

Por um processo inteiramente análogo ao 
usado na demonstração do teorema 2 do § 2 
se demonstraria: 

TEOREMA 2. Se Q„ ( x ) tende uniforme-

mente para 1 em a e nu ma vizinhança s de 

a se tem P„ ( x ) < k , para n > m, , o pro-

duto JX^nW converge uniformemente eni a. 

Depois, baseando-nos neste teorema e de 
modo aoálogo ao que se usou para provar 
o teorema 2 do § 3 se provar ia : 

TEOUEMA 3. Se a série (3. 1) é uniforme-

mente convergente em a e numa vizinhança 

£ de a se tem P„ ( x ) < k , para n > m i , 

então o produto JJ^ é uniformemente con-

vergente em a . 

Posto isto provemos finalmente o teo-
rema 1 : 

Designe W~n o maior doa valores — e 
w . 

t o » . Teremos por hipótese em 

1 

(• ) VICENTE GOKÇAI-VEB, Curso de Á l g e b r a Super ior 
(1944), jjág. 137. 

(8. 1} W -
H » 

donde 

(8. 2) í l o g ^ ^ l ^ l o g T F * . 

Como X I ^ é absolutamente convergente, 

convergirá I £ W* ( ! ) e será evidentemente 

diferente de zero. A série 2 l o g H ' n é pois 

convergente. Mostra a desigualdade (8. 2 ) 
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que M ^ uniformemente conver-

gente em a . 
De (8. 1) tira-se ainda 

f 
m m 

o o 
OQ 

Seja K — f l \VN . Teremos 
o 

m 

" J w n ( x ) < j r em I(a , e) . 
o 

Pe lo teorema 3 fica a demonstração con-
cluida. 

Notemos que, designando por W*(x) o 

maior dos valores e — - — , ainda se »„ ( x ) 

pode tirar de (8. 2 ) 

l og W ' n ( x ) ^ log JF„ 

l o g ° conve rge . S e r á portanto 

convergente e di ferente de zero o produto 

J W t . Podemos pois concluir que J J wB (a;) 

é absolutamente convergente em 7 ( a , £) (• ) . 

(<) Como demonstrámos no nosso artigo do último 
número da «Gazeta de Matemáticas. 

As funções recursivas e os fundamentos 
da matemática (') 
por Mério Tourasse Teixeira 

Faculdade de FUosoÚa, ClSnclae o Letraa de Kio Claro — Drasíl 

Muitas vezes não estamos dispostos a acei-
tar (em algum sentido) <ie imediato uma certa 
sentença S . No entanto, se nos apresentam 
uma determinada sequência de sentenças 

SI, S2 , • • • SN = S 

passamos a considerar aceitável a sentença 
S . Podemos dizer então que a sequência em 
questão é um argumento para S no sentido 
de aceitação considerado. 

Uma maneira que parece natural de cons-
truir sistematicamente argumentos é a se-
guinte. Damos um conjunto a de sentenças 
aceitáveis e um conjunto R\ , fí2 » * " > 
de regras que nos convencemos levam sem-
pre, quando aplicadas a sentenças aceitáveis, 
a sentenças aceitáveis. 

( * ) Palestra realizada no Instituto de Matemática 
Pura e Aplicada, Rio de Janeiro, ttrasil. 

Então, toda a sequSncia 

Si • •• s„ 
onde cada St ou pertence a a ou é obtida 
de anteriores por uma das regras J i i t é um 
argumento. 

Suponhamos, por exemplo, que estejamos 
interessados em gerar dessa maneira argu-
mentos para a teoria elementar dos números. 
Para tornar mais explicitas as sentenças em 
que estamos interessados, vamos dar tam-
bém um processo de geração para elas. 

Pr imeiro especifiquemos os termos (subs-
tantivos), que serão obtidos a partir de variá-
veis { x , y , etc. ) e constantes (0 ê bastante) 
por meio de + , • e (soma, multiplicação 
e sucessor). Exemplos de termos serão então 

+ 0 
x • y 

x' + y 
etc. 


