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GAZETA DE MATEMATICA

MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE

FREQUENCIA E FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

I. 8. T. — Maremdricae Gerais — Exame de frequén-
cia — 18-1-1962.

5503 — Designando por Z a imagem do complexo
= no plano = Oy, considere os conjuntos:
Cim=|Z:|sa—1|L1l| &6 Ca=|Z:|a+1|1|

e determine o transformade de €N, por meio da
z—1

a0

relagio w =

5504 — Considerando a equacgido vectorial
(2e;+3ex+e3) <xv—=e;+2e;:+ e

a) determine 1 de modo que a equagfo seja soli-
vel e determine nesse caso as respectivas solugdes;

6) se for v=P — 0 com 0 fixo, diga qual o
lugar geométrico dos pontos P tais que
(2e;+3e;+e3) < (P —0)=e;+2e: + ey onde A
tem o valor determinado em a).

5505 — Estude o seguninte sistema:

t+ay+ z=a
4+ Y+ oas=al
ax+ y+ z=1

Yy— 2=a

apresentando a respectiva solugio (ou solugdes)
quando existam.

5506 — Considere no espage R3 a transformacgio
que a cada vector x = X x; e, faz corresponder
y=1(e;+ e+ e3) < x .

a) Verifigue que a transformagio é linear e que
em relagio a4 base |e;,e;,e;| ¢ representada pela

matriz
0—-1 1
A=[ 1 0-1].
-1 i IR ¥

5) Que relagiio existe entre 4 e AT? Mostre que
toda a matriz hemisimétrica de ordem {mpar é sin-
gular,

¢) Determine os valores préprios e os veclores
proprios reais da matriz 4.

Enuonclados dos nimeros 5503 a 5506 de F. R. Dias Agudo

I. 8. T. — Maremiricas Gerais — Exame final — 29 de
Junho de 1962.

5507 — Dadas as rectas 2z +1 =3y =35 e
w=y+1=2z—1, veritique se sio complanarcs
(determinando ao mesmo tempo a distineia entre elas)
e determine a equacio do plano que passa pela pri-
meira e é paralelo & segunda.

5508 — Uma curva passa pela origem e o coefi-
ciente angular da tangente a curva é dado, em cada

" | I R |
onto, pela expressio ——M————
P » P P i —202 +1

Determine a equagio da curva e faca o seu estudo,

5500 — a) Mostre que se u, é um infinitésimo
(com valores do mesmo sinal), as séries Ju, e
Mlog(1l + u,) sfio da mesma natureza.

s o T (i 48] sy
b) Estude a série lElnog Brip por aplicagfo

do critério de a).

¢) Mostre gque o termo geral da série anterior se
pode por na forma f(n) —f(n + 1) e aproveite o
facto para caleular a soma da série (se for con-
vergente).

5510 — Seja X o vector |z sl e ¥ o= |y yal

um segundo vector fung¢do do primeiro (i e,
-

Y1 = fi (21, 22) ,¥2 = fo (v1,22)) e designe por

dX
dvi v~
a matriz A L
d ¥z d Y

o0y dirz

Considerando agora que X & por sua vez fungio
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a7

de modo andlogo a

de T = |4 &} -e definindo

qY 4 dY dY dX
e T e Y L

generaliza a derivagio de fungdes compostas de uma
86 varidvel independente.

formula que

?

1. 8. T. — Mareuiricas Gerais — Exame final — 24 de
Julho de 1962.

5511 — Seja T uma transformagio linear de
RS =[e;,e:,e;] em R?=][e ,e,] definida por
Tel=elvT92= 92)793 = e + ex2.

a) Determine a matriz da transformacio e os
vectores de A3 que se transformam no vector nule
de R2.

t) Considerando R3? e R? formados por segmen-
tos orientados de origem 0, atransformacio anterior
representa uma projec¢io obliqua de A3 sobre R2.
Caracterize a direcgiio da projecgio pelos seus cose-
nos direectores.

¢) Considerando T como transformagio de R3
em I3, qual a matriz que a representa? Quais os
vectores proprios da transformacio?

2z —1
. s s 1-o
5512 — Determine a primitiva de —
I
L—
11—
que se anula para = = 0.
oY)

5513 — Determine o i. e. da série ::—T-q-

x¥ ad
P o
com a série de MoLavmiw de log (1 + z) e a partir
dai escreva os desenvolvimentos de log (1 — =) e de

lo 1+
g 1—=x

o resultado para indicar qual a parte principal de

\ 1+m
0
g e

Verifigne que a série coincide

em série de poténcias de = . Aproveite

quando = — 0.
€T

5514 — Seja A X = B um sistemade n equacdes
lineares com n incognitas =, ,®s, -+, 2, & det A5£0.

a) Quesabe acerca da natureza de um tal sistema?

6) Dando a A a forma A =[dAg Ay~ 4,--+ 4]
mostre que o sistema se pode escrever

Ayxy 4+ dyxs +-+- + Ajzi+ - + A2, = B,

ou seja
Ayzy + dgag + oo + (A2 = B) 144 A, w, =0.

c) Que pode concluir quanto 4 dependéncia linear
das matrizes colunas Ay, dy, -, d;m; — B, -.- 4,
onde z; é o valor da incdgnita de ordem ¢ ? Quanto
vale o determinante de [d;dy-- 4,2, — B --- 4,17
Justifique.

d) Deduza da alinea anterior que

det[Ay Ag--- B --e 4,]
det[dg Ao 4; -+ 4,]

x

Que regra obteve ?
Enunciados dos 0.* 5507 a 5514 de F. R. Dias Agudo

LS. C. E F. — Mareuirrcas Gerais — 4,* Prova Pra-
tica de Informacdo — 16-2-1962.

I
5515 — 1) Prove que

(AuB)nCUD) =
={AnAuBnoyuanu(BND).

2) Dado o conjunto
2n
X=Id(— 1)y — -
{r=Lle-1,2,.

indique, justificando todas as respostas:

a) pontos interiores, pontos exteriores, pontos
fronteiros e pontos de acumulagio;

b) infimo e supremo ;

O conjunto ¢ fechado ? Porqud ?

R:1) (AUB)N(CUD) =

=|x|xe(AUB) Axe(CUD)|.
Ora
xe(AUB)Axe(CUD) = (xe AV xeB)A
AxeCyvxeD)=(xeAAx6C)V (xeBAxeC) Y
VixeAAxeD)V (xeBAxeD)=(xeANC)V
VxeBNC)V(xeAND)V (xeBND)=xe(ANC)U
UBnCuAnb)u(BAD)

o que prova a igualdade proposta.

2a) [Iaterior: ¢.

Exterior: R — X — 2| — | — 2|,

Fronteira: XU |2/U)— 2|.

Pontos de acumulagio: — 2 e 2.

b)) infX=—2 supX =2,

O conjunto nio e fechado porque — 2¢X e 2¢ X .
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5516 — 1) Mostre que, sendo a; >0, a, >0 e
aya; = b2, se tem (1 + aq) (L4a5) = (1 + &)2.

2) Veriﬁriua a identidade seguinte:

nw

1+ "= (coa —_— + i 8en

ﬂ;) =iy,
R:1) (1 +ay)(1+a)=1+a;+a;+ a8, =

a W
=1+ ay+ a;+ b e, como ;Jg\/ala-_’ ou

3y +3,=2b, vem (1+ a))(1 + a) =1+2b4b2=
- (1 + b)?.

2) (1 +i)"-|:1/2_ (cas%+iseu%)] =
——-(VE) (caanT-ﬁ-lseunT)
( nmw
cos
2
nw ¥ = i
-s(ms = +1senu§) (V2)'><
™ : "
< cox(—nT)+lsen (_HT>:|-

_(‘/2) (casn—-}—lsmn—}) "

+1nennu) (1—i)y=

111
Ay n+1
5517 — 1) Calecule lim \/ -logn.
2) Em relagio a série 3] —
D 8o i séri —_—
m relagio a e g o 7 1)

a) determine o intervalo onde ela é absolutamente
convergente e refira a sua natureza fora de tal
intervalo;

b) estude a natureza da série nos extremos do
intervalo de couvergéncia;

c) refira-se i convergéncia uniforme, determinando
o respectivo intervalo.

o0
8) Mostre que, se for ) a, = a (finito), entdo
v
==
2 @y + @y + Gyiy) = Ba — (ag + 2aq) -
1

logn, vem lim aen oy
=00 y"

R:1) Fazendo y,=

e o leavema de Cauchy permite concluir imediatamente

que Vy,—1.

|xln+l
log (n+2) log (n+1
Gab BRI i B e
n=20 [x | == lug (n+2)
log (n+1)

A série € absolutamente convergente para —1<<x<<1
e divergente para x>1 e x<< — 1.

1
b) Para x =1 tem-se a série 2 ——— que
log (n + 1)
£ Rigronnte; Dok 1 o
ivergente, pois -
gente, p log (n + 1) n+1 n+1
¢ uma série divergente (série harménica).
Para x= —1 tem-se a sé€rie allernada
1
T, || S —— € convergente (simpl t
z (—1) D) que ¢ convergente (simplesmente),
1
pois ————— —» 0 decrescendo,
log (n +1)

¢) A série € uniformemente convergente em qualquer
intervalo [—1,r] (r<<1).

n—i

8) Fazendo S, = 2 a,, vem
1]

8, = E (ai—t + 8, + Byy) = (Bo + 81+ -+ +3,y) +
T
+(ag+ag+---+a)+ (apg+ag+--+a,)=
=B, + (8,01 — 80) + (Syp2 — 39— ay) =
=8, 4 8,4 + Sy —(8y + 23y

e, como S,—+a, 8, —+a, S,,,—+a, § —-3a—

— (a1 + 2 3g) .

I1.S. C. E. F. — Maremdricas Gerats — 1.° exame de
frequéncia ordindrio — 21-3-1962.

I

5518 — 1) Diga o que é uma relagio de ordem
parcial e uma relagio de ordem.

Mostre que o conjunto de todas as sucessdes reais
pode ser parcialmente ordenado do seguinte modo:
a sucessio ay,das, - a,-- precede a sucessio
by, by, b, -+ se existe um m tal que a, <b,
para n>m.

2) Diga como se define a soma de mimeros racio-
nais e mostre que a soma de dois niimeros racionais
positivos reciprocos nido pode ser inferior a 2

R: 1) Se a,<<h, para n>m e b, <c, para
n>m', enldo para n>sup(m,m') € a,<<c,, o
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que mostra que a relagio introduzida € uma relagdo de
ordem parcial. Sendo § a relagio, ndo se tem sempre
By, 82 By @by, by, oo by eV by by, by e

. ... 8y,32, -8, -+ € portanto nio se trata de uma

relagio de ordem.

2) Sendo [ ]}0 e [ﬂ]>0 se fosse

Tl B el e slis

ou a2 + 2 <2af, o que € absurdo,

11

5519 —1) Demonstre que uma condi¢io necessd-
ria e suficiente de convergincia de uma sucessio é
que os limites mdximo e minimo sejam iguais e finitos,

(n3+n—rl)
log | —————
n? 41

] n+ 3
n+1

Caleule lim
n=g0

=5

2) Se z u, ¢ uma série ahsolutamente conver-
gente e se a sucessdo v, & limitada, prove que a série
2 u,v, ¢ também absolutamente convergente.

Mostre que a série 2‘ (=1t ———— 4 sim-

plesmente convergente e tem por soma 1.

n!4+n+1
B T)

n 41
R: 1) lim

n=g0 a 3
n -+ _1
n+1
n n

log (1+ n?+1) . En’—t—l
= lim = [im

n=co 2 o = 1 2
1 g | =i
(+n+]) t3 n+1

3 1 3
= lim “('_‘Liz_.,po;, limE = lim¥ = L.
=0 2(n%+4 1) 2

2) A série € convergente pois € alternada decrescente

2n+1
e a,— 0, A convergéneia ¢ simples pois z T(nrﬁ-l_)
20 41
€ divergente: limn% « ——— — 2 (& = 1):
n=c0 n(n+ 1)
1 1
Como u, = (—1)~! (— s ), ven
n n+1
s ’ 1) (1 2 1 1 1
ln=(+2 ) 3 -f-(':g'-'l'I)—-"‘—
. : 1 t ¢
"‘ET*?EF)" Sl Ty At it ey
S=limBS,,=1.
=]

11

5520 — Se f(x) satisfaz a desigualdade |f(z)—
—f(22) | = C |z — 22| (C constante) paratodo o par
de pontos z;,z deum conjunto Z, prove que f(x)
é uniformemente continua em Z.

Interprete geométricamente aquela desigualdade e
demonstre utilizando um exemplo, que a proposicio
reciproca ndo ¢ verdadeira (sugestio: tome como

exemplo a fungio y—yz em [0,1]).

2 L 0

TR R 1 A i (o
O(x=0).

Calcule g'(xz) e estude a continuidade de g (z) e
g' (%) em | — oco,+ oof.

I ”
3) Calecule e S
(z—1)2
R: 1) Vo —vVa|le——— |z —z|
V’zl t/?z
e, como mnio se pode ler =C para

\/Z: +Vz
21,228 Vo (0), ndo se verifica a desigualdade apre.
sentada, embora y = /x seja uniformemente continua
em [0,1].
2 : : 0

25 @l (i) Xﬂ!ﬂ;—cﬂs;—(x#: )
0(x=0)
g (x) ¢ uma fungdo continua em todos os pontos préprios
e descontinua no infinito; g'(x) € wma fungdo conti-
nua para x==0, descontinuaem x = 0 e continua no
mfinito.

log »
3) P——o,lf—-:l:'(x—l)" log x =—(x—1)""log x +
x—1)
1 log x 1 i}
= — P —_—— | =
+Px{x—-1] x—1+ (x—l x)
log x
= — 1+.~!og|x-——1[—log|x[.

X X —

Epunciados o solugles dos n.9% 5515 a 5520 de Fernando de Jesus

I. 8. C. E. F. — Mateudrticas Gerais — 1.° exame de
frequéncia extraordinario — 30 de Abril de 1962.

I

5521 — Defina a multiplicacio de nimeros intei—
ros e prove que [m + 1,m] é o elemento unidade
para a multiplicagio.

Prove a propriedade distributiva da multiplicacio
para os nimeros inteiros.
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2) Defina as médias aritmética e geométrica e
utilize a desigualdade existente entre elas para pro-

(n+1)"
- var que n!< - '

2
n(n+ 1)
nj—— 1424 2
R: 2) ;/1-2-.-11{ a3 +n= =
n n

1 1 T\
=n;— y isto é, nm<n; ou nl{(n;).

I
5522 — 1) Demonstre que a formula log (1 4x) =
1
=z —aa? (]:3 A= E) se pode obter da formula

de Mac-Liavrixy para a fungfo log (1 + x) .
Caleule 1i b A k>0
il Y g ol
2) Deduza o critério da raziio e explique por que
motive ele nio serve para esclarecer a natureza da
série S) 1+ a+83+ad + b0 o a4 B4
(0<a<<b<1). Estude a natureza de §).

R: 1) Pela formula de Mac-Lavnix € log (14+x)=

x? 1 I 1 1
—_——_— g, COMO IMm —————— = —
2 (1+0x)2 ° =0 2(14+8x)2° 2

vem imediatamente o resufltado pretendido.
Fazendo x, =logn! e y,=1%+ 2*4 ... 4+ n*,

= X —

= } s
Ao T e T g log (n + 1) log nl X
=00 Vot = ¥a st {I] + ljl
{ +1 1 { 1%
S Jig BT R) 3, g SRIEN ot et
= (n 4+ 1)* k o= (n 4+ 1)*
imediatamente (teorema de Caveny)
s logn!
iggz 1 4 2% 4 <+ 4~ nt =3
b,“ a'!u-l—l
2} Como  pg, = ;{; —+ + 00 & Py = -0,

tem-se uma infinidade de vezes p,>1 mas isso nio ¢
garantia de divergéncia.

1+a+b24+ad+bit .. <1+b4+b24+b34bd4.0
e a série L b" € convergente o que implica a convergén~-
cia da série dada.

I

5523 — 1) Considere o polinémio P (&) = agx" +

+ay x4 -++ 4 a, e calcule lim P (r) e lim P (x)
x=4 00 T 0O

(considere separadamente os casos » par e n impar).

Prove que, com n impar, o polindmio P (&) tem
pelo menoe uma raiz real.

@+ 1

2) Calcule P————.
zt (22 4 1)

3) Sendo f'" () =0 em [a,b], prove que o gri-
fico de f(z) em [z,03] (a==u; <ax3=0b) estd
abaixo da ecorda que une os pontos M [xy,/(x)] e
My [xg, f (x2)]

2) x+1 =aa+81x+azxz+a,x’
xt(x2 4+ 1) x4

S -

x4+ 1"

Cileulo de ag,aj,a; e ay:

1+x
Ry (x) = —— e, fazendo a divisdo do numerador
14 x2 7

pelo denominador até o cociente atingir o graw 3, obtem-
-se 1 + x — x2 — x3 que ¢ o polindmio procurado.
Cdlculo de Sy :

x 41 x+1
Ry (x) = ‘x“ -~ —;A = e vem imediatamente
Sn=x+1‘
x+ 1 1 1 1 1
A e SN o AL TRl el
xi(x2 4 1) x4 ¥ x3 x? F x *
X 1 1 1 1
E P — e bt e S S
2 x?+1+ x? 41 3 x3 2x2+x

1
—log|x|+—§Eag[x3+1]+arc§gx.

Enunciados e solugdes dos n.%* 5521 a 5523 de Fernando de Jesus

F. C. P. — Maremdricas Gerais — Engenharia — 1.°
Exame de Frequéncia — Fevereiro de 1962.

Ponte N.* 2

5524 — 1 — a) Resolver a equagio 3 + 1 =0 em
que ze C'. (Tal como no curso, sendo ze €, o sim-
bolo = designa aqui o conjugado de 2).

b) Mostrar que os afixos das raizes encontradas
sdo vértices de um qualdrado centrado na origem,

¢) Decompor o polindmio X4+ 1e C[X] em facto-
res primos (sobre (); indicar ainda a decomposi¢io
desse polindmio em factores primos (sobre /). Jus-
tificar a resposta,

2 — a) Decompor em fracgies simples de C(X) a
fracgio racional
2i X34+ (1—38)X?+(B—3)X+2/—2
T (X =R EAenE

&) Calcular a soma dos inversos dos zeros do poli-
némio

26 X34 (1--3i) X2 (B—3i) X +27—2.

e
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= i} amétri da t =

3= a) Achan egiaglos PRSI 2al B 3 — Num referencial orto-normal, sejam {:z: 43
y=3z—2

= #=4z—1
A(1,2,-1) { . as equagdes de duas rectas r e s,

i = - - - - y=2z43

e tem a direcgdo do vector u = 2i —;+ 3k. CeepEstTAritta:

&) Achar equagdes cartesianas dessa mesma
racta r.

¢) Achar a equacgdo cartesiana do plano «, que
passa pela recta r, e é paralelo a recta s, de equa-
¢des cartesianas.

r—y =0
{y+3z=-5

d) Escrever equacdes cartesianas de uma recta ge-
nérica do plano a que seja paralela ao plano

y+a=1.

4 — Seja A um operador linear sobre um espago
vectorial E; designe € (A4) o contra dominio de A
(isto é, a totalidade das imagens, A x, dos vectores
e ).

a) Mostrar que C (A4) é am sub-espaco de E .

b) Supondo dim E =n, e (e,es,:--,e,) uma
base de E, mostrar que C(A) é a variedade linear
gerada pelos n vectores Ade, de,,--- de,, e indi-
car como, mediante adequadoe confronto destes n ve-
ctores, é possivel calcular a dimensdo de C(A4).

F. C. P. — Mareudricas Gerais — Engenharia — 2.2
chamada — 1. Exame de Frequéncia.

Ponto N.° 4

5525 — 1 — a) Seja i um parimetro real arbitrd-
rio; mostrar que o alixo do complexo z=3—1+227
descreve uma recta (que serd determinada), quando
A variade —coa 4 co.

b) Determinar o valor minimo de |z|, aprovei-
tando o resultado obtido em a) .

c) Serd o conjunto dos valores de z, considerados
em a), um espago vectorial (sobre C), a respeito da
adigio e multiplicagido por um complexo, habituais ?
Justificar a resposta.

2 — Indicar, justificando a resposta, quais dos se-
guintes conjuntos de polindmios constituem um ideal
de C[X]:

a) o conjunto R[X] dos polindmios de
cujos coeficientes sio reais;

b) o conjunto D dos polinémios de C'[X] quenio
tém valoraciio inferior a 2;

¢) o conjunto dos polindmios constantes de C[X].

Num dos casos afirmativos, indicar ainda um gera-
dor do respectivo ideal.

cx],

a) Determinar a equagio do plano «, que passa
por r e & paralelo a s;
6) Achar o dngulo que forma com o plano « uma

H b — 1 - — =
recta que tem a direcgio do vector u= 3 (i +J+ k).

¢) Achar os planos, paralelos as rectas r e s,
que distam da origem 4 unidades.

4 — Seja A um operador linear sobre um espago
vectorial E ,n — dimensional sobre um corpo K de
numeros.

a) Mostrar que, sendo wuy,uz---,u, uma base de
E,e Auy,Aduy-++ ,Au,, vectores linearmente depen~
dentes (em E), o operador A nio tem inverso, — e
que, se 0s vectores Awuy Aus -+ Au,, sio linearmente
independentes, o operador 4 & invertivel.

6) Sejam, em particular, E = R} ¢ K = R. Seja
A o operador linear sobre £3 tal que

4(1,0,1)=(1,0,0)
A(0,1,1) = (0,1,0).
4(0,1,0) = (0,0,1)

Estudar a invertibilidade do operador A assim
caracterizado, tendo em conta a alinea a).

¢} Achar os transformados, por 4, dos vectores
1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), de R3.

NUTA — Na elaboragio dos precedentes enunciados
teve-se em conta o facto sequinte, que fortemente condi-
ciona, desde 1958, o ensino da cadeira de Matemdticas
Gerais na Faculdade de Ciéncias do Porto: em virtude
da caréncia de pessoal docenle e salas de aula, tornou-se
impossivel proporcionar aos numerosissimos alunos ins-
critos nessa cadeira (1350, no corrente ano lectivo) as
duas aulas praticas por semana prescritas por ler,
sendo uma apenas dada em cada turma. (E, mesmo
assim, cada turma comporta por vezes 60 alunos).

Enuopeiados dos n.° 5524 a 5525 de A. Apdrade Guimarfes

F. C. L. — Mareuiricas Gerais — 1.° exame de fre-
gquéncia — 1962.

1.* chamada

5526 — 1a) Defina conjunto aberto e conjunto
fechado. Sende ¥ sub-conjunto fechade do conjunto
aberto X, prove gue X — ¥ ¢é aberto,
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15) Calecule
1
lim (n + 2)* l:” A log (n + 2) + log(n + 1)] i

2a) Demonstre que o raio de convergéncia de

2 a,z" & dado por
1

lim "V Ta, |
23) Determine o intervalo de convergéncia da
série

(a + bcosnm)*"
2 n} 4 1
2¢) Prove que a convergéncia ¢ uniforme nesse

intervalo.
3a) Calcule w(2), f:(2) e f;(2) para

(22 + 1)

e}i_e se <2 y
+Vo — =z se 2> 2
3%) Se f(x) écontinuaem a e g(y) em b=f(a),
prove que a composgi¢io g[f(z)] écontinua com a.
4 a) Calcule P (cosecz-secax)?.

i3) Caleuls P2
b) acuer.

o=

2.* chamada

5527 —1a) Sejam X;, X,, --- conjuntos limitados
de ndmeros reais tais que X, D X, (n=1,2,.--).
Relacione, justificando, os limites de W.[ , L,
bypry Ly de X, e X,,.;. As sucessdes [, e L,
convergem ? Porqué ?

16) Discuta a existéncia de limite para a sucessio
de termo geral

a“ Bﬂ

2a) Enuncie e prove o critério de Raase,

26) Determine o intervalo de convergéncia da
série

Bn = 2a>0,8>0.

11.3--(2n—1)
— — — ",
n 2:4...(2n)

2¢) Deduza dai a convergéncia uniforme da série
1-3---(2n—1) cosnaz
z " 2.4-.-(2n) =
em (— oo, + co).
3a) Usando a definigio de derivada, calcule
/' (3) para

(=) = ad
c—Vi+o

Confirme o resultado usando as regras de deriva-
¢io.

36) Seja f(x) um polinémio de grau par e termo
independente negativo. Que pode dizer das suas
raizes? Justifique.

are sen l/;
Vo
4+ 1

45) Caleule P—— ——
) aleule e e

4 a) Calcule P

Enuneiados dos 0. 5526 a 5527 entregues por J. J. Dionisio

F. C. L. — Maresiricas Gerirs — Exame final — (Bio-
logicas, Geoldgicas e Prof. Adj.) — 13-7-62.

5528 —Se 4 e B representarem dois aconteci-
mentos, diga o que entende por AUB e ANB-
Como estdo relacionadas as probabilidades P(4U B),
P(dnnB), P(4A) e P(B)? Quando diz que dois
acontecimentos sfo incompativeis?

Aplicagdo: Seja A4 o acontecimento «saida de um
ds» e B o acontecimento asaida de nma carta de
espadas» numa tiragem casual de win baralho de 52
cartas.

O que vém a ser neste caso AUB e ANB?

Calcule P(AUB).

4
R: P(AUB) = —.

5529 — Faga o estudo da curva de equagio

== 1 g___i_ (T—lqnl L]
I=etyas T W

e diga qual a importincia das curvas deste tipo em
Estatistica.

Aplicagdo: Numn exame em que se apresentaram
500 alunos a classificagio média obtida foi 13,4 e o
desvio padrio 2,4,

Admitindo que as classificagbes se distribuem nor-
malmente, determine

a) a percentagem de alunos com 12 valores (con-
siderando incluidas nesta categoria ns notas do inter-
valo 11,5 < x < 12,5);

b) o percentil de ordem 10 (ou 1.° decil), i. e, a
nota maxima dos 50 alunos menos classificados;

2) a nota minima dos 50 alunos mais classificados.

R: 14°/,; 10,3; 16,5.

5530 — Distribuigio de frequéncias; histogramas;
classiticacio dos dados.
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Aplicagio: De uma populagio escolar escolbe-
ram-se ao acaso 40 alunos e mediram-se as respecti-
vas alturas em em, obtendo-se os segunintes resultaldos:

138 164 150 132 144 125 149 157 146 158
140 147 136 148 152 144 168 126 138 176
163 119 154 165 146 173 142 147 135 153
140 135 161 145 135 142 150 156 145 128

a) Organize um quadro de frequéncia com os da-
dos distribuidos pelas 12 classes 118-122, 123-127,..-

b) Desenhe o histograma correspondente e deter-
mine graficamente os quartis.

¢) Calcule a média da amostra.

d) Como obter estimas centradas do valor médio
e da varidncia da populagio?

5531 — Ensaios de hipdteses sobre o tipo de (is-
tribuigio.

Aplicagdo: Considere a totalidade de familias com
5 filhos e designe por X o n.° de rapazes de cala
familia. Aceitando que sfio igualmente provdveis os
nascimentos de rapazes e de raparigas, prova-se que

1
P(X=0)=P(X=5)=—5; P(X=1)=

5 10
= P(X =4) s P(X=2}_P(X=3)=§.

a) Qual a expressio que permite calcular estes
valores ?

b) Estudando o que se passa numa amostra de
320 familias com 5 filhos, obtiveram-se os seguintes
dados :

ne derapazes | O | 1 | 2 | 3| 4|5 |

n.° de familias | 8 | 40 | 88 [110] 56 [ 18 |°
Organize com estes valores um quadro para o edleulo
de @' e conclua dai qual a confianga que lhe merece
a hipdtese de serem igualmente proviveis os nasei-
mentos de rapazes e raparigas.

R: Q¥=120> y3, = 11,1 (para 5 graus de liber-
dade) e a hipitese nao € aceitdvel ao nivel de signifi-
cancia de 5°/,.

F. C. L. — Mareufricas Gena1s — Exame final — (Bio-
logicas, Geoldgicas e Prof. Adj.) — 16-7-62.

5532 — Sejam A e B dois acontecimentos a que
currespondem as probabilidades P (4) e P (B).
O que entende por probabilidade condicional de B
realizado A e em que condigdes se pode definir?
Quando diz que 4 e B sio independentes?

Aplicagdo: De um baralbo de 40 cartas tiram-se
sucessivamente duas ao acaso. Qual a probabilidade
de obter 2 ases

a) se houver reposi¢cio da 1.2 carta antes de tirar
a2as?

b) se as tiragens ge fizerem sem reposi¢io?

Indique como a probabilidade pedida em &) se pode
calcular também pela relagiio entre o n.» de resulta-
dos que conduzem ao acontecimento e o n.° total de
resultados possiveis,

1

Rz a) ‘1—36.

100 %)

5533 — Dada uma curva de equagio y = f(x),
como calcula a drea compreendida entre a curva, o
eixo das abcissas e as rectas @ =a e z =567

E se f(x) for a densidade de probabilidade de
uma varidvel casual X, que significado pode dar a
referida drea? Quais as condigdes a que se deve
sujeitar f (x) para que possa ser uma densidade de
probabilidade ?

Aplicagio: Represente graficamente a fungio

0 se £<0

Sl)=1Ys—cz se 04
0 se s>4 i

determine ¢ de modo que f(z) possa ser a densidade
de probabilidade de uma varidvel casual X e calcule
nesse caso P(l<X<2) e P(X> 3).

1 5 1
tem—3 Pl<X<)=—; -
Ri cm =5 P(I<X<2) = P(X>8) =

5534 — Distribui¢io binomial, Sua aproximagio
pela distribuigio normal.

Aplicagio: Uma varidvel X que segue a lei bi-
nomial tem M (X) =6 e «(X) = 2.

Caleule n,p,q, dé a expressio que permite cal-
cular P(X =1) e calcule um valor aproximado desta
probabilidade recorrendo A distribuigio normal.

1 2
R: n=18, p=—, ¢=—, P(X¥=1)=0009,

Estima do valor médio e da variincia. Estimas
pontuais e por intervalos.

Aplicagio: Uma amostra de 50 classificagdes de
de uma populagio escolar conduziu a = =175 e
s?=4. Aceitando que a distribuigio é normal com
valor médio w e desvio padrio ¢, determine uma
estima centrada de ¢ e calcule

P(15-01<p<T5+01).

2 /50
R: —'f:"_ e 0,28,

Enunclados dos n.°* §528 a 5534 de F. R. Dias Agudo
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CALCULO INFINITESIMAL

Academia Militar — Citcuro IsFivirésmvar—Algamas
quesiﬁaa saidas nos primeiros exames de fre-
guéncia da 6.* cadeira mo ano lectivo de 1961-

-1962.

5535 — a) Defina diferencial da fungdo f(z,y,2)
no ponto (%o, Yo, %) -

b) Determine a diferencial da fungio f(x,y,%)=
= z cos (y 2) com

T = ugen v
Y = ucosv
B =u

e verifique para este caso o principio da invaridncia
da diferencial.

5536 — a) Mostre que nas vizinhangas do ponto
(1,—1,2) as equagdes
2 (g2 + #7) = 5
(z—=)2+y2 =2
definem y e =z como fungdes de = continuamente
derivdveis.

&) Determine os valores das derivadas

z
e das fungBes a que se refere a alinea anterior,
@

no ponto considerado.

5537 — a) Mostre que as fungfes wu,v,w defini-
das por
U =4y
v=x4+g
w=1y?*+322—2Byz

sio funcionalmente dependentes,

b) Determine o dominio e o contradominio da
transformagio (x,y,2) — (u,v,w) definida pelas
fungdes anteriores.

5538 — Mostre que as fungies = (x,y) definidas
implicitamente pela expressio

SR+ + 22,22 -22y) =0

onde f designa uma fungio arbitrdria dos Eeus
argumentos, derivdvel, verificam a equacio

e -

5539 —a) Defina plano tangente e normal auma
superticie nuw ponto regular,

b) Determine as equagfes cartesianas e equacdes
vectoriais do plano tangente e da normal 4 superficie

w2 4 y2 =2z
no ponto em que w= —1,y=1.

5540 — Considere 0s campos vectoriais de R3
definidos pelos vectores u (X) e v (X), X =
= (zy,73,x3), e suponha que existe divu, rotu e
roty num dado aberto de 3.

a) Mostre que
gy s BN L. D
o | . ' 4
d iy dxa dx3
du ou du
2) rotu=ix + j - + k< .
om0 923
6) Utilize os resultados da alinea anterior e as
propriedades do produto misto de trés vectores para
mostrar que

1) divu =

div (u<v) =v-.rotu — u-rotv.

5541 — a) Utilizando a teoria dos extremos con-
dicionados (multiplicadores de Lacrance) determine
o ponto da reta

z4+z—6=0
x—2y —382z=0

que estd & menor distincia da origem.

t) Verifique o resultado obtido na alinea anterior
resolvendo o problema por outro processo.

5542 — Utilizando a teoria dos extremos condicio-
nados (multiplicadores de Lacrasce) determine o
ponto da pardbola y = 4 2? que estd 4 menor distin-
cia da recta z —y = 1.

5543 — a) Determine a drea da regiio limitada
pelas linhas 22 =3 —y e w=2y.

&) Determine o perimetro do contorno que limita
a drea a que se refere a alinea anterior,

5544 — a) Método de integraciio por partes.
#) Utilize o método a que se refere a alinea ante-
rior para mostrar que se for

"m2
I =J (sena)*dx, n inteiro nio negativo,
0
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entio

n+1
n+ﬁ_n+2

IR

5545 — Considere a expressio

d2u + o2u ¥ Jtu 1 P2u
dzr | 9y 92 o oF

, (¢ = const.)

e mude as varidveis independentes x,y,z,! para

as varidveis £,q,%,t relacionadas com as primeiras
por

v
E+wr e C‘zg
Y=n,s=0, t=

w? v
j e 1——
\/ c? \/ c2

sendo v uma constante.

€L =

Enunciados dos n0.% 5535 a 5545 de A. César de Freitas

MOVIMENTO MATEMATICO

FORUM ATOMICO PORTUGUES (em organizagso)

A Comissio Organizadora do Forum Atdmico Por-
tugués, constituida — por iniciativa da Secgio Nuclear
da Associagio Industrial Portuguesa — pelos Srs.:
Eng. Alvaro Machado de Assuncdo, Dr. Carlos Cacho,
Prof. Herculano de Carvalho, Dr. Manuel Corte-Real,
Eng. Quadros e Costa, Dr. Armando Gibert, Eng. Ivo
Gongalves, Eng. Teixeira Lopo e Eng. Manuel Rocha,
pede-nos a publicacfio da seguinte nota:

aNa conviegio de que o prestigio e a eficiéncia do
futuro Forum Atdmico Portugués estio intimamente
ligados ao nuimero e projec¢do das empresas que e
insereveram como seus sdcios colectivos e, designada-
mente, de apoio, bem como ao interesse e entusiasmo
dos seus socios efectiveos individuais, os membros da
Comissio Organizadora, langam um convite a todos
— empresas e téenicos individuais — para que déem
desde jd a sua adesio a esta iniciativas.

O Forum Atémico Portugués destina-se a preencher
uma lacuna no nosso Pais, pois ji hd alguns anos
que existem e florescem organizacoes semelhantes na
maioria dos paises da Europa. Designadamente as
associagbes dos seguintes paises: Alemanha, Bélgica,
Holanda, Itdilia, Luxemburgo, Suiga, resolveram
unir-se numa associagio europeia, o Foratom, a qual
se juntaram recentemente a Austria e a Espanha.
Portugal serd membro efective do Foratom logo que
se tenha constituido o Forum Atémico Portugués. Até
14 estd representade naquela agremiacfo, a titulo
provisorio, pela Secgdo Nuclear da Associagfo Indus-
trial Portuguesa.

Para orientagio dos interessados publicamos a
seguir extractos de alguns dos mais significativos
artigos dos Estatutos da futura associagio, a saher:

Art. 3. — O objectivo desta associagio, entre
outros autorizados pela lei, é o de contribuir para a
promogio e coordenagio de todos os esforgos ao seu

alcance que favoregam o progresso e o desenvolvi-
mento das aplicagbes pacificas da energia nuclear em
todos os campos.

§iinico — Para isso deverd, em particular:

1.*) organizar reunibes e realizar trabalhos de
interesse geral, designadamente através dos
Grupos de Trabalho previstos no Art. 23.°;

2.°) manter os sdcios informados dos principais
progressos téenicos da energia nuclear e das
suas aplicagdes pacificas e das perspectivas
do mercado que esses progressos representam:

3.°) divulgar entre o piblico em geral a impor-
tincia para o bem-estar social das aplicacdes
pacificas da energia nuclear, quer pela sua
utilizacio directa, quer pelos mercados que
criam, bem como procurar esclarecer os pro-
blemas relativos a riscos atdmicos;

4.°) promover o conhecimento das actividades
nacionais nos diversos sectores das aplicacdes
pacificas da energia nuclear e dos esforgos
feitos para o seu desenvolvimento, através de
conferéneias, congressos, exposigdes, ete. ;

5.°) colaborar com outros organismos nacionais
ou internacionais prosseguindo objectivos
andlogos ou concorrentes para os mesmosa
fins gerais.

Art. 4° — Podem ser sdécios do Forum Atimice
Portugués todas as pessoas fisicas ou morais de
pacionalidade portuguesa ou nio, que manifestem
esse desejo e sejam recomendadas, para esse fim, por
dois sdcios de apoio ou efectivos, de nacionalidade
portuguesa.

Art. 7.2 — As quotas serdo pagas anualmente, em
Janeiro de cada ano, de acordo com a seguinte
tabela:



