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rismo de fundamentagio desenvolvido dese-
legante e, por vezes, complexamente.
 Matemética Axiométizada — Anilise Ge-
ral — reducio de cada teoria matematica a
uma axiomatica, nio contraditéria, e quando
possivel, completa. Fundamentacgio discutivel
devido a dificuldades de demonstracio de
nio-contradicio — em geral, por modelos —
e da completude.

29 — Do poato de vista do rigor matema-
tico, apontamos os resultados importantes
seguintes nos aspectos demarcados na mate-
matica actual: necessidade de fundamentacio
da Analise Classica; condenagio de alguns
dos seus processos de construgio; complexi-

dade e deselegincia da matematica intuicio-
nista; demonstragio construtiva do Axioma
de ZERMELO; existéncia de propriedades da
aritmética — matematica portanto — que es-
capam a qualquer axiomatica; se ha algnm
sistema de axiomas, nido-contraditério, para
a teoria dos conjuntos, é possivel juntar o
Axtoma de ZermeLo ou a Hipotese do Con-
tinuo, sem que impliquem contradi¢io no
sistema.

30 — Claramente os pontos de vista to-
mados nos quadros apresentados anterior-
mente contribuiram para o esclarec mento
do pensamento matematico e estdo-se escla-
recendo mutuamente.

Sébre alguns problemas de ocupagdes
por R. M. Barbosa

Pretendemos com @&ste trabalho divulgar
alguns estudos que fizemos sGbre Ocupa¢des,
especialmente quatro problemas, aplicamos
a estas questdes as probabilidades como
algoritmo demonstrativa.

No final do trabalho procuramos mostrar
com novas interpretacdes a possibilidade de
obter-se como consequéncia quatro férmulas
da analise combinatéria usual.

Acrescentou-se para elucidagio um exem-
plo numérico para cada num dos problemas
com os respectivos diagramas.

A — Quatro problemas de ocupagdes-
-Enunciados

A. 1 — Determinac¢io do numero de ocupa-
¢bes possiveis de KA celas distinguniveis, com
exclusdo de celas ocupadas, por n elementos
distinguiveis.

A. 2 — Determinagfio do niimero de ocupa-
¢bes possiveis de K celas distinguiveis, sem
exclusdo das celas ocupadas, por n elementos
distinguiveis.

A. 3 — Determinagido do nimero de ocupa-
¢bes possiveis de K celas distinguiveis, com
exclusdo das celas ocupadas, por n elementos
tndistinguiveis.

A. 4 — Determinagio do niimero de ocupa-
¢des possiveis de A celas distinguiveis, sem
exrclusdo das celas ocupadas, por n elementos
tndistinguiveis,

B — Denominacdes

Aos numeros fornecidos pelos problemas
A. 2, A.3 e A. 4 denominam-se respectiva-
mente numero de MaxweLL-BoLrTzmaN, nu-

F——
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mero de FERMI-Dirac ou FERMIONS ou ainda
FerM10ES, ® nimero de Bosi-EINSTEIN ou

Bosons ou ainda Bosogs.

Alguns autores preferem denominar fer-
mions ou bosons aos elementos, assim em
A. 3 os elementus seriam chamados fer-
mions, em A. 4 seriam bosons; e nessa
interpretagio o numero de fermions, ou de
bosons, é o nimero = de elementos indis-
tinguiveis, e nio o nimero de ocupagdes.

C — Notlagdes

Indicaremos os nimeros dos problemas
anteriores por N(K+;nt), N(K;nt) on
N(Fermi), e N(K;n) on N(Bosg).

D — Dedugdes

D. 1 — Procuraremos a probabilidade de
n celas determinadas (das K celas dadas)
serem ocupadas pelos = elementos distin-
guiveis, com exclusio das celas ocupadas.

Admitindo que ¢ ecelas determinadas ja
foram ocupadas, portanto excluidas, a pro-
babilidade de ocupagido de outra cela deter-
minada é dada por (n— 2)/(K —7).

Fazendo variar ¢ de 0 a n —1 teremos
a probabilidade pedida:

o o n!

g K—i KW’

Atendendo 4 A.1 e C o niimero de ele-
mentos do universo é dado por N(K+,n*),
e o nimero de elementos do evento é dado
por n!, pois os elementos sio distingniveis.
Segue que a probabilidade é dada também
por:

n!

N(K+ ;n+J.

Comparando os dois valores da probabili-
dade teremos:

D.1.1  N(K+jn+)= K",

Nota — ObrigatOriamente tem-se n £ K.

D. 2 — Procuremos a probabilidade de
uma cela determinada ser ocupada por =
elementos distinguiveis.

Admitindo que a cela determinada ja foi
ocupada por ¢ elementos, a probabilidade
de ocupacido por outro elemento sera dada
por: 1/ K,

Fazendo ¢ variar de 0 a n— 1 a possi-
bilidade pedida é dada por: 1/K*",

Atendendo a A. 2 e C o nimero de ele-
mentos do universo é N (K ;nt) e o nimero
de elementos do evento é 1, logo a proba-
bilidade também é dada por:

1
N(K;n;") ‘
Comparando as probabilidades anteriores

obtemos :

D2.1 N(MaxweLL)= N(K;nt)= K»

D. 3 — No problema A. 3 os elementos
sio indistinguiveis, portanto no raciocinio
aplicado em D. 1 os elementos nio podem
ser pensados permutados, ou que o nimero
de elementos do evento é 1 e 0o namero de
elementos do universo é N(FEermI).

K® K|
2! al(K—n)!

N(FerMI) = ( K)

mn

N (FERMI) =
ou

D3.1

Nota — Obrigatdriamente tem-se n £ K.

D. 4 — Proeuremos a probabilidade de
uma cela determinada (sem exclusiio da cela
ocupada) ser ocupada pelos =» elementos
indistinguiveis.

Substituamos inicialmente a cela escolhida
por n sub-celas em idénticas condigdes que
as celas anteriores, de tal modo que sejam
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ainda distinguiveis mas com a mesma pro-
babilidade de ocupacio.
" A substituigio anterior coincide em pensar
o acréscimo de n — 1 celas.

Consideremos a condi¢do, agora, que
ocupada uma cela, ela sera excluida,

As condigdes estabelecidas transformaw o
problema A, 4 no problema A, 3, com modi-
ficagio no numero de celas, isto é:

N(K;n)=N(K +n—1%;n)
on

N(K;n)= (K-}-n——l)
n

oa
D. 4.1 N(Bosg)= (K S 1)

n

E — Interpretagdo dos quatro problemas
em térmos de agrupamentos

Invertamos todos os problemas, com a
inclusio de duas regras, considerando
ocupagio de A celas distinguiveis por =
elementos, como agrupamentos distintos de
K celas distinguiveis em n lugares.

Reara E. 1 — Celas sem exclusdo ou com
erclusdo, quando ocupadas, sio interpretadas
por celas podendo ser repetidas ou ndo, res-
pectivamente, nos agrupamentos.

Recra E. 2 — Elementos distinguiveis ou
indistingutveis interpretados como
lugares distinguiveis oun indistinguiveis (isto é,
em térmos de Arranjos ou de Combinagdes).

serio

F — Identificacdes

Teremos com as interpretagdes anteriores
as seguintes identificacdes :

N(KE+t;nt)= Ag o
(nimero de arranjos simples)

N(K;nt)= (A C)x,n
(ntimero de arranjos completos)
N(K+;2a)= Ck,a
(nimero de combinagdes simples)
N(K;n)=(CCx,n
(nimero de combinagdes completas)

G — Férmulas

Utilizando as identificagbes dadas em F
teremos as quatro formulas seguintes, da
analise combinatéria usual ;

G.1l: Azxg=EK"W =
= K(K—1)(K—2).--(K—n+1)
G 2: (A0)x,.=K"
G.3: CKI31=(K)
n
G.4: (00)x1n=(K+::_1)=CE+n—l.n

H — Observagdes

E interessante observar que apenas G. 1
nio pode ser considerada como deduzida dos
problemas de ocupagio, desde que em D. 1
utilizon-se implicitamente o conceito e fér-
mula de arranjos (n!).

I — Exemplos numéricos

I. 1 — Nimero_de ocupacdes de 3 celas por
2 elementos distingufveis, com exclu-
sio das celas ocupadas:

N(K+,0*) =39 =6.
Diagramas — (*)

Gl B Jl=y b al=)
(a]—=186) (b]|—]a)
(=]eal®) =)%|=x)

(*) Usdmos as representagies de Ferrer,




A .

GAZETA DF MATEMATICA

29

1. 2 — Numero de ocupacdes de 2 celas por
3 elementos distinguiveis, sem exclu-
sio de celas ocupadas:

N (MaxweLy) = 23 = 8.,

Diagramas —
(ab| ¢) (e | ab)
(ac|b) (b ac)
(be| a) (a | be)
(abe| =) (= |abo)

1.3 — Namero de ocupacdes de 4 celas por
3 elementos indistinguiveis, com ex-
clusio da cela ocupada:

N (FErMI) = (;) =4.

Diagramas —
(1[1]1]0)
(1]1]0]1)
(1]0]1]1)
(0J1]1]1)
I.4 — Namero de ocupacdes de 3 celas por

4 elementos indistinguiveis, sem ex-
cluséio da cela ocupada:

N (Bost) = (3 +:_1) e
6 6
(=)=
Diagramas —
(4/0]0) (0]|4[0) (0|0]4)
(3/1]0) (3]0]1) (O[3]|1)
(0]1]3) (1]0]3) (1]3]0)
(21210) (2{0]2) (0|2]2)
211]1) @|2]1) A[1]2)
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Duas observacdes sobre Estética do Ponto Material

por José Manuel dos Sanlos Simdes Pereira

As duas observacBes que a seguir ge
apresentam surgiram-nos quando estudamos
a Estatica do Ponto Material segundo as
«Licdes de Mecanica Racional» do Ex.™ Sr.
Prof. Doutor Diogo Pacheco de Amorim.

Na primeira referimo-nos a um facto que
parece estar em desacordo com a nossa
experiéncia corrente: o de serem instaveis
as posi¢des de equilibrio indiferente. Trata-se
é claro duma propriedade que admite uma

excepcio quando entre as forcas aplicadas
ao ponto se encontram algumas que depen-
dem da sua velocidade. E o caso, por exem-
plo, do atrito ou de resisténcias do meio
ambiente que estido presentes na maioria das
questdes a que diz respeito a nossa expe-
riéncia corrente.

Na segunda constrbi-se um exemplo de
posig¢io de equilibrio estivel & qual nédo cor-
responde nenhum extremo da funcio de for-



