GAZETA DE MATEMATICA

Si r<0, en posant ¥'=—1, on a
b-la 'l =a" b1
et on peut écrire

alb=ba",
d’on
a1 b2 = b2a" = b2q-1 >
done
' =a=a".

Cela veut dire que, &i 'ordre de a est n,
alors
r2=1 (modulo 2);

si l'ordre de a estinfini, alors ona r=—1.
Par conséquent,

Tuétorime 7. S7 ord (Nay/Nu)=2 etle
sous-groupe cycligue (a) est infini, les seuls
entiers Tt pour lesquels U'équation ax = xarf
est soluble sont 1 et — 1.

Il en résulte immédiatement le suivant

CoroLuare. Si le sous-groupe cyclique
(a) est infini, alors on @ Ny = N,, si et seu-
lement si 'équation ax = xa~! n'est pas so-

luble.
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Sobre alguns teoremas da teoria das malrizes

por Graciano Neves de Oliveira

§1. Seja A uma matriz qnadrada de
ordem =,/ a matriz identidade da mesma
ordem @ x uma variavel.

I sabido que em varias questdes tem inte-
resse considerar a fungio

S(x)=|4—aT|

que é evidentemente um polinémio de grau
n em & e se denomina polinémio caracterts-
tico de A .

Podemos escrever

|4 —a I =(—ay +(— 21 8 +

1.'1
(- + voo + (— @) Saog + Sa

e demontrou Jacosr que o coeficiente S,_,

»

de (—ax)* é igual 4 soma dos menores

principais de ordem n — % do determinante
da matriz A(1).

Ocupar-nos-emos agora da dedugio duma
féormula que nos permitira dar umma demons-
tragio muito simples deste teorema de Jacosr,

-§ 2. Consideremos a funcio de =
Dz)=|A—=21|

e procuremos a expressic da sua derivada
de ordem k.

Designemos por [D{*.---:?) o menor prin-
cipal de D (x) que se obtém, suprimindo as

(1) Vicesre Gongavves, Curso de ;"\Igebra Superior,
2.° volume (1950), pag. 153.
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linhas de ordem &;,..-,2 e as colunas das
mesmas ordens,

- Sendo a,; o elemento da linha 7 e coluna

. de A “temos pela conhecida regra de
derivacio de determinantes
=1 0 0 LY
dD(x)_|ay ag—a ag iy,
i 51 as; Az — T -
ajy—% gy 915
+ 0 —1 0 syl
431 gy gy | wrpd

e atendendo ao teorema de LAPLACE

d D -
e S S PR D),
dax E

=1

Como D®) & um determinante da forma
de [ conclui-se sem mais que

d [)’f’)‘.l) . Z D(‘l. .ﬁg)
ez oy
e ainda por D®*%) ser da forma de D tem-se
d D2

P (gt Iz 2, 2)
dx Z

AyFERy 2y
ou dum modo geral

d D2y smns®)
dx

D& e amidin) |

- =

Did )V FE Ty mena A4

Podemos agora demonstrar por indugdo a
féormula

2o-(-123 3 =

de =1 252,

2 DZiseseran)

Ry FoRgy een s Th=l

(2. 3)

Em primeiro lugar ela verifica-se para

k=1 como mostra (2. 1), Suponhamo-la
valida para &k =+

d D -
dxt =(‘_1)‘2 S
2. 4) 2=
P Daeents)
oy, ..

= 2y

e provemos que entio também vale para
k=1¢4+1.
Derivando (2. 4) e por (2. 2) temos

di+1 n (= 1y i .
d 'l e
P 2 2 D{Ill‘“‘!ai)¢f+l)

By FRig e s Timd Bipt FE Ry yees ) By

que mostra que (2. 3) é valida para a ordem
h=¢+ 1.

Fica pois estabelecida a féormula (2. 3) que
duma maneira mais simples se pode escrever

dt D

T = =(-— IJkEDIG"""G*J
o

2. 5)

subentendendo-se que o somatdério é esten-
dido a todas as permutagdes a;-.-o de k
nimeros tomados de 1 a =n.

B claro gue dois determinantes D(Zi: -2
que sé6 difiiram pela ordem dos a; sdo
iguais. Fixados & nimeros 2, ... a; entrario
puis no somatério do seguodo membro de
(2. 3) k! determinantes iguais a D(®i--- 24},
A soma deles pude portanto substituir-se por
Il Di*1e-+ %) @ supor-se a; < ag << --» < ag.
Logo (2. D) pade escrever-se

d* D

d x*

=(—1)k!? b

LT PL P

2. 6
( ) Dy eei20)

§ 3. Podemos agora fazer a demonstra-
¢iu do teorema atras referido.
Designemos por A2
D7) para @ =0, que & precisamente

o valor de
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o valor do menor principal de 4 obtido por
supressio das linhas &),..-,% e colunas
das mesmas ordens.

Tomemos em (1. 1) as derivadas de ordem
k para x =0. O primeiro membro reduz-se
por (2. 6) a

Z A(a.,...'a_;)

Ly O

8. 1) (—=1)&!

e o segundo membro reduzir-se-a ao termo
independente da derivada de ordem X% do

polinémio que representa e que é
3. 2) (—1)&?Sas.

As expressdes (3. 1) e (3. 2) deverdo ser
iguais donde se tira

Sn—k = 2

.

A{'xlx--- % k)

que nos diz precisamente que S, é a soma
dos menores principais de ordem n — &k do
determinante da matriz A, como preten-
diamos.

§ 4. Por um processo analogo ao acabado
de seguir se pode demonstrar o teorema de
Larrace sobre determinantes. Para fazermos
esta demonstragio é porém necessario ba-
searmo-nos em que a derivada dum determi-
nante em ordem a um seu elemento é o
complemento algébrico desse elemento. A
demonstragio deste facto pode fazer-se muito
simplesmente com o auxilio do teorema de
LapLaCeE, mas também se pode fazer inde-
peudentemente deste, como aqui convém
evitar um circulo vicioso.

De facto seja

(4. 1) y=|ai]

e designemos o elemento da linha r e coluna
s por x. A regra que aplicamos no § 1
para derivar determinantes pode demons-
trar-se independentemente do teorema de

Laprace(l). Aplicando-a a (4. 1) e depois
por trocas convenientes de filas paralelas
chega-se a

dy
dz

(4' a (_ 1)r+a

L

2

em que O representa a matriz nula do
tipo 1. (n — 1), X a matriz coluna de ele-
mentos a;.(i=1,...n; 2Z57r) e A o
menor complementar de x. Atendendo
agora & defini¢gio de determinante ficilmente
s8e prova regra.

Posto isto consideremos o determinante DD
de elemento genérico a;x. Por definicio ele
é igual 4 soma dos termos pares da sua
matriz menos 08 termos impares da mesma.
Nalguns dos termos o representante da linka
i 6 a;, noutros a;g,--- noutros é a;,.
A soma dos termos pares e impares depois
de multiplicados por — 1 que contém a,
pode pois representar-se por a;;Ak; em que
ky é independente de todos os elementos da
linha ¢. Anpalogamente para a soma dos
termos que contém a;g, etc. Por outro lado
como todos os termos tém de conter algum
elemento da linha ¢ podemos escrever

D=G,~|k; + aighg + -+ + ainky.

Vamos procurar determinar as constantes
kj. Derivando a igualdade acima em ordem
a a;; temos

adD _ y
dﬂi,‘
_ dD .
mas r é o complemento algébrico de
a;

a; ;. Ficam pois determinadas as constantes
e demonstrado o teorema de LarLacE.

§ 5. Vamos agora introduzir o conceito
de derivada duma matriz o que nos permitira
chegar a conclusdes interessantes.

(1) Vicesre Goxgavves, C. de Alg. Sup., 2.° vol.
(1950), pag. 149.
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Seja 4 uma matriz cujos elementos sio
fungdes derivaveis da variavel = que toma
-valores em certo conjunto X. Chamaremos
derivada de” 4 em ordem a x, num ponto
interior de .X, & matriz que de A se obtém
substituindo cada elemento pela sua derivada
nesse ponto. Representaremos a derivada de

A em ordem a = por

dx
Demonstramos agora algumas proprieda-
des da dérivagio de matrizes que mais tarde
utilizaremos.

Sendo
A(xz) = B(z) C(z)
tem-se
dA dB dC
5.1 —=—0+4+B—.
( ) dx dx °F dax

De facto o elemento da matriz 4 sera

Ui = Zbi: Ca k

@

e de aix= 2 bis Car + 2 bix Cxx logo se
conclui (5. 1). I facil fazer a generalizagio
para mais de dois factores.

Em particolar pondo B(zx) = f(x)] temos

dAx) d C(zx)
dax de

J' (=) C(=z) + f(x)

Como a regra de derivacio do produto
duma fungio por uma matriz 6 idéntica &
regra de derivacio do produto de duas fun-
¢des, e ainda porque o produto duma fungdo
por uma matriz é igual ao produto da matriz
pela fungio, facilmente se conclui que se
mantém a férmula de LrisNiz

(& ) (&) O (a) .
Eu(")f”( ) 0= ()

d(A+B) dA _dB
dx dax dz

d* f(2) Cia)
d a*

E evidente que

§ 6. E sabido que se chama matriz
adjunta da matriz A —x/ 4 matriz cujo

elemento da linha ¢ e coluna & é o com-
plemento algébrico do elemento da linha %
e coluna ¢ de 4 —=x/. E sendo B(z) a
adjunta de A — a [ tem lugar a igualdade

(6.1) (A—xI)Ba)=|A—=zI|I.

Atendendo a definicio de B(x) é facil
concluir que cada elemento desta matriz é
um polinémio de grau quando muito n— 1.
Portanto pode escrever-se

(6.2) B(x)= Bya*! + Bya"-? +

+ - +Bn—]w+Bu

com B; matrizes cujos elementos sio nime-
Tos.

Em B(xz) s6 os elementos principais sio
de grau = — 1, os restantes sio de grau
inferior, E o coeficiente de «"-! nos elemen:
tos principais é precisamente (— 1)*!. Logo

(6. 3) By=(—1y-11.

§ 7. Seja A uma matriz qualquer. Se A4
6 regular S(z)=|A — x| é diferente dq‘
zero para @ =0 e como é uma fungdo con:
tinua de @ manter-se-a diferente de zero e
alguma vizinhanca deste ponto. Se porém
¢ singular teremos S(0)=0. Como um
polinémio 86 tem zeros isolados existird
ainda neste caso uma vizinhanca de zerd
(com o zero excluido) onde S(x)==0. Qual:
quer que seja A podemos pois sempre dete
minar uma vizinhanga de zero (excluindo est
se necessario) em qne S(x)=£0. Suponha
mos pois que x_varia nessa regiio.

Teremos

A—al)A—zly'=1.

Derivando e pelas propriedades atras esta-
belecidas temos

_(A_mj)—l+(A_mr) d(A—;rI}—l =q
dax ‘I

donde

(1. 1) d(A—=I)1 — (A —alye.

da
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Vamos demonstrar por indugdo a férmula

dn (A — z I)-1

=nl (A— )1,
dx" ok )

(1.2)

Ela é valida para m= =1 como mostra
(7.1). Suponhamo-la valida para n==Fk:
d* (A —al)?

———=klA-alyl. (A—zI)?

(k+1 factores matriciais).

Derivando tem-se

¥+1( 4 =2 I)-1 i I
d*t1(A—xT) — d(A—x I (A=al)le
d xk+l dax
_ ~1
+(A_m[)-lﬂ.£_m_”._...+-..:|.
dax
Por (7. 1)
d*+1(A - x 1)1

=k [(A—aIy2(A—al)).. .+

d pr+1
F(A—a )t (A—a Iy 2(A—i D)V ees 4 o] =
=kl[(A—wxl)y*2 4+ (4 —al)y*24...].

Como no colchete ha £ + 1 parcelas vem

d*H (A4 — z [))

= e+ D)1 (A—z 1)y

que mostra que (7. 2) é valida para a ordem
k + 1. Fica pois a férmula (7. 2) completa-
mente demonstrada.

§ 8. Escrevendo 7'(») em vez de (A—x1)1
e S(x) em vez de | A — x[| da igualdade
(6. 1) tira-se

B(z) = S(z) T'(z)

e pela férmula de LeiBN1z

d* B (x) = ﬁ (J::) SO () T+ ().

dz* i=0
Atendendo a (7. 2) podemos ainda escrever

d* B (z)
daz*

=kt 3L 80 (4 -2 1y

=

donde
(8. 1) (A_M)m‘w=
d x*
o 1
=k!Y)— 80 (z)(A—=axI).
mp V1
Se 4 éregular podemos fazer =0 e vem
8. 2) Ak (d“ ia)
d:r" =0

&
=51 > 50 ()4t
et
Se 4 4 singular vem de (8. 1)
lim (A — & 1 ++1 (L B(m)) =
z=0 d z*
|
=lim k! =y 8@ (z)(A— z I)
>0
i=0
e por evidentes razdes de continuidade tira-se
novamente (8. 2).
Entrando em (8. 2) com o valor de S®(0)
sy ) d* B (z)
indicado no § 3 e tirando (——~ de

d x* z=()
(6. 2) vem
k
(8.3) A*1B, . = ) (—1) 8.4,
i=0

igualdade que pretendfamos demonstrar e de

.que o teorema de HamiLTon-CayLEY, se pode

considerar caso particular. Com efeito, fa-
zendo k=mn — 1 e por (6. 3) vem

- (_ l)n-l TA® = -21 (_ 1): S“-.-A‘
i=0

(_ ‘l)n An +(_ l)ll—-l Sl An-1 +
Fsei =By d 3 Bl =0,

isto 6, a matriz A anula o sew polinémio
caracteristico. Desta igualdade tira-se

D (—1) Spidi= 5‘_‘ (=1)+18,_; 4 (Sy=1)

i=0 i=k41
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pelo que (8. 3) passa a escrever-se

A1 B = z (—1)+1 8, A
’ i=k+1
e se < é regular

B 2 (__ 1);1.1 Spoi A-te+1)

i=k+1

ou, pondo i —(k +1)=,

n-k-1

(8.4) Bua=(—1) D (—1) Sposy-; A7
i=0

que nos da as matrizes coeficientes do desen-

volvimento (6. 2). Em particular, fazendo

/& =0 obtém-se a matriz adjunta de A:

n-1
A= (—1) 8- Al

i=0

§ 9. Deduzimos a formula (8. 4) s6 para
o caso de 4 ser regular, mas ela é valida
ainda para o caso de A ser singular. Efec.
tivamente, sendo A singular | 4— 77| ann.
la-se para 7 =0, mas existe uma vizinhanga
e da origem, com esta excluida, onde
|A—m1|50. Designemos por B..x(7) os
coeficientes do desenvolvimento (6. 2) apli.
cado & matriz A(y)=A — 7l e por S.(n)
os coeficientes do polinémio caracteristicg
da mesma matriz que serio polinémios em 1,

Para a matriz A () com 7e7(0,8), 750
teremos

n-k=1
Bua(n)=(=1} X (—1) Spx1-; 47 (1)

i=0

tomando limites para 7 =0 e por razde
de continuidade obtém-se novamente a for
mula (3. 4).

Enquadramento sinéptico do pensamento malemético
por J. M. Gil

No que se expde a seguir procurimos uma
sistematizagio dos aspectos diferentes assu-
midos pelo pensamento matematico, com
caracter provisério de ponto de partida para
estudos aprofundados. Nio ba a contribuiciio
de interpretacdo valiosa de algum dos aspec-
tos apontados, nem esclarecimento pertinente
de algum ponto do tema, tio sdmente defi-
cidneia de exposigio por falta de dominio
dos assuntos encarados. Mesmo assim pare-
ceu-nos a apresentacio de interesse, quanto
ao mexo articular que nos esforgamos por
manter, para Quem desejar um esquema
inicial de trabalho, sujeito a futuras correc-
¢tes, a medida que se progride.

A inspiracio veio profundamente de « Con-
sistency and Completeness» — FRANK DE Sua
— A. M. M. pag. 295 — 1956, e ainda dos

trabalhos «Kurt Goedel e o8 Problemas do
Fundamentos da Matematica e a Teoria do
Conjuntosy — Li. Neves Rean — G. M. n.° 4
— 1951, e «O que 6 vma Axiomatica
— J. SepasTiio E SiLva—G. M. n.° 5
— 19563, e «Sobre a nio contradigio d
Muatematica» — Gorrrriep Koera — G. N
n° B8 — 1954, e «Aspectos da Actualidad
Mateméatica» — A. Pereira Gomes — G. N
n.° 68-69-70-T1 — 1957-1958.

Utilizamos também de perto «Men ¢
Matematics» — Parapise Lost? (Caxtol
E. T. BerL — 1937, «Les Fondements Log
ques des Mathématiques» — E. W. DByt
— 1950, e os artigos de Haxs Hany — «lol
nitys, de CarL G. HewpeL — «On the natul
of mathematical truth», de Raymoxnp L. W1
DER — «The axiomatic method», de Erxel



