W

ANO XXIN—N.8587 GAZETA DE MATEMATICA JAN.JUNHO —1962

goiton: (razeta de J[ﬂ‘f&mt”ft‘.a, Lda.

aomsisTranor: A, S da Costa

weoserones: J. Gaspar Teizeira, J. Morgado e J. da Siva Paulo

Composto na Tipografla Matemaltica, Lda. — Rua D ério de Moticias, 134 - 1.% - Esq. — Telef. 3694 49 — LISBOA 2

Sur le normalisateur d’'un sous-groupe cyclique

par José Morgado

Faruldade de Filosofia de TPernambuco o lostituto de Fisica @ Matematica
da Universidude do Recife, Brasil

1 — Introduction.

Si @ est un élément d'un groupe & et r
est un entier quelconque, I'équation az = ax a”
n’est pas généralement soluble dans . Par
exemple, si @ appartient au centre de
on a ax =xa, pour tout xe(. Il en
résulte que, si a est un élément d'ordre

infini, alors ’'équation ax = x a” est soluble,

si et seulement si » =1; et, si 'ordre de
I’élément a est n, alors ceite dquation est
soluble, si et seulement si la coongruence
arithmétique =1 (modulo n) est satisfaite.

Cependant l'ensemble 4, formé par les
solations de tountes les équations ar ==za”,
ou 7 parcourt l'ensemble Z des nombres
entiers, n'est pas vide, puisqu’il contient le
normalisateur de a(!).

(1) Rappelons que le normalisateur de a est formé
par les éléments du groupe G qui sont permutables
avee a. Le normalisatear de a est un sous-groupe
de G.

Rappelons, en outre, que le normalisateur d'un
sous-greupe H, de G, estl'essemble des élements
xel, tels que & H = Hx. Le normalisateur de H
est le plus grand sous-groupe de G qui contient H
comme sous-groupe invariant.

Dans cette note, on étudie quelques pro-
priétés de l'ensemble A et on en déduit
quelques propositions concernant les rela-
entre le normalisateur N, du sous groupe
cyclique (a) engendré par a, et le norma-
lisateur N,, de l’élément a.

2 — Propositions préliminaires.

Soit G un groupe et supposons que les
éléments a et x, de @, vérifient 1'égalité
@ 1)

7 étant un entier qnelconque,
Alors, on a évidemment

ar=xa,

alr=oaza" =xadlr",
et de
< a"x =gam™”,

il résulte
antlg=apa” " =2a -a"" =ga?+r,
c'est-a-dire, 'egalité
a"r =xa™’,

est satisfaite, quel que soit 'entier positif m .

De (2. 1), il résulte
alr=(xaacl)l.2=za " l.2=
=ga"=w(al)
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et, moyennant (2. 2), on obtient
a"z=(aP.2=z(@)""=aa ",

quel que soit l'entier positif m.
Nous pouvons, done, énoncer la proposi-
tion suivante:

Leume 1. S7 a et x apparliennent & un
groupe et axX = xa’, alors ona a*x=xa’",
pour tout entier 8.

La relation (2. 1) entraine

ax?=az?a"x

ot, d’'aprés le lémme 1, on a
ax? =xa”

et, par récurrence sur m, on établit

Leume 2. S¢ a et x appartiennent & un
groupe et ax = xa’, alorsona ax®=x"a™,
pour tout entier positif m.

Remarquons que l'égalité (2. 1) n’entraine
pas I'égalité ax™ = x™a'™, pour tout entier
mj; il peut méme arriver qu’on ait az-1s#ax1a’,
quel que soit l'entier s, comme on voit dans
l'exemple sunivant:

ExevwpLe: Soit & le groupe multiplicatif
formé par les matrices réguliéres, du type
2>< 2, sur le corps des nombres réels. Si
l'on prend

[ ¢ | D 1)
a= 3L = 1y
(O ]) (O 2)

on voit que

o
a:c=.7:a9=(1 “).
a 2

D’autre part, on montre aisément que

(I
a® = ”
(0 1)

pour tout eutier s, et, par conséquent, on a

R S Sy T P | 1.
lp ) morie=iantly T

quel que soit 'entier s.

Lenmume 3. S a et x sont deux éléments
d'un groupe G, tlels que ax=x4a" et
ax ! =x"1a%, avec rs=E1, alors le sous-
-groupe cyclique engendré par a est fini.

Dém.: En effet, d’aprés le lemme 1, nous
pouvons éerire

a=xla"w=xl.2a" =a",

Or, par hypothése, on a rs8==1, et, par
conséquent, le sous-groupe cyclique engen-
dré par a est fini.

Si n désigne l'ordre de ce sous-groupe,
I'égalité a = a'" montre que sr=1 (mo-
dulo n); il en résulte que |r| et |s| sont
premiers a n.

Plus généralement, on peut énoncer la
proposition suivante:

Leume 4. Si Uordre du sous-groupe en-
gendré par a est n(>1) et si 'équation
ax =xa" est soluble, alors |r| est premier
@ n.

Dém.: Nous pouvons évidemment suppo-
ser 0 <»r < n. Alors, soit d le plus grand
commum diviseur des nombres » et n. On
a n=dg; ot *r=dqg, q; et go étant pre-
miers entre eux.

D’aprés le lemme 1, on peut écrire

al'x =o' =gat =22,
done,
ah — u 3
u étant ’élément neutre pour l'opération du
groupe.
Cela veut dire que ¢; est un multiple de
n; mais, d’autre part, g¢; estun diviseur de
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n, c'esta-dire, ¢ =mn, done d =1 et, par
conséguent, r est premier a n.

Il est bien connu que, si »(>1) est pre-
mierd n, alorsily a nn entier s, 0<s<n,
tel que

rs=1 (modunlo n).

11 en résulte, d'aprés le lemme 1,

adr=xra"=xa,
done,
az-l =ala',

ce qui prouve

Lemme D.  Si le groupe cyclique engendré
par a est fini et si, en outre, il existe un
élément x tel que ax =xa", alors il y a un
entier s tel que ax~1 = x-la",

Nous pouvons préciser que, sous les hypo-
théses du lemme 5, il n'y a qu'un entier s
tel que azl=x1a* et 0 <<s < n(l) et que
Tégalité ax! = x-1a¥ est satisfaite, si et
seulement si s’ et s sont liés par la relation
s'=s (modulo =).

3 — L'ensemble des solutions des équa-
lions ax =xa’.

Désignons par 4, l'ensemble (éventuel-
lement vide) des solutions de 1'équation
ar = xa" et soit A 1'union des ensembles
A., ou r parcourt 'ensemble Z des nom-
bres eutiers:

A= a,.
TeZ

L'ensemble A contient le normalisateur
N4y du sous-groupe cyclique (@) engendré
par a. En effet, si axe Ny, alors, pour
tout entier %, il existe au moins un entier
k, tel que

atz = xak;

(1) Nous excluons naturellement le cas n=1.

en particulier, ponr =1, il y a au moins
un entier o, pour lequel on a az =xa",
c’est-a-dire, e A,, done xed.

L’exemple donné ci-dessus montre que A
n'est pas généralement wun sous-groupe du
groupe G .

Cependant,

si xeA et yeA, alors xyeA.
En effet, si 'on a
axr=xa" et ay=ya*,
alors, d'aprés le lemme 1, on a
ary=xza'y=aya’
c'est-a-dire, xye d,,, donec 2ye d.
Tueorkne 1. S7 A est un sous-groupe

de G, alors A est le normalisateur du sous-
-groupe cyclique engendré par a.

Dém.: 11 suffit de montrer que, sous
Ibypothése dua théoréme, vn a A C Ny,
puisqu’on a toujours N,yC A.

Soit @e A; alors, il y a des entiers » ot
s, tels que

ar =wxa" ot ax-l =a"la*.
D’aprés le lemme 1, on a a'w =aza'r,

pour tout entier ¢, donec a‘ax ! =a-la's,
Cela veut dire que

()xCw(a) et (a)z-1Ca1(a),

oti, comme d’habitude, (a) désigne le sous-
-groupe cyclique engendré par a.
Muis, de cette derniére inclusion, il résulte
z(a) S (a)z,
done
z(a) = (a)z,
c'est-d-dire, @€ N, ce qui prouve le théo-
réme.
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Une condition suffisunte, pour que l'en-
gemble A soit un groupe, est donnée par le
thidoréme suivant:

Tueorkwe 2. Si le sous-groupe cyclique
engendré par a est fini, alors A est un sous-

-groupe de G.

Dém.: En effet, nous avons déja remar-
qué que l'ensemble A est non vide et con-
tient, avec deux éléments, leur produit; de
plus, d’aprés le lemme O, xeA entraine
x-led.

De ce théoréme et du lemme 3, il résulte
immédiatement

Corouraire 1. 8%, dans G, il y a un
élément x tel que xe A, x"1eA et ax—=xar,
avec |r|==1, alors A est un sous-groupe
de G.

Moyennant le lemme 2, on peut conclure

CoroLralre 2. 8i xe A, avec |r|=£1,
et st l'ordre de x est fini, alors A est un
sous-groupe de G .

En effet, si I’ordre de  est m, on a
a=az™=x"a™ =a", avee ™™=£1,

done l'ordre de a est fini.

Sous les hypothéses du corollaire 1, sup-

posons que
ay =yat

et proposons-nous de déterminer une équa-
tion de ce méme type qui soit satisfaite
par y-1.

Une telle éqnation existe, puisque A est
un groupe.

Les éynations

arz=uxa et ax-l =a"la

entrainent
a’'=a

et, de méme, les équations
ay=ya' et ay ' =y la¥
entrainent
ad¥=a,
Mais l'ordre de a est fini, soit n, (puis-
que rs==1); done

(3.1) rs— tt'=0 (modulo n).

Or cette congruence a au moins une solu-
tion ¢', puisque ¢ est premier 4 = (1), d’aprés
le lemme 4.

Inversement, si ¢ satisfait la congruence
(3.1), on a

a:‘y =yan' p— yan=ya
et il en résulte

ayl=yla’,

TarorEME 3. 8 xbe A, et xXelA, et
rikl=£sltl ) alors A est un sous-groupe de G.

Dém.: Supposons A>0 et k>0; d’aprés

le lemme 2, on a
azhk = ghk. g* = zh* . g",
d’on
g =¥
et, puisque 7*=£3s* l'ordre de a est fini et
on a
r* — sh=0 (modulo n),

n étant 'ordre de a.

Si h<0 et <0, en posant y=a1,
h=—h et k' =—k, on a de méme

r¥ — 3""=0 (modulo n).
8i h<0 et k>0, suit ' = — k; alors,
des équations

k

ax-"=aN.a" ot ax*=2a*.a,

(1) Puisque l'ordre de a est fini, nous pouvons
supposer ¢ positif.
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il résulte, d'aprés le lemme 2,
AV Wb Bt gt =Vt ia",

© et, puisque 7¥.s" =£1, il en résulte, d'aprés
le lemme 3, que l'ordre de a est fini(!).

On arrive a la mé@me conclusion, si 'on a
h>0 et k<O,

Ainsi, sous les hypothéses du théoréme
ci-dessns, l'ordre de a est fini et, par con-
séyuent, A est un sous-groupe de (¢ (théo-
réme 2).

4 —Décomposition de A par rapport a N..

Nous savons que N,C A4; le théoréme
suivant permet de voir plus clairement les
relations qui existent entre N, et 4.

Tutorive 4. Si xeA,, ona yeA,, st
el seulement si xy-le N,.

Dim.:  En effet, des éyuations
ar=xa" et ay=ya’

il résulte
azy l=wayl=zyla,

d’ou xy-leN,.
Inversement. si
c'est-a-dire,

zed, e wyleN,,

ar=zxa" et aryl=xyla,

alors
zyla=axyl=zayl;

il en résulte
y-l a=a" y—l
et, par conséquent,
ay=ya",

d'ott yes,, ce qui prouve le théoréme.

(1) 8i n désigne I'ordre de a, alors on a 7*. 5" =1
(modulo =) .

De ce théoréme il résulte que, si xe 4,,
alors, «"= N, x; done, si A, 4,, lin-
tersection A, A, est 'ensemble vide.

Ainsi, il y a une partition de l'ensemble A,
Sforinée par des ensembles de la forme N x.

5 — Le groupe-quocient Ny / N..

On voit aiséwent que N, est un sous-
-groupe invariant dans N, .

En effet, soient xe Ny et yeN,; les
dquations

ar=xa" et ay=ya
entrainent
a-zyxl=payrl=zyaarl=ayxrl.a,
donc zyateN,.
TneoriMe D, Le groupe-quocient N[N,
est un groupe abélien fini, quel que soit ae G .
Dém. :
Ny / No = |Nay Nob, Ny, -+t

ou b¢N,,c¢ NV, ot c¢ Nob.
Alors, on a

(5. 1)

avee r==1=~s; on a, de plus, r=£s, en
conséquence du théortme 4.

Soit r= — 1; alors, si
tel que

En effet, soit

ab="ba" et ac=ca’,

t est un entier

abl=5h1a'(l),

on~a rtz=1 et, daprés le lemme 3, on
déduit que l'ordre de a est fini. Done, il y
a seulement un nombre fini d’équations du
type ax = xra", qui soient distinctes(2). Or
chaque élément de Nyy/ N, est une classe

(1) Un tel entier existe, puisque b~'e V.

(*) Plus préeisement. si n désigne 'orlre de a et
m est un entier, l'équation ax = xa™ est équiva-
lente & une équation ax = xza", ol 7 estun entier
tel que 1 <r<_n.
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formée par toutes les solutions d’une telle
équation et, par conséquent, le groupe
N/ Na est fiui.

A tin d'établir que le groupe N/ N, est
abélien, observons que, des relations (5. 1)
il résulte

abe="ba"e=bca’* et acb=cag*b=cbha™,

c’est-a-dire, be¢ et cb sont solutions d’une
méme équation du type ax =wxa’, dunc
bee N,ch et, par conséquent,

Nybe= N,cb,
c’est-a-dire,

N,b.Nyc= l\rnc'i\raby

ce qui achéve la démonstration.

Nous venons de prouver que, si l'ordre du
groupe-quocient N/ N, est plus grand que
est un élément d’ordre fini.
D’autre part, si lordre de a est n ot
I'éguation est soluble,
d’uprés le lemme 4, r est premier a = (!).
Done

2, alors a

axr =xa’ alors,

ord (Nuy/Na) > 2 entraine
ord (N@y/Na) £Lg(n),

ol 9 est 'indicateur &’ Euler.

Maintenant nous allons préciser ce résultat:

Soit ab = ba" et proposons-nous de
déterminer éléments du groupe
cycliqyue (h) qui appartiennent & N, .

Si # =1, on a évidemment (b)S N,.

Supposons r=£1.

D’aprés le lemme 2,
positif m,

tous les

on a, pour tout entier

ab® = bma”

et, par conséquent, b"e N,, si et seulement

(') Nous pouvons supposer 7 positif, une fois que
I'ordre de a est fini.
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si
(5. 2)
* 3
: Sm.t f’ le:rposan‘t‘ ({e T par :appf}rt @ n,
c’est-d-dire, e est 'infimum des entiers posi-
tifs m satisfaisant la condition (5. 2).
Il est immédiat que 'entier e est un divi-

seur de tout euntier positif m
(b. 2) et, inversement, de

=1 (modulo n).

satisfaisant

=1 (modulo )
il résulte, pour tout entier I,
r¥¢=1 (modulo =);
et, par conséquent,
(b)) N Na = (b9).

En particulier, e est un diviseur de
¢ (n), une fois que, d’aprés un bien connu
théoréme d’Euler, on a

r¢$M=1 (modulo =).

I1 en résunlte que l'ordre de tout sous-
-groupe eyclique de N,/ N, est un diviseur
de o(n).

D’autre part, que tout groupe
abélien fini est isomorphe & un produit direct

on sait

de sous-groupes cycliques (dont les ordres
sont puissances de nombres premiers).
De tout cela, il résulte le théoréme suivant:

Tatorkye 6: Sil'onaord (N /Nu)=>2,
alors l'ordre de a est fini et ord (N(/N,)
est un diviseur de 3(n), oit n désigne l'ordre
de a et o est Uindicateur d’Euler.

Supposons ord (N / N,) =2, c’est-a-dire,

-Nr(ﬂ}/‘ a = ILV:- 'Arab! ’

otab=+ba, ab=ba" (avec r=£1), b2e N, .

Si r=>0, alors
ab?=10ba’" =ta

et, par conséquent,
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Si r<0, en posant ¥'=—1, on a
b-la 'l =a" b1
et on peut écrire

alb=ba",
d’on
a1 b2 = b2a" = b2q-1 >
done
' =a=a".

Cela veut dire que, &i 'ordre de a est n,
alors
r2=1 (modulo 2);

si l'ordre de a estinfini, alors ona r=—1.
Par conséquent,

Tuétorime 7. S7 ord (Nay/Nu)=2 etle
sous-groupe cycligue (a) est infini, les seuls
entiers Tt pour lesquels U'équation ax = xarf
est soluble sont 1 et — 1.

Il en résulte immédiatement le suivant

CoroLuare. Si le sous-groupe cyclique
(a) est infini, alors on @ Ny = N,, si et seu-
lement si 'équation ax = xa~! n'est pas so-

luble.

BIBLIOGRAPHIE

[1] A, Ausems Costa, Elementos de Algebra Linear
e de Geometria Linear, Lisboa, 1958,

[2] C. C. Mac Dorree, dn Introduction to Abstract,
Algebra, John Wiley & Sons New York, 1940.

[8] Narnax Jacosson, Lectures in dbstract Algebra,
vol. I, D. Van Nostrand Company, New York,
1951.

[4] Pave Dussei, Algibre, tome I, Gauthier-Villars
Paris, 1946.

[6] Pavu Duerew et M. L. Desnein-Jacoris, Legons
d'Algébre Moderne, Dunod, Paris, 1961.

Sobre alguns teoremas da teoria das malrizes

por Graciano Neves de Oliveira

§1. Seja A uma matriz qnadrada de
ordem =,/ a matriz identidade da mesma
ordem @ x uma variavel.

I sabido que em varias questdes tem inte-
resse considerar a fungio

S(x)=|4—aT|

que é evidentemente um polinémio de grau
n em & e se denomina polinémio caracterts-
tico de A .

Podemos escrever

|4 —a I =(—ay +(— 21 8 +

1.'1
(- + voo + (— @) Saog + Sa

e demontrou Jacosr que o coeficiente S,_,

»

de (—ax)* é igual 4 soma dos menores

principais de ordem n — % do determinante
da matriz A(1).

Ocupar-nos-emos agora da dedugio duma
féormula que nos permitira dar umma demons-
tragio muito simples deste teorema de Jacosr,

-§ 2. Consideremos a funcio de =
Dz)=|A—=21|

e procuremos a expressic da sua derivada
de ordem k.

Designemos por [D{*.---:?) o menor prin-
cipal de D (x) que se obtém, suprimindo as

(1) Vicesre Gongavves, Curso de ;"\Igebra Superior,
2.° volume (1950), pag. 153.



