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MATEMATICAS SUPERIORES

PONTOS DE EXAMES DE FREQUENCIA E

FINAIS

MATEMATICAS GERAIS

F. C. P. — Mateudricas Gerais — (Lic. em Matemati-
cas e Fisico-Quimicas) — 4. Exame de Frequén-
cia — 1.* Chamada — 8-2-1962.

5548 —1) Seja E um conjunto e seja {A,)i”:#,ﬁ
uma familia de partes de E .

a) Defina U 4, e N 4;.

iel A_h\inr

b) Nas hipdteses: E=Rx R; I=[0,1];
A= |(2,2) | 0L a1l +7], iel, quais o8 conjun-
tos U 4, e N 4,7

iel iel

2) Seja E um conjunto ndo vazio e p uma rela-

¢do definida em E.

a) Represente, na lingnagem da Lédgica simbé-
lica, as proposigdes: «p é anti-simétrican; «p nio é
anti-simétrican».

b) Considere as proposigdes:

Pi= 3
zelB y

Py = :

B A (e S A Vo)

vE

V (yez=y=2);
e E

Que sabe sobre os valores légicos de Py P; e
P; A P,? Justifique. Supondo que ¢ é uma relagio
de ordem, que significa ser P;, ¢=1,2, verdadeira?

3) Enuncie o teorema da condensagio de Caveny

e, em seguida, aplique-o, mostrando a legitimidade

dessa aplicagio, a série 3] 1/a'""2,
neN

4) Seja f a fungio real definida em
E =[0,1[U]1,2] cujo valor no ponto ze [0,1] é
1 e cujo valor no ponto ze]1,2] é 2.

a) Represente f. Considere a proposig¢iio aqual-
quer que seja ae K, f tem limite f(a) no ponto a».
Indique, de preferéncia simbélicamente, duas propo-
sigbes cuja conjuncio seja a proposigio referida e
verifique que elas sfio verdadeiras.

b) f é pois continua. f terd algum prolonga-

mento continuo a [0,2]? Justifique a resposta ex-
clusivamente 4 custa do teorema de Borzaxo-Cavcay.

5) f é uma funcio real definida em R, continua
e com limite + co nos pontos +co e —co.

a) Mostre que f(R) é minorado..
b) Mostre que o infimo de f(R) pertence a f(R).

F. C. P. — Maremiricas Grrais — (Lic. em Matemati-
cas e Fisico-Quimicas) — 1 ° Exame de Frequén-
cia — 2.* Chamada — 17-2-1962.

Ponto n.° 1

5549 — 1) Seja I um conjunto nfo vazio e p
uma relago de ordem definida em I, relativamente
4 qual hd primeiro elemento, notado uy, e hd ltimo
e_{emento, pnotado uy.

a) Qual o conjunto dos majorantes (minorantes)
de I? I tem supremo (infimo)? Justifique as res-
postas.

b) BSeja (4;);,; uma familia de subconjuntos de
um conjunto F tal que: se ipj, entio A;D A4;.
Quais os conjuntos U 4; e N A,? Justifique.

iel ial

2) Seja E um conjunto nfo vazio e seja p uma
relagdo definida em E .

a) Escreva, na linguagem da Légica simbglica, as
proposigdes: «p é simétrica»; ep nio ¢ transitivan.

b) Supondo que p ¢ reflexiva, mostre que é 1 o
valor légico da proposi¢io Py=> P, com:

Pi=v V (zpyVyea);
zeE ye E

P= v v 3 (zpzAye2).
xeE ye E ce E
8) Enuncie o critério de d’ALEmpErT e, em se-

guida, aplique-o 4 série z G,, COM: Gg, ;== T"3"
neN
(neN); ag,=2""18" (neN).
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4) Seja f uma funglo real definida em R.

a) Indique, de preferéncia simbolicamente, duas
proposi¢des cuja conjuncio seja a proposigio «f é
continua»; verifique que elas sfo verdadeiras na
hipotese de ser verdadeira a proposigdo «existe
2 >0 tal que, quaisquer que sejam xeR e ye R, ¢
f@ - <z|lz—y|».

5) Supondo que f(x) =|=z|, qualquer que seja
x e R, represente f e verifique que f possui a pro-
priedade referida na alinea a).

5) Sejam f e g funcdes reais definidas em R e
cujas restrigdes a @Q sfo iguais: f 3 = g,o. Mostre
que f=g.

F. C. P. — Maremdricas Gerais — (Lic. em Matemati-
cas e Fisico-Quimicas) — 1.° Exame de Frequén-
cia — 2.* chamada — 17-2-1962.

Ponto n.° 2

5550 — 1) Sejam E e F conjuntos nio vazios
e seja f uma aplicagio de E em F,

o) Defina: grdfico de f; f(4), Ae P(E);

-1
f(B), Be P(F).

b) Diga quais os elementos de F (E,F) na hi-
potese: E = F=11,2,3].

2) Seja (E,+,-) um corpo e seja < uma re-
lagdo de ordem total definida em F .

a) Traduza, para a linguagem da Légica simbd-
lica, as proposigGes:

Py = ase <y, entdo o + 2Ly + z, para todo
0 zeEn»;
P,= ase 0o e 0Ly, entdo 0 m-ym.

b) Supondo que P; A P, ¢é verdadeira, isto &,
(E,+,-,<) ¢é corpo ordenado, mostre que é 1 o
valor légico de cada uma das proposigdes:

V V E<yNI<z= -2y 2)

xeE yeE :zeE
V G<y= 3 a<z<y).
zeE yeFE ze B
8) Exprima, de preferéncia simbolicamente, que

1 .

« (1 + —-) nfo converge para zero» e verifi-
n/neN

que, a custa do que disse, que assim é.

4) Seja E um conjunto nio vazio e sejam f e
(f)nen» Tespectivamente, uma fangio real definida

em E e uma sucessio de fungdes reais definidas em
E.

a) Indique, de preferéncia simbolicamente, o si-
gnificado do que segue:

«(fi)ney converge para fu; «(f),.y converge
uniformemente para f».

b) Nas hipéteses: E = R; f(x) =0, qualquer
que seja me R; f,(x) =x/n, qualquer que seja
xe B e qualquer que seja ne N, responda ao se-
guinte: represente f e f,; escreva uma proposigio
P tal que a conjun¢fio de P e da proposi¢io verda-
deira(!) aqualquer xeR é ponto de acumulagio de R»
seja a proposi¢io «f é continua» e verifique que P
é verdadeira atendendo 4 sua construgio (de prefe-
réncia escrever P simbolicamente).

5) Seja f uma fun¢fo real definida em R, mo-
nétona e cujo contradominio é um intervalo. Mostre
que f é continua.

F. C. P. — Maremdricas Gerais — (Lic. em Matemati-
cas e Fisico-Quimicas) — 2.° Exame de Frequén-
cia — 2.* chamada — 15-5-1962.

Ponto n.° 1

5551 — 1) Seja fe F (R — |0}, R) assim carac-
terizada: f(x) =1.

a) Verifique que f & continua (use a defini¢o).

b) Verifique que f é derivdvel (use a definigdo).

¢) Seja ae R eseja a o prolongamento de f a
R assim caracterizado: a (0) =a. A funglo a &
continua no ponto 07 Justifique a resposta.

2) Seja fe F(R,R).
a) D& o significado do que segue: «f & estrita-
mente mondtona no ponto O».

b) Na hipdtese: existe Df e 0¢(Df)(R), ve-
rifique que f é estritamente mondtona no ponto 0.

3) Seja A=[a 0 0
0 5 0

0 0 ¢

6’”3,3(R}.

a) Notando f a aplicagio linear de R} em R3
cuja matrizé A4, digaqual a imagem de

(21, @z, @3) ¢ B8 por f.

5) Na hipdtese: a0 e b0 e e5=0, diga
qual o contradominio de /' e caracterize a aplicagio
ge L (R3, R3), através da sua matriz, tal que a ma-

triz de fog é 1 D0=17,
[0 0 1]
i 981
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4) Beja fe F' (R, R) nas hipdteses seguintes:
existem Df,D*f e D3f; Df(0)=D2f(0)=
=D3f(0) =0; D3f é derivivel no ponto 0 e
(D3f) (0)e R* U} +oo}. Mostre que f tem minimo
estrito no ponto 0.

F. C. P. — Maremiricas Gerars — (Lic. em Matemati-
cas e Fisico-Quimicas) — 2.° Exame de Frequén-
cia—2.* Chamada — 15-5-1962.

Ponto n.° 2

5552 — Seja fe (R, R) assim caracterizada:
flx)= —2x.

a) Verifique que f ¢é continua (use a definigdo).

b) Verifique f ¢é derivdvel (use a defini¢do).

2) Seja aeR e seja ae F(]0,2],R) assim
caracterizada :
l1—-ax se O<ax1

“{”)={1_2a+am se 1< 2

a) Verifique que a é continua no ponto 1.

b) Verifigue que a tem extremo relativo no ponto
1; qualifique-o.

¢) Notando a o prolongamento continuo de a
a [0,2], diga qual o valor de a no ponto 0 e diga,
justificando, se & estd nas hipéteses do teorema de
RoLre.

8) Beja fe F(R?,R?) assim caracterizada:
S(@,9) = (=, +y).

a) Verifique que f ¢ linear e diga qual a matriz
de f.

b) Caracterize ge L (R?, R?) tal que go f=1,
I(z,y)=(x,y)-

4) Seja fe I'(R,R) tal que é verdadeira a pro-
posigio:

vV ([f@—f)|<klz—y[}»
ye R

« v
keﬁg‘ we R

Mostre que f ¢ constante.

F.C. P. — Maremdricas Gerars — (Lic. em Matemati-
cas e Fisico-Quimicas) — Exame Final — 1.* Cha-
mada — 19-6-1962.

5553 — Enuncie o critério de Cavcay; seguida-
mente aplique-o A série gerada pela sucessio
(a)nen, com a;,=0 e ay, =1/(2n)™ ', neN.

0 se <0

: r
2) Seja R—Iol—-R,‘f(ac)-s{?)x T

a) Com aeR*, diga qual o conjunto f(U(0,q)).
b) Escreva duas proposigdes, de preferéncia sim-
bélicamente, cuja conjuncio seja a proposi¢dio «f tem
limite O no ponto O» e verifique que sfo verdadeiras.

3) Seja RIR nas condigdes seguintes: existem
Df e D*f; 0¢ D*f(R).

a) Mostre que D f é estritamente mondtona.

b) Mostre que o conjunto dos pontos nos mais f

tem extremo relativo é D_'f(:Oi} .

4) Sejam f e g fungdes reais definidas em Xc R
e continuas. Mostre que XiR, h () notando o
infimo do conjunto |f(x)| U jg(x)|, € continua.

5) Sejam A ,B, C pontos niio colineares.
a) Férmulas de passagem do referencial

(43B. = 5 Ot hT')

para o referencial (C;B — C = s A—=C —-_;') :
b) Equagfo cartesiana e equagdes paramétricas,
no referencial (4 ; -;,}r) , da recta [do plano A B C]
que passa por C e é perpendicular 4 recta B C.
6) Sejam O, U, V, W pontos ndo-coplanares e
considere o referencial

— . -
O;U—0=4i, V—0=j, W—0=k).
x4y =2

z=0

e os planos =0 e y = 0; equagdes cartesianas e

equagdes paramétricas de recta que é coplana Aquelas
rectas e é paralela Aqueles planos.

b) Férmulas de passagem do referencial dado para

o referencial (0'; A—0'=i', B—0'=j', C—0=F),

- - — —? = = =
com O'—O=i+p, A—O'=—i+j, B—U'=i+j+k,
C—0=kF.

a) Sio dadas as rectas { e x=y==8

Nota : Dos exercicios V e VI, resolver apenas um,

R: 1) Seja 2 a, uma série de termos ndo-negati-
neN
vos; se existir re[0,1] tal que "Ya,<r, neN, a

serie 2 a, € convergenle.
ne N

Aplicag8o. Com ay,- 0 e 83,y =1/(2n)%™1,
neN, viré *"Va;,—=0 ¢ *"'Ya3.,,=1/2n, neN;
logo "3, <1/2, neN.

R: 2) a) U(0,a)=U(0,a)—10}; U(0,a) =
=]—a,a[; f£(U(©Q,a) =[0,32f.
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5 Pi= v R—10{0T (0,4 +9;

Pi= ¥, B SER-10INTO)CTOH.
P, € verdadeira: R—|0{NU (0,a) =T (0,a) + ¢!
P, € verdadeira: para cada Be R*, tome-se a=§/3.

Df .

R: 8) a) Das hipdteses resulta que R — R € conti-

nua e biunivoca; € pois estritamente mondtona [obser-
ve-se que 0 dominio de D f é um intervalo!].

b) Como f € finitamente derivdvel e o seu dominio
€ igual ao seu interior, o conjunto dos pontos nos quais

-1
f tem extremo relativo estd contido em Df (]0]).

1. hipétese: Df(]0!)=@. Nada hé a demonstrar!

2.1 hipdtese: Df (J01) = . Este conjunto serd en-
tdo constituido por um sd elemento, que notamos a;
supondo Df estritamente crescente, é Df(]Ja,—[)CR*
e Df(]«,a[)cR™; logo f tem minimo relativo es-
trito no ponto a, como mostra o teorema da média de
Lacraxoee aplicado as restrigies f|[a,x], a<<x<<a+1,
e fi[x,a], a—1<x<a.

R: 4) DBastard mostrar que € verdadeira a propo-
gigdo:

«y Vv 3 h(U(a,d)nX)cU(h(a),e)».

aeX esRt FeRt+

1.2 hipdtese: f(a) = g(a); entdo h(a) = g(a);
tmediato !

2.2 hipdtese: f(a)s=g(a); seja f(a) > g(a); entdo
h(a) = g (a) . Pela continuidade de f e g no ponlo
a, existe a ¢ RY tal que f (x) > g (x), para qualquer
xeU(a,a) N X; logo h(x) =g(x), para qualquer
xeU(a,a) N X. A conclusdo € agora imediata!

R: 5) a) Coordenadas de C: (0,1) — no referen-
cial (A;1,);

Componentes de i (1, —1) — na base (_ih,-j‘) 5

Componentes de 3‘; (0,—1) — na base (—i’,T) 5

Férmulas de oo A

rmulas de passagem : {y—l-x’ﬂy'
b) equagdio cartesiana: (T—T} | (x?—i— (y— 1)-]?) =0
ou (ili—ilj)=x+ @Alj—jldy=1li—ili
e
o ¥ {x— (Gli—1il)»
equagdes parameétricas: Tk
y=1+(@{|i-i]|j)a

R: b) a) Parametros directores da recta x=y=0:
0,0,1.
a(x+y—2)+Bz=0; a-0+p-0+p-1=0;
a=1 ¢ =0

o (x—y)+ B8 (x—2)=0;
(' +8)-0+(—a):0+(=p)-1=0; a'=1 ¢ p'=0

x+y=2

equagies cartesianas {
x—y=0

x=1
equagdes parameétricas {y =1

Z o=

Nota: Imediatamente se poderiam escrever as
x+y=2

x—y—O’

dendo aos dado do‘" K, I

equagies {

x=1—x'+y
b) Férmulas de passagem {y =1+ x' + y'
7 o= Yl -+ z!

F. C. P. — Mateudricas Gerais — (Lic. em Matemati-
cas e Fisico-Quimicas) — Exame Final — 2.* Cha-
mada — 22-6 1962.

5554 — Seja (a,),,y uma sucessio real e seja
(b,)nen a sucessio das somas parciais da série
2 a,. Como sabe, as expressdes «a série Ea_ é
neN neN
convergentev, «a sucessio (b,),,y ¢ convergentes
e «aa sucessio (b,),,y ¢ regular» sfo sindnimas.
Indique o significado das duas iiltimas e através disso
conclua o seguinte: a serie Eeen (mm) & conver-

neN
gente; a série 3] (—1)" ndio é convergente.
neN

2) Seja R — I’OIiR assim condicionada:
J@®)=2x+2 se 2>0; f(x)<1 se x<<0. Diga

qual o conjunto }!(]1,3[} e diga, para cada
ae R*, qual o conjunto f(]0,=z[). Seguidamente
verifique que sdo verdadeiras as proposigdes :

B gV /B =10INTO,8) T @,0)

v 3 f(R—10{n]0,»[NT(0,p)cU(@2,a).

as R+ ﬁo Rt

3) Seja [0,— [-{R assim condicionada: é inde-
finidamente derivdvel; D"f(0) =1, qualquer que
seja neN; O¢D"f([0,—~[), qualquer gque seja
nelN.
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a) Verifique que, para qualquer ne N e qual-
quer ze]0,—[, é: -

xn

F@>SO) + 5+ + o

b) Para cada ne N, diga quais os pontos nos
quais D" f tem extremo relativo.

4) Sejam aeR e beR com a<b e seja

[a, 8] LR nas condigbes seguintes: é continuaj tem
limite — co no ponto 4; é estritamente crescente no
ponto a. Mostre que existe ce Ja,b[ tal que f tem
maximo relativo no ponto e¢.

. . e
5) Considere um referencial (0;7¢,j,k) ndo mé-
tricamente fizado.

a) Componentes de um vector :T:ﬁ:(_)’ normal ao
plano de equagdio Ao+ By + Cz + D=0,

b) Equagdes cartesianas e equagdes paramétricas
2z +y=2 {a:+y=0
a 3
2=0 y+z =0’
. . i e ) -

na hipétese: |[7|| =2; [|/]| =|k]| =1; <L (¢,))=
— = — =

=X (k) =X (7,k) ==/2.

6) Considere um referencial (0} z_: ;‘: ;c') e as fami-

da normal comum as rectas {

=2
lias de rectas: r, (ke R) {y+:=3(y—z);
bR A
8 GR{ % =
pAie B) z=p(y+2)

a) Equagdes cartesianas das rectas 7| e s, que

passam pela origem e sio paralelas, respectivamente,
ar e s,. Seguidamente indique as coordenadas
dos pontos de ) e de s, quetém ordenadal e apro-
veite-as para concluir que »
las.

5 € Sy ndo sio parale-

b) Fdérmulas de passagem do referencial dado
para um qualquer referencial cujos novos eixos sejam:

z=0
{y—O

=0
{y o (eixo das ordenadas);

(eixo das abcissas);

=0
{ (eixo das cotas).
y+2=0
Nota: Dos exercicios V e VI, resolver apenas
um.

F. G. P. — Mateudricas Gerats — (Lic. em Matemati-
cas e Fisico-Quimicas) — Exame Final — 1.* cha-
mada — 1-10-1962.

5555 — 1) Considere um referencial (0;?,}",'}?)
e os pontos 4=(0,2,1) e B=(2,4,3).

a) Suponha (0;7¢ 3,_};) métricamente fixado
como seindica: (z,8,7)|(2,F1) =aa'+BB +77.
Escreva férmulas de passagem de (O ;?,T,;c.) para
um qualquer dos referenciais orto-normados nas con-
digdes seguintes: o eixo das abcissas é a recta 4B
e o eixo das ordenadas passa por O.

) Suponha (O ;-:,;P,}c.} métricamente fixado
como se indica: (z,B,y)|(2,f,y) =a(2a'+ ') +
+ B (x'+2p") + vv'; resolva o mesmo problema da
alinea a).

2) Seja u a aplica¢io linear de R? em R? assim
caracterizada: u(1,0)=(1,5); »(0,1) = (2,4).
Determine os elementos do conjunto:

S(u)=|re R| existe e B*— }(0,0)] tal que u(xz)=22{.

3) Seja (u,),,y uma sucessio real nas condigdes
seguintes: existe re[0,1[ tal que |u, 0 — t,4y | <
<7 |upp—u,|,n=1,2,.... Asérie Z [ tgs— 7|

neN
é convergente? A sucessdo (u,),,y ¢ convergente?

4) Seja [0,1]> B nas condi¢des seguintes: tem
contradominio contido em [0,1] e é continua. Con-
clua que existe e [0,1] tal que u(z) = =.

5) Seja [0,1]-‘:5‘ nas condi¢les seguintes: é
continuamente derivdvel e Du (QN[0,1]) = |0}.
Conclua que u([0,1]) = ju (0)}.

R: 1) Seja (0'; _i”:ii',il;') um dos oito referenciais
nas condigies impostas; entdo, genéricamente, eles serdo
— - -
representados do modo seguinte: (0'; gi', qj', tk'),
lel=la]=|v]=1.

1.c Equagbes paramétricas da recta A B:

X == A
y=2+12
z=142
2.2 Determinagdo de O':
(r,24+2,14+2)|(1,1,1) =
a) 21 = (2+4+2)-1+1+2-1=0;
A=—1; 0 =(-1,1,0)

) 23+ (2+2):3+(1 +2):1=0;
A= —1; 0' = (—-1,1,0)
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3. Determinagdo de T

— (11-1-:1} 1
T2 2o 1,1,1

ka7 T Y Y e
- < e, 141)

1
AR it BRI IR
eSO U s A

4.° Determinagio de :]‘i :

=y (=1,1,0) 1
P S R A Y S R O YV
B St oy W
= (-1,1,0) 1
e e LR O AR B e T
e e Y
5.° Determinagio de k'
a+B+71=0 _
o §_the oof @1-D;
1,1,-2)

1
e ey
Td,1, =27~ V6 )

3a+3B4+7=0
DR 0 ok e W R I

(1,1, -—6) 1

Ta,1,—en - ya =

6.2 Férmulas de passagem de (O ;_1?,_.]’,1:.) para

(0'5p10j,vk!) (o]l =lo| =[] =1):

x=—1+L_x'——d_: '+ —2

VL CaLe s

) a T
- 1+=—x'4+—y' 4+ —0z

ol V3 537 e
% = ALY — e z!

V3 Ve
g g | e N y‘—l——?:'

VT ) iz

p T
b = 1+ —=x'4+—y' —z/
) ¥ VT V2’ Tyaz
z = P = Lk z!

Vi Va2

2) Deverd procurar-se ieR pela condigdo do sis-
tema linear sobre R e nas inedgnitas xy e Xp:

{(l—l)x1+2x3=0
Bxy+ (4 —2)x =0’

ter solugdo além da trivial. Vird

Di(fl—2 2. =03
[5 4—1]

logo S(u) = |—1,6].

3) Das hipdteses resulta que

[ty — 0, | <1™'uz —wy|,neN;
logo
D - <lug—n] I .

pP=1,....n P=1,...,0
A série 2 | @asy —u, | € pois convergente; a série
ne N

2 (u,4y —u,) € também convergente e assim a su-
neN
cessdo (u,), . € convergente.

4) 1.2 hipdtese:
hé a provar!

u(0)=0 ou u(l)=1. Nada

2.2 hipotese: u (0)5£0 e u(1)s=1. A fungdo
[0,1]: R, v (x)=u(x)—x, écontinuae v (0)v(1)<0;
logo existe xe]0,1[ tal que v (x) =0, ou seja,
u(x) =x.

5) Seja [0,1]:>R, v (x)=0. Como v e Du sdo
continuas e tém a mesma restrigio a QN[0,1],
v=Du. E portanto Du ([0,1]) = |0| e assim
u([0,1]) = ju (0)].

F. C. P. — Maremdricas Gerars — (Lic. em Matemati-
cas e Fisico-Quimicas) — Exame Final — 2.* Cha-
mada — 4-10-1962.

5556 — 1) Considere um referencial (0;_:,__;,_5)
e os pontos A=(1,2,8), B=(2,4,6), C=(1,—2,1)
e D=(5,2,-5).

a) Suponha [[i|l=|j[|=[k]=1e < (i)j)=

=2 (;",1-.) =3 (?, I:.) = =/2. Equagdes paramétri-
cas e cquagio cartesiana do plano que passa pela
recta A B e é perpendicular ao plano OCD.

e T > Sy
5) Suponha [|7]| =7 || =% =1, L (,7) ==3
— = — o

e <L (j,k) =<L(i,k) ==/2. Angulo darecta 4 B
com o plano OCD.

2) Sejam (a,b,c) e (I,m,n) pontos de R3. Use
o teorema de Roucni a fim de estudar a compatibili-
dade do sistema linear sobre R e nas incégnitas

T,y ,a:

—cy+baz=1
cx —az=m
—bxz+ay -0

3) Considere a série real ¥ a,, com
neN

a,—1/nlog (2n). Enuncie o critérério da conden-
sagio de Caucny e aplique-o a série dada.
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4) Beja [0,]]:: R nas condigdes seguintes: tem
contradomino contide em [0,1] e, para quaisquer
nimeros distintos = e y de [0,1], é |u(x) —u(y)|<
<|lz-yl.

a) Verifique que u é continua.

b) Por aplica¢io do teorema de WeiersTrass &

fungdo [0,1]> R, v (x) = |u (x) —=x|, conclua que
existe ®e[0,1] tal que u(z) ==.

5) Beja [0,1] 5 R nas condigdes seguintes: é

1 1
simétrica no ponto 3 isto ¢, u(§+m)

1 il d
= u(? - :n), — ngQE, é derivdvel no ponto

1 1
=4 B =
3 Calcule u (2)

Enunciados e solugdes dos n.%® 5548 a 5556 de
Anibal Coimbra Aires de Matos

I. 8. C. E. F. — Mareudricas Gerais — 2.° Exame de
Frequéncia Ordindrio — 23-6-1962.

I

5557 —1) Estude a fungdio y=log (x2—-32+2).

2) Diga como separa os zeros de f(x) por meio
da sucessio de Rolle.

Discuta, consoante os valores do parimetro k, a
localizacgdo dos zeros de f(x) = a3 —3x + k.

8) Enuncie e demonstre o teorema sobre a dife-
renciabilidade de uma fun¢do composta.

xd— xy?
Dada a fungio f(x,y) = ey , (0,00 =0,

calcule ]‘a_n; l::laf(m,y), 1"151 Ll:;f(m,y) e lggéffm,y).
A fungBo é continua em (0,0)? Porqué?

R: 1) a) Dominio: |—oco,1[<e ]2,+0o0].

Pontos de descontinuidade: 1,2 e oo,
Pontos de intersecgdo com 08 eixos:

3 -5 315
{x-=0 X = 5 X = 3
y = log 2

y=0 y=20

b) Crescimento. Extremos
3

! 0= i

RS ORSekeEE

iy ey
—3 2 3

b i y! {0—)I<E

A fungdo € crescente em |2, + oo [ e decrescente em
] — o0,1[. Ndo tem extremos.

¢) Convexidade. Pontos de inflexio.
—2xt 4+ 6x—5

| e I R
V== —8x+2p

e portanto a fungio € concava. Nao ha pontos de inflexdo.
d) Assintotas:
X=1eX=23

2) f'(x)=3x2—3 e os zeros da primeira derivada
sdo xy = —1 e xp=1. A sucessdo de Rolle

i Do A0S el
fx) | — |[k+2|k—2| + {e’m*"' it
podera ter-se
k + 2|k - 2| Localizagio dos zeros

+ + k>2: uma raizem | —oco,—1][

+ — | —2<<k<2: uma raizem ] —oco,1],
outra em | — 1,1[ e outra em 11, + oo

— — |k<<—2: uma raizem ]1,+ oo

— + | Impossivel

0 + | Impossivel

0 — | k=—2: uma raiz igual a —1 e outra
em 11, + oo

0 0 | Impossivel

+ 0 |k=2: uma raiz em ] —oco,—1[ e
outra igual a 1

= 0 Impossivel

/
8) lim lim f = lim lim f = 0. Na
). " Ltk xs ) Sl Moy Bl A, ) do
existe pois limf(x,y) e assim f(x,y) ndo € continua
x==l)

r=0
em (0,0) nem pode tornar-se continua.

1I

5558 — 1) Sendo a e b dois nimeros inteiros
quaisquer e supondo que o polindmio real g(z) tem
raizes inteiras, prove que pelo menos nm dos mime-
ros g(a),g(a+1),g9(a+ 2),---g(a +b—1) deve
ser divisivel por b.

2) Deduza a férmula interpoladora de Lagrange
= 9i(x)
I(x)=2X

i=o il
(a e k constantes) mostre que I (x) =1 (u).

y;. Fazendo z =hu+ a,x;=hu;+a

8) Seja AX =B um sistema de m equagdes
lineares a n incdgnitas e r a caracteristica de A.
Se for r<m, em que condigdes o sistema é possivel
determinado e possivel indeterminado ?

No caso em que B = O,y e o sistema é indetermi-
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nado, o que entende por um sistema fundamental de
‘solucgdes ? :

R: 1) 8e g(x) admite a rais inteira x =p entio

g(@a=a—p
gla+1)=a—p+1
g(a+2)=a—p+2

g(a+b—1)=a—p+b—1

e como os nitmeros a—p,a—p+1,-~ca—p+b—1
sdo b inteiros consecutivos um deles € divisivel por b
e, portanto, um dos nimeros g (a),g (a+1), -
ceog(a+b—1) € miltiplode b.

2)  qix) = 1"1] (x—x )jz=i=h" [T (u—u;)jz1=ho¢,(a)
j= j=1

o (x)) = b IT (u, — u)j1 = ", (w;)

j=t
@(x)  hg(u)  ¢i(w)

@ (%) % h" ¢, (u,) % 2 ()

e portanto I(x) =1I(u).

Li(x) =

=Ly (u)

I. S. C. E. F. — Maremdricas Gerais — 2.° Exame de
Frequéncia Extraordindrio — 26-6-1962.

I

5550 — 1) Enuncie e demonstre a condi¢io neces-
gdria e suficiente para que a recta ¥ =m X + p seja
assintota da curva y=f(z).

Mostre que a fungdo f(x) =z + 1+ Vz? + 2 se
pode escrever na forma f(z)=2x+ 2+ ¢(x) com
liFm o (x) =0.

2) O polinémio g (x) =223+ 922 + 122 + 5 tem
o zero a—= —1 Mostre que o zero é duplo e demons-
tre a proposigio em que basear a resposta.

Qual é o polindmio do segundo grau #&(xz) que
deve adicionar a g(x) para que a = —1 seja raiz
tripla de g (z) + & (x)?

3) Considere a fungfio F(x,y) com derivadas fini-
tas F, (a,b) e F,(a,b). Que pode afirmar acerca
da continuidade das fungdes F(xz,b) ¥(a,y)? Por-
qué'?

Se uma das derivadas for continua em P(a,b),
prove que F(xz,y) é continua e diferencidvel em
P(a,b). Se quisesse apenas garantir a continuidade
de F(x,y) em P(a,b) seria preciso exigir a conti-
nuidade de uma das derivadas ? Porqué?

R: 1) A funcgio f(x) tem a assintota obliqua
Y =2X + 2 e portanto pode escrever-se na forma
f(x)=2x+2+¢(x), com lim ¢(x)=0.

x50

2) a=—1 anula g(x), g'(x) e ndo nula g' (x).
Trata-se pois de um zero duplo.
g(x)+h(x)=2x84+9x2+12x+5+ax2+bx+tc=

=2x34+ (9+a)x2+ (124+b)x + (5+¢)

e, como terd de ser g(x)+ h(x)=2(x+ 1)3, resultam,
as condigies

9+a=6 a=—3
12 +b=6 ou {b=—6
b+c=2 c=—3

isto €, h(x) = —3x*—6x—3.

I

5560 —1) Deduza as férmulas de Girard e utili-
ze-as para achar a relagio que deve existir entre
a,b,e, e d por forma que uma das raizes do poli-
noémio az*+b622+cz+d seja igual 4 soma das
outras duas.

2) Dada a tabela de valores = |z 2y x5

Y vy’
a expressfio geral do polinémio interpolador e utilize
a teoria dos sistemas lineares para mostrar queé o
polinémio interpolador pode apresentar-se na forma

escreva

y 1 o leti=10

yo 1 o o
1 1 o of
y2 1 = 3

3) Defina complemento algébrico de um menor e
prove que é nula a soma dos produtos dos elementos
de uma fila pelos complementos dos elementos homd-
logos de outra fila paralela.

R: 1)
b

e daqui se tira zy=— —.
Zy=2Z3+ 23 2a

b
Zl+22+23’=-;-

A relagio € pois

b\3 b b\? b a0
a T & o +0(—2—a s
ou b*—4abec+8atd=0.

2) A expressio geral do polindmio interpolador €
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y=a + bx + cx? e deverd ter-se, evidentemente:

y =a+bx 4+ cx2
Yo=a + b xg+ ¢ x}
y1=4a + bxy+ exi
y2=2a+ bxs+ ex}

e para que este sistema de quatro equagdes a trés incd-
gnitas seja possivel € preciso que (teorema de Rouche):

y 1 x x2|=0.
Yo 1-x x}
yvi 1 x xf

ya 1 x x}

LS. C. E. F. — Maremdricas Gerats — Exame final.
Epoca de Julho (1.* chamada) — Prova Pritica —
12/7/62.

5561 — 1) Define-se dinisdo de conjuntos por meio
da férmula A: B = AU B. Prove que:

a) A:(BNC)=(4A:B): C
b) A:(BUC)=(4:B)N(4:0).

R: a) A:(BNC)=AU(BNC) =AUBUT) =
=(AUBUC=(a:B)yC =
= (A:B):C

b) A:(BUC)=AU(BUC)=AUBND) =
=(AUB)n(AUuO =
= (A:B)N(A:0).

1
2) Calcule IiE n? []og (n+3)—logn— :] :

1
R: &im nz[log(u + 8) — !agn——] -
ne=00 n

- 3 1 : 3 1
—hmnz[.fa_q(l-l-—-)———] =lim nz( ———)_
n=00 n n =00 n n

—Ea'r;n[3-r|—1}=+oo(-q—rl).

8) Caleule P\/1 =&
1—2

1+ 2 -1
R: Fazendo T t? vem X = -—
1= © 41
e
dx 4t7
At (e 102
Portanto
p 1+4+x t? 1 1
F=x (t2+1)2 t2+1 (#+1)2

PR zt+1 :
= arec — —_— gre
g g M e
2t
il S T

a f T 1
u2arctg\/1:__(1—x) \/1+x.
— X - X

fan? + b

cx? + 4

a) Determine as constantes a,b e ¢ de modo
que o grifico de f(x) seja tal que a recta = +y=0
seja uma assintota e o ponto (0,f(0)) seja de in-
flexdo.

b) Esboce o grifico de f(z).

4) Dada a fungdo f(x) =

R: a) Dividindo x3+ ax2+b por cx44

1 a
obtem-se o cociente — x + — e um resto do primeiro
c c
4 1 a .
grau,isto é, f (x) = — x + — +o(x) com lim ¢ (x)=0.
[ ] =00

1 a
A assintota € pois y = — x + — donde se conclui que
c c
x3+b

c=—1¢ a=0. Orapara f(x) = ———— tem-se
—x24 4
£ (x) = (—4x'+24x+2h)(—x’+l)_+l_}xt———x‘-rlﬂx'-l»ﬂb!)
(— x4 4
e f'"(0) =0=b=0.

b) O dominio de f (x) = e
—x
]—eo,—2[,]—2,2[,]2,+ o[
e a curva € siméirica em relagdo & origem.

(12 — x*) e a fungio € crescente
4 — x2)2
em [—- V12, Vhi?] e decrescente em | — oo, —/ 12]
e [;/E, + co[j x =— /12 éminimizantee x = /12
€ maximizante.

£t =
(x) q

8x
Como f! (x) = ———— (12 + x?) a fungdo € con-

— x2)3
vexa em ]——oo,— 2[e [0,2[ econcavaem ] — 2,0]
e ]2, -+ 00[.

As assintotas sdo y= —x, £ =—2 ¢ x =2,

5) Dada a funcio
= Z=% @5 #0,0]

0 [(=,y) =(0,0)]
caleule g;(0,0), g,(0,0), 92,(0,0) e 4,.(0,0).

g(x,y) =

o) =
B. 0,0~ 1in BB ZEQO o
£ (0, 0)—hmg(0 sl iy

y
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g(x,y) - g(0,y) _
x
x2 —y2

g (0,y) = lim

=£2,o:yxz—}—y3
, . g(x,y) —g(x,0)
g,(x,oj—l;gf;—,y—’_—
xz_yz

=Ry

= [im x =
=0 x2?4 y?

g:(0,y) — g:(0,0) .

X

=7

€5 (0,0) = tim =
g (x,0) = £ (0,0) _

X

1

3 g
g% (0,0) fim

6) Considere o determinante de ordem = + 1

-Dn = a, Gy Oyg Oy3 ap
—1 x 0 0 0

0 -1 i 0 . 0

0 O =1 =z 0

0 0 0 0 x

Prove que D, =a,z" + D,_, e utilize esta for-
mula para calcular D, .

R: Desenvolvendo D, pelo teorema de Laprics,

gundo os el tos da primeira coluna, vem:
D,=a, x 0 0 0| +

-1 x 0 0

Q5 =1 'x 0

0 BV

+ |8 B4—a 3,3 + 89| =13,x"+ D,

—1 Xl v V)
0 -1 «x 0
0 Q08 = 3

De D, = a,x" + D,_, obtem-se o conjunto de igual-
dades

Dn - 3, X" + Dn—l
18 BET e Lo T U R

D, =ax2+ 1D,

que somadas membro a membro ddo
+ 8, x4 .o ayx2 4 Dy

Ora Dy = ay ag| =ajx+ ag e por conseguinte
—1 x
D,=a,x"+a, x4+ .- 4+ a,x2 4+ a;x + ay.

D,=a,x"+

I. 8. C. E. F. — Maremfiricas Grrais — Exame final:

Epoca de Julho (2.* chamada) — Prova pratica —
16/7/62.

5562 — 1) Prove que:

a) AUB = AU(ANB)
b) B = (ANB)U(4ANB)

R: a) xeAU(ANB)=xe6AVxe(ANB)=
=xeAV(xeAAxeB) =
=[xeAY ~(xeA)]A(xeAYxeB) =
=xeAVYxeB=xeAUB.
b) xe(ANB)U(ANB)=(xeA AxeB) YV
V[~(xeA)AxeB] =
=xeBA[xeAY~(xeA)]=xeB.

Nota: Em qualquer das alineas a proposigio
x6 AV~ (xe A) €uma lautologia.

ol
%) Cilmile P e
(22 + 1) (22 + 2)
x—1 Sg To
ErD(E+9) B+l

x24+ 92"

Cdleulo de Sy:

-1
Fazendo A= x2+1, vem Ra(x)‘=:z+2“
x—1
- - Sp=x—1.
1+a -
Cdleulo de Ty:
-1 x—1

x
Fazendo 0=x2+2, vem Rq (x) = o T
x2 + —

€ Tnﬂl—x

Entdo:
=1 x—1 1—x

(x2 + 1)(x2 + 2) x24+1 FEEEO
1 2x 1 1

-—— - P P —
2Px2+1 x2+1+ x4 2
1 2 1

_E xz_:z_.-2_505”:::2-5-1)—{.1.r'¢':t5n:+

1 ]! 3
+—;arc£gi_——iog(x?+2]=209 le—l_
Ve V2 2 x24 2

x

— arelg X 4+ — arclig —
V2
3) Aplique a formula dos acréscimos finitos a fun-

¢lo y = log (1 + @) no intervalo [0,x] e resolva os
seguintes problemas :
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a) Calcule ¢ em fungio de = e prove que
i
limb = —.
£=0 2
b) Ach Ld t 2 2d° d i
) che —— o mostre que w!y®—— pode expri-
mir-se unicamente como fungfdo de y. Deduza dai que
do

—<0.
d;!:<

1 1
1345 log (1 e e = o . 5
a) log (1 +x) xl TV >0 Tog @ 3)

1
—_——1limo = (:m
X x=0

zogmx)__]d

f x — log (1 + x) 1—-1/1+x

= — LT =

w0 wlog(l+5) =0 log(l+x) +x/1+x
1/(1 + x)? 1

= lim —
=0 1/1 +x+1/(L +x)2 2

b) De y =log(l + x) vem x=e" —1 e portanto
1

e
Y X
de 1 dy 1 1 1 p |
dx  ydx = yp e =
xzyzﬂ = y! —x2a~ Y = y!_ (e! i 1)?. d
dx

(e —2+e™) =y2—

S o e x

2 4 4 6
y,_g(y_+f_+...), wg(y_ﬂ_ +...)<o

de
Ora x:yz._x,,,yz_

2! 4! 4! 6!

de
donde se conclui que - <0
x

4) Dada a funglo w = F(u), com u = f(x)-

- g (y) - h (2) , mostre que d_tidiya d_i:%
g ow dw 6“___ :
R: S = P gk
ow dw gu : /
ﬁ-ﬂ B—V--F(u)fgh
tw Rw

g _Fl()ffgg' b+ F (u)fg'h=
T (n)ff'gg'hz 4+ F'(u)f' g TP

5) Determine a,b e ¢ de modo que o polinémio
a3 —ax? 4+ bx + ¢ tenha as raizes &,b e 0.
b+e=0
be=—b

abe=—c¢

R: a+b+e=a
ab+ac+be=—b>b
abec=—c¢

e, supondo que b0,

b+e=0 b=1
vem je= —1 donde Je= —1
ab=—1 PR |

b=0=>c=0 A a qualquer

6) Estude o sistema de equagdes lineares
z+y+ z2=0
c—y+2z2=2

2z +y +
Sz +y+42=2
22—y +2z=1£F

z2=1

Ryt A Fan 07 T =3 8 Y0 S0Srs
U <t85 =9 Do T
S Tt P iy B e, 0 O |
O 0-3 1%
O 15 s O N [ R [ -

+=1 111 0=l=~1 1 11 0=
0—21:—2 0—3 1, -2
R O .28 0.1, =8
0 00| o 05 0 =k
B R T A O G T T e T

P T s 10 1) T T 7 e WA TRt o O 0
TP e 0 1-3} -3
0-801 —3 0. 0v=% [ =8
0 00 3-k 0 0 03—k
LSO 04 0] -2 b D0 00 1 e

A caracteristica da matriz do sistema é r=3.
O sistema serd impossivel se k 5= 3 e possivel se k=3 .
r—1
y=—1
z =0

Neste tultimo caso a solugdo €

I.8.CE. F. — Matemiricas Gerais — Exame final —
Epoca de Outubro — Prova escrita — 4-10-1962.

5563—1} Calcule a soma da série
4n
% (m2—2n +3)(n2+2n + 3)
4n
(0 —2n+3)(m2+2n+38)

R: Notando que

1
n?—2n+3

érie dada € da

1
=2 n-l B
1 1 5

C 0, ¢ = e o
omo a,—+0, tem-se S = ag+ a; 3+ 3 s

a s
n?+2n+8"°

. [+ -]
Sforma X (83 — 854) com 8, =
0
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1
2) Calcule P —
senx + cosx + 1
R: Fasendo tg— =t 2
: asendo y—=1t, vem “nx-l—rtz’
1—-# dx 2 £ .
COSX = ——— & — = ——— . Entdo:
1+t dt 14+
1 1
% £ 2t 1I—F
8€n X + €08 X -
5 —_—t—+1
1+ t2 1+ 1
2
1+t2 1+t ikl \
-Zagll+tgg—|+c.
1/ (< —1)
3) Dada a fungio f(z)={2z(—1=z<1)
2+1(1=1x)

estude a sua continuidade e derivabilidade.
Represente geométricamente f(x).

R: A fungdo € continua em todos os pontos pri-
prios, excepto x =1, Em X = — co € continua e em
X = + oo ¢ descontinua.

Para x <—1 tem-se f'(x)=—1/x%; em x=—1
éf,(—1)=—1¢ fy(—1) =1 e portanto nio existe
fi(—1); para —1<x<1 vem f' (x)=1; em x=1
€ f,(1) = +oc0 e f;(1) =2 e portanto também nio
existe f'(1); finalmente, para x>1 ¢ f (x) =2x.

(x3 —2zy?)seny
e T [(z,4)(0,0)]

0 [(x,y) =(0,0)]
caleule g;,(0,0) e g, (0,0).

g(x’(}) o gfono) vy

4) Sendo g(z,y)=

R: £(0,0) =lim * 0
: .. 8(x,¥)— g0,y
S'x(ory)"i‘_'g = —
(x3—2y?)

- fim —————
x=0 x2 4+ yz

3(0,}')—8(010) =t

seny = — 2geny

gy (0,0) = lim : 0
. ; . B(X,Y} g(x,o)

0) =1 -
gy (x,0) = lim =

Sy x3—-2xy2  geny

=0 x2 4 y2 y

g:(0,y)—&(©0,0)
¥

g’ (0,0) = lim
y=0

2seny

=lim———— = — 2
y=0 y‘
3 . & (x,0)—g(0,0)
gn (0,0) = tim =
x
- lim—=1.
=0 X
-113
5) Considere a tabela 1—5. Deter-
¥ 051 e h

mine a relagio que deve existir entre a e & por
forma que o polindmio interpolador seja do segundo
grau, Escreva o polindmio.

R: Achando a tabela de diferencas finitas, vem

- 200 ISP 1 [ P N [ L5
=140 1 a—2 b—3a+3
1| 1 |a—1|b—-2a+1
3 a |b—a
5| b

e para que o polindmio interpolador seja do segundo
grau € preciso que A3y =b—3a+3 =0 que € a
relagiio pedida. E claro que terd de ser a==9.

O polinémio interpolador serd

x+1 (x2—1)

f - —2 -
(x) R Tt
a 2xz+x 1 a—2

2 2 Rt

6) Demonstre a igualdade

Tt | 1 oo 1 | ity ogerntiys
o A Tl |
1 1 14a5-0- 1
i =il T s e
R: s Ualnh | 1 e, m
o e Py B L
L 217 Lgmyiiad
DA | R A
=1 1 11 |emxgxpeeex,.
O %0 a0
0 0 x:---o
0 0 0...x

n

Enunciados e solugdes dos N.%* 5557 a 6565 de Fernando de Jesus

Nota : Por falta de espago nio foi possivel incluir neste nimero criticas e referéncias bibliogrificas de

vdrias obras de matemadtica enviadas 4 Redacgfo.



